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随 着 计算 机 科学 技术 的 飞速 发 展 , 人 类 正 进 入 信息 时 代 . 

信息 时 代 是 应 用 数学 大 发 展 的 时 代 , 人 类 长 期 积累 起 来 的 知 
识 体系 ,正面 临 着 第 3 次 数学 化 . 数学 思想 ,数学 方法 与 数学 模型 
随 着 计算 机 的 广泛 应 用 ,日 益 渗透 到 各 种 行业 中 去 . 

当代 ,除了 古典 的 数学 理论 (初等 数学 , 微 积分 学 ,微分 方程 ， 
复 变 函数 等 ) 早 已 得 到 广泛 的 应 用 外 ,一 些 比较 抽象 的 现代 数学 理 
论 ( 集 合 论 .数理 逻辑 .范畴 论 、 抽 象 代数 . 泛 代数 .代数 几何 .拓扑 
学 、 泛 函 分 析 等 ) 以 及 一 些 新 兴 的 数学 理论 (随机 过 程 . 时 间 序 列 、 
运筹 学 、 最 优化 理论 有限 元 方法 、 模 糊 数学 ,混沌 与 分 形 等 ) 也 逐 
渐 地 成 为 社会 生产 、 科 学 实验 、 工 程 技 术 及 经 济 管理 中 不 可 缺少 的 
工具 ,应 用 数学 的 适用 范围 正在 迅速 地 扩大 . 

为 了 满足 日 益 增 长 的 社会 需求 ,清华 大 学 应 用 数学 系 (现代 应 
用 数学 手册 ) 编 委 会 ,组织 编写 了 这 套 多 卷 集 的 手册 . 

本 书 读者 是 理 \ 工 、 医 \ 农 ,经 管 等 各 个 领域 中 的 广大 工程 技术 
人 员 、 科 研 人 员 、 大 、 中 专 院 校 的 教师 学生, 研究 生 及 其 他 使 用 数 
学 工具 的 实际 工作 者 . 其 中 有 些 内 容 对 于 中 学 生 也 是 适用 的 . 

编者 力求 使 本 书 成 为 一 套 高 质量 的 工具 书 , 它 有 下 列 特点 : 

D ARMA” 本 书 力求 做 到 内 容 现 代 化 , 除 用 现代 观点 
介绍 古典 内 容 外 ,对 已 出 现 的 新 理论 .新 方法 尽量 优先 选 入 . 

(2) 突出 “应 用 ” 本 书 在 选材 上 突出 数学 理论 的 应 用 ,以 通 
俗 易 懂 的 方式 着 重 介绍 在 现代 科学 技术 等 实际 领域 中 应 用 广泛 的 
数学 理论 和 方法 . 

(3) 紧密 “结合 "计算 机 应 用 ”为 了 更 有 效 地 应 用 数学 方法 解 

. [HI ° 


决 各 种 实际 问题 ,广大 科技 人 员 迫 切 要求 数 学 方法 与 计算 机 应 用 
相 结合 ,提高 工作 效率 . 为 此 ,本 书 在 结合 计算 机 应 用 方面 ,给 予 特 
别 的 重视 . 

(4) 版 面 设计 “合理 " ,便于 迅速 查阅 ”为 方便 读者 使 用 ,本 书 
采用 了 一 套 较 为 完善 的 索引 体系 ， 除 正文 中 章 、 节 的 编号 沿用 国 
际 通 行 的 十 进 制 编号 外 ,对 于 重要 的 定义 .定理 ,例题 ,公式 、 图 、 表 
等 均 有 编号 , 读者 可 以 从 (1) 目录 ,(2) 中 文 一 外 文 索引 ，(3) 外 
文 一 中 文 索引 等 三 种 途径 ,迅速 找到 所 需 资料 . 此 外 ,本 书 对 载 人 
的 外 国 科学 家 人 名 ,尽量 采用 “名 从 主人 ”的 原则 . 

O 数学 符号 力求 “统一 ”与 国际 化 ”鉴于 目前 国内 各 种 文 
献 .书籍 中 使 用 的 数学 符号 不 够 统 -与 国际 化 ,增加 了 读者 阅读 时 
的 困难 . 本 书 除 按 国家 标准 GB3102 一 93 外 ,兼用 国际 数学 界 权威 
著作 《数学 大 百科 辞典 》(Encyclopedic Dictionary of Mathemat- 
ics，EDMD) 中 的 符号 为 标准 . 对 于 不 在 上 述 文献 中 的 其 他 新 符号 ， 
则 选用 较为 流行 者 . 

本 手册 各 卷 内 容 独 立 完 整 , 便 于 个 人 读者 与 团体 读者 按 需 选 
购 . 当前 应 四 数学 急剧 发 展 , 编 委 会 在 条 件 成 熟 的 时 候 ,还 将 增 出 
新 卷 . 

本 书 的 编 枫 是 与 清华 大 学 应 用 数学 系 领导 ,特别 是 萧 树 铁 教 
授 的 热心 支持 ,编辑 委员 会 各 位 编 委 的 通力 协作 ,校内 外 的 许多 教 
师 、 科 研 工 作者 的 大 力 支持 分 不 开 的 ,编者 深 致 谢意 . 

在 编辑 出 版 过 程 中 ,还 得 到 清华 大 学 出 版 社 的 热情 支持 . 

本 书 从 编撰 到 出 版 ,历尽 艰辛 ,饮水 思源 ,编者 还 要 感谢 本 书 
的 发 起 人 ,清华 大 学 应 用 数学 系 陆 璇 教授 ,北京 出 版 社 李 利 军 编辑 
及 已 故 的 北京 出 版 社 社 长 王政 人 先生 . 

最 后 ,编者 还 要 对 夫人 王 华 敏 表示 谢 忱 ,没有 她 的 深刻 理解 、 
热情 支持 与 持久 的 帮助 ,本 书 也 难以 问世 . 
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1 基本 概念 


什么 是 集合 ? 集合 就 在 我 们 身边 . 人 们 在 研究 客观 世界 的 各 
种 事物 时 ,常常 把 具有 某 种 特性 的 事物 汇集 在 一 起 ,看 做 是 一 个 
“整体 ”, 例 如 “全 体 中 国人 ”这 样 的 “整体 ”就 叫做 集合 . 

客观 事物 的 “特性 "是 极其 复杂 的 . 如 何 根据 “特性 ”来 确定 集 
合并 非 总 是 轻而易举 的 从 数学 上 给 出 严格 的 定义 也 绝 非 易 事 ， 
稍 不 留神 还 会 产生 种 种 “ 迟 论 ” 

“集合 ”概念 ,类 似 于 欧 氏 几何 学 中 的 “点 ”,“ 线 ”,“ 面 " 诸 概 念 . 
我 们 先 从 直观 人 手 ,概括 出 描述 性 的 定义 ,然后 再 介绍 公理 集 
合 论 . 


1.2 集合 的 古典 定义 


由 集合 论 创始 人 G. Cantor 所 给 出 . 
定义 1.2.1 凡是 在 人 们 的 感知 或 思维 中 可 以 明确 区 分 的 对 
象 物 , 把 它 看 成 是 一 个 整体 ,这 个 整体 就 称 作 集 合 (set). 
集合 中 的 “对 象 物 ” 称 为 该 集合 中 的 “成 员 ” 或 “元 素 ” 
PE OO 


——— Í... 


(element). 

元 素 a 在 集合 S 中 表示 为 a€ S. 元 素 a 不 在 集合 S 中 表示 
为 4g S( 或 a€ES). 其 中 符号 “E ”表示 “属于 ”关系 . 

通常 用 大 写 拉 丁字 母 A,B,C,…( 或 带 有 下 标的 字母 A , B, ， 
Cl，,…) 来 命名 集合 ,特殊 的 集合 ,采用 特殊 的 记号 . 

对 于 定义 1. 2. 1 还 须 补充 说 明 : 

(1) 集合 中 的 元 素 , 可 以 是 具体 的 (直观 上 可 以 触摸 的 ,可 观 
测 的 ) ,也 可 以 是 抽象 的 (想象 的 ). 

(2) 集合 中 的 元 素 是 “确定 ”的 ,可 以 明确 地 区 分 不 局 的 元 素 ， 
集合 中 的 元 素 是 “不 相同 ”的 (“ 柯 同 ”的 元 素 看 做 是 一 个 ). 

(3) 元 素 与 集合 间 的 “属于 关系 ”是 确定 的 . 对 于 某 个 元 素 a 
与 某 个 集合 S ,要 么 acE S, 要 么 ag S, 二 者 必 居 其 一 , 绝 无 其 他 情 
况 产 生 . 

(4) 由 元 素 构 成 的 集合 ,是 一 个 已 经 “形成 ”的 整体 ,而 不 是 
“正在 形成 ”的 整体 ， 例如,“ 自然 数 的 全 体 ” 是 一 个 集合 ， 而 宇宙 
中 所 有 的 “星体 ”, 则 不 能 看 做 是 一 个 集合 . 

例 1.2.2 集合 的 实例 

(1) 自然 数 全 体 ( 包 括 数字 “0” 在 内 ). (N). 

《2) 非 零 自然 数 的 全 体 . N+). 

G) 整数 全 体 .(Z). 

(4) 非 负 整数 的 全 体 . (Z). 

(5) 有 理 数 全 体 .(Q). 

(6) 实数 全 体 ，(R). 

(7) 复数 全 体 .〈C). 

(8) 素数 全 体 ，(P). 

(9) 小 于 10 的 素数 的 集合 . 

(10) 方程 式 : zx? 一 5z 十 7=0 的 所 有 “ 实 根 ” 的 集合 . 

(11) 两 条 平行 线 的 “交点 ”的 集合 . 

。2 。 


(12) 英文 字母 表 . 

(13) 鲁迅 《狂人 日 记 》 中 所 有 的 汉字 . 

(14) Fortran 语言 中 ,所 有 的 标识 符 构成 的 集合 . 
(15) 平面 上 所 有 的 单位 圆周 . 


1.3 集合 及 其 表示 法 


合 论 中 ,对 于 集合 有 一 种 系统 的 表示 方法 . 
1.3.1 显 式 法 ( 枚 举 法 ) 


这 种 方法 是 把 集合 中 所 有 的 元 素 统统 列 ( 枚 ? 举 出 来 , 置 于 花 
括号 内 ,例如 
{1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 0} 
就 表示 由 数字 : 0，1,，2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 构成 的 集合 . 有 时 为 
了 节省 ,也 可 简 记 为 
{0，1，2，3，…，9)， 
其 中 “…” 代 表 省 去 了 的 4, 5, 6, 7, 8 这 5 个 数字 . 但 是 ,如 果 集 
合 中 仅 含 若干 个 (比如 3 个) 互 不 相干 的 数字 ,例如 
{1, 8, 17}, 
就 不 能 缩写 为 
[Ly ses 32; 
而 必须 逐个 地 写 出 来 . 
因此 ,原则 上 说 , 枚 举 法 只 适用 于 表示 有 限 集合 . 


1.3.2 隐 式 法 


这 种 方法 不 要 求 列 出 集合 中 全 部 元 素 ,只 要 求 给 出 集合 中 元 
素 的 “特性 ”, 即 数学 中 常 说 的 “条 件 ”. 例如 
A= (z | 工 是 不 大 于 10” 的 正 整 数 }， 


其 中 竖 杠 *| ”前面 的 z 代表 集合 A 中 的 任意 元 素 , 竖 杠 后 面 所 写 
的 一 句 话 代表 元 素 z 具有 的 性 质 (或 满足 的 条 件 ). 
与 元 素 z 有 关 的 性 质 ,通常 简 记 成 RCz), 它 表示 :“z 有 性 质 
R”. 因此 ,上 述 集合 A 可 表示 为 ， 
A = {z | R(x>)). 
这 种 表示 集合 的 方法 , 称 为 隐 式 法 ， 
集合 的 显 式 法 与 隐 式 法 不 是 互相 对 立 的 ,为 了 研究 的 方便 ,可 
以 采用 不 同 的 表示 法 . 例如 对 于 同一 个 集合 ,可 以 有 不 同 的 表 
示 法 : 
X = (—3,—2,—1,0,1,2,3), 
X={zrz|zrE€Z,—3<r<3}, 
X= (rz=|“€Z., |z|<3}. 
在 隐 式 法 中 ,确定 RC(z) 是 关键 问题 ,在 计算 机 科学 中 ,常常 要 
求 R(x) 是 一 个 生成 过 程 . 
定义 1.3.1 设 R(z) 是 由 下 述 两 条 规则 产生 的 : 
(1) 已 知 若干 初始 元 素 具 有 性 质 R; 
(2) R(z) 中 其 余 的 元 素 , 均 可 按 某 种 “构造 性 ”规则 产生 
出 来 . 
则 称 R(z) 是 集合 S= {Zz|R(z)} 的 生成 过 程 (generating 


procedure). 
例 1.3.2 集合 Mr =({ 自 然 数 2 KREA. 
集合 Mr 可 缩写 成 
Mr = (1, 2, 4, 8, 16, =}; 
也 可 表示 为 


Mr = (m | (1)1 € Mr, (2) # m € Mr, 则 2m € Mr} 
其 中 生成 过 程 R(m) : (1) 1€ Mz , (2) 车 mE Mz», N| 2m € M». 
其 中 自然 数 “1" 是 初始 元 素 ,其 余 的 元 素 2，4，6，8，16，… 
均 可 由 规则 (2) 产 生出 来 . 
.4.- 


例 1.3.3 集合 下 ={Fibonacci $). 
集合 下 可 表示 如 下 : 
F = IF. | (1) F, = F, = 1, (2) Fn=F,+F.,nE€ Nt), 
生成 过 程 由 (1),(2) 给 出 . 下 中 的 初始 元 素 是 Fu==1,F =1, HR 
的 元 素 是 
F, = FP, +R = 2, 
F, = F, +F, = 3, 
F, = F, +F, = 5, 


1.3.3 特征 函数 法 


这 种 方法 是 用 一 个 刻画 集合 中 所 有 元 素 的 特征 旺 数 ,来 表示 
集合 . 

定义 1.3.4 设 A 为 集合 , 若 函 数 ys(，) 满 足 : 
l, rEA, 
0, rE A. 
则 称 pa(，) 为 集合 A 的 特征 函数 (characteristic function). 

由 此 可 知 , 集 合 有 种 种 表示 法 . 通过 表格 形式 表示 集合 ,就 是 
显 式 法 ;通过 元 素 的 性 质 来 表示 集合 ,就 是 隐 式 法 . 还 可 以 通过 元 
素 对 集合 的 隶属 程度 的 特征 函数 来 表示 集合 . 通过 定义 1. 3.4 可 
知 ,古典 集合 的 特征 函数 的 值 域 是 一 个 仅 含 两 个 元 素 的 集合 
{0,1} ;如 果 把 特征 四 数 的 值 域 拓 广 为 闭 区 间 [0,1]( 也 就 是 说 由 有 
限 集合 {0,1} , 拓 广 为 无 限 集合 [0,1]) , 则 由 特征 函数 确定 的 集合 
就 是 模糊 集 (fuzzy set). 


La (z) =1 


1.4 子 集 与 集合 的 包含 关系 


研究 集合 时 ,判断 一 个 集合 A 是 否 包含 在 另 一 个 集合 已 h, 
在 理论 或 实践 中 都 是 极其 重要 的 . 
定义 1.4.1 设 集合 A 与 B, 若 A 的 每 一 个 元 素 都 是 B 的 元 
素 , 则 称 A 是 B 的 子 集 (subset), 记 为 : 
ASB (或 B 二 4A)， 
读 作 : B 包含 A( 或 A 88 & + B th). 称 己 ( 或 二 ) 为 包含 关系 
(inclusion relation). 
如 果 A 不 是 B 的 子 集 , 记 作 ， 
AB. 
定义 1.4.2 车 A 是 B 的 子 集 ,而 且 集 合 B 中 至 少 有 -个 元 
素 不 属于 A, 则 称 A E B 的 真子 集 (proper set)， 记 作 
ACB (BDA), 
ECORD) HAES R (properly inclusive relation). 
必须 指出 ,有 些 文献 中 只 有 符号 ACB MEAGB, 并 不 严格 
区 分 包含 关系 与 真 包含 关系 . 但 是 ,这 是 两 种 完全 不 同 的 关系 , 绝 
对 不 可 混淆 . 
ASB, CED 如 图 1.1 所 示 . 


“/ g 
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例 1.4.3 下 列 集合 的 包含 关系 与 真 包含 关系 是 正确 的 . 
NCZ,ZCQ,QCR,REC, 
. 6. 


{0,1} S {0.1}, {0,1} £ {0.1}, {0,1} C [0,1]. 

在 包含 关系 与 子 集 概念 的 基础 上 ,可 以 定义 集合 相等 的 概念 . 

定义 1.4.4 设 4,B 是 两 集合 , 若 4SEB 且 BEA4, 则 称 集合 
和 与 集合 B 相等 (equal). 记 作 A= B. 有 时 简单 地 记 作 : 

A= BOACBEBEA. 

注 不 要 把 属于 关系 与 包含 关系 相 混 消 ,前 者 表示 集合 中 的 
元 素 与 集合 的 一 种 从 属 关系 (隶属 关系 ), 是 两 个 层次 之 间 的 关系 ; 
而 后 者 则 是 两 个 集合 之 间 的 关系 ,是 同一 个 层次 之 间 的 关系 ,它们 
是 两 种 截然 不 同 的 关系 . 

例 1.4.5 

{fa} £ {la}, b}, {a} € {la}, b), 
{1,2} C {0,1,2}, {1,2} @ {0,1,2}. 

在 集合 论 中 ,为 了 研究 的 方便 与 理论 的 系统 化 ,有 时 需要 引入 
空 集 的 概念 . 

定义 1.4.6 不 含 元 素 的 集合 , 称 为 空 集 (empty set) BED. 

按照 此 定义 ,对 于 任何 集合 A 均 有 

g CA, g C A. Z < @. 
换言之 , 空 集 是 任何 集合 的 子 集 ( 真 子 集 ). 此 外 ,还 可 以 证 明 , 空 
集 只 有 一 个 . 因此 , 空 集 常用 特定 的 记号 区 标记 . 


21 集合 上 的 运算 


集合 上 有 各 种 运算 ,通过 各 种 运算 展示 出 集合 间 的 种 种 联系 ， 
使 得 集合 论 有 广泛 的 应 用 .首先 介绍 集合 上 的 基本 运算 . 


2.1.1 集合 上 的 基本 运算 


最 重要 的 是 下 述 3 种 : 并 运算 , 交 运 算 与 差 运算 . 它们 是 各 种 
复杂 运算 的 基础 . 
定义 2.1.1 设 A,B 是 两 集合 , 则 AUB 为 下 述 集合 : 
AUB={rz|lx€A 或 x € B), 
称 为 A 与 B 的 并 集 (union). 称 运算 U 是 并 运算 . 图 2. 1 中 阴影 
部 分 就 是 AUB. 


图 2.1 


注 不 要 把 “并 集 ” 与 “并 运算 ”混淆 起 来 ,这 是 两 种 不 同 的 概 
念 . 并 集 是 一 个 集合 ,而 并 运算 是 集合 上 的 一 种 运算 . 如 同 在 初 
等 代数 中 ,应 严格 区 分 两 数 之 “和 ”与 两 数 的 “加 法 ”运算 ,两 数 之 
“和 ”仍旧 是 一 个 “ 数 ”, 而 “加 法 ” 则 是 作用 于 “ 数 ” 上 的 “运算 ”. 


。8 。 


例 2.1.2 并 集 与 并 运算 
{1,2,3} U {3,4,5} ={1,2,3,4,5}, 
tab} U la) ={u,b}, 
12,4) U Ø =12,4), 
N U N =N, 
Q U N =Q. 
注 “ 虽 然 元 素 “3?" 在 集合 {1,2,3} 及 {3,4,5} 中 同时 出 现 , 但 是 
在 并 集 {1,2,3,4,5} 中 只 能 出 现 一 次 (参看 定义 2. 1. 1). 
集合 的 “并 运算 ”, 有 时 也 称 为 “和 运算 "或 “加 法 ”. 
集合 的 并 运算 可 以 推广 到 由 多 个 集合 构成 的 集合 
定义 2.1.3 设 A,(iE 了 n) 是 一 族 集 合 , 则 集合 
yA = {z| A i € LIE r € A) 
称 为 族 A,(iE 了 ) 的 并 ( 集 ). 
定义 2.1.4 设 A,B 是 两 集合 , 则 A 门 B 为 下 述 集合 : 
APmnB={(rzlzEA4 且 zeEB)， 
称 为 A 与 已 的 交集 (intersection), 称 运算 门 为 交 运 算 
(intersection operation). 图 2. 2 中 阴影 部 分 ,就 是 AN B. 


图 2.2 


注 不 要 把 "交集 "与 “ 交 运 算 ? 混 淆 起 来 ,这 是 不 同 的 概念 . 
交集 是 一 个 集合 ,而 交 运 算是 集合 上 的 一 种 运算 . 如 同 在 初等 代 
数 中 ,应 严格 区 分 两 数 之 “ 积 ” 与 两 数 的 “乘法 "运算 . 两 数 之 “ 积 ” 
仍旧 是 一 个 “ 数 ”, 而 “乘法 ” 则 是 一 种 “运算 ”. 

集合 的 “ 交 运 算 " 有 时 也 称 为 “ 积 运算 ”或 “乘法 ”. 


例 2.1.5 交集 与 交 运 算 . 
{1,2,3} N {2,4,6}= {2}, 
{bz ,b3 sba} N 1b;,b, sbi} = {bz sbb)» 
{1,2} N {3,4}= Ø., 
{a,b} N Ø= Ø. 
由 例 2. 1. 5 可 以 看 出 ,A 门 B= 名 就 相当 于 集合 A 5 B 不 相 
交 . 可 见 空 集 概念 的 引入 可 以 带 来 叙述 上 的 简练 . 
集合 的 交 运 算 也 可 以 推广 到 集合 族 . 
定义 2.1.6 设 A,(iE 站 是 一 族 集 合 , 则 集合 
DA = (z | 对 于 所 有 的 i€ I, z€ A.), 
称 为 族 A.G C 7 了) 的 交 ( 集 ). 
定义 2.1.7 设 A,B 是 两 集合 , 则 集合 A\B( 或 A 一 B) 为 下 
述 集 合 : 
ANB= (z |x=<€ AR: B), 
称 为 集合 A 5 B ñJ38308(substraction) , 称 运 算 “\”( “一 ”) 是 差 运 
算 (substraction operation). 图 2.3 中 的 阴影 部 分 ,就 是 ANB. 


例 2.1.8 


{1,2,3}\{1,2} 一 (3)， 
{1,2,3}\{1,2,4} ={3}, 
(1,2,3)N@ ={1,2,3}, 
ON\{1,2,3} =Ø, 
{1,2,3}\{1,2,3} =@, 
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(1,2,3)M1,2,3,4) =Ø; 
{1,2,3}\{4,5,6} ={1,2,3}. 
$ Hf 2.1.8 可 以 看 出 ,由 A\B=A\C 得 不 出 B=C 的 结 
论 . BNA=CNA 也 得 不 出 B=C 的 结论 . 


2.1.2 基本 运算 的 重要 性 质 
集合 的 3 种 基本 运算 ,有 下 列 重要 性 质 ,这 些 性 质 极为 常用 ， 


陈述 在 下 列 定理 中 . 

定理 2.1.9 设 A,B,C 是 集合 , 则 有 性 质 如 下 : 

a) AUA=A; HF) 
AñA=A. 

(2) AUB=BUA; (交换 律 ) 
ANB=BNA. 

(3) AU(BUJC)=(AUB)UG; (结合 律 ) 

: ANBNO=ANB) NC. 

(4) (AUB) NA =A; (吸收 律 》 
(ANMNB)UA=A. 

(S) AU@=A. ( 恒 等 律 ) 

(6) ANDJ=Ø. ( 零 律 ) 

(7) AN(BUO= (ANB)U (ANO):; (第 一 分 配 律 ) 
AUBNO=(AUB NAUC). (第 二 分 配 律 》 

(8) AVA= Ø. 


(9) A(BUC)=(ANB) N (ANO); 
A\BNO =(A\B) U (A\C). 
(10) A\B=A\(ANMB). 
(11) A\(A\B)=ANMB. 
(12) (A\B)\C=A\(BUO); 
(A\B)\C=(A\C)\(B\C). 
ai 


Teeme e aaa a n a -monerm e a a — = 


(13) AKB\O =(A\BÐ UANO). 
a4) ANBYO=(AN BANANO); 
AN (B\O) =(A\B)\C. 
定理 2.1.10 设 A,B,C 是 集合 , 则 有 
(1) AUBCC=ACC H BEC. 
(2) ASBNCSASB R ACC. 
(3) (ANB)UB=AeSBCA. 
(4) (AQ B )UC=Añ(BUC)SCCA. 
(5) ACB=AUCCBUC. 
(6) ASB>ANCSBNC. 
(7) AC B=>(ANC)C (BNO). 
(8) AC B>(CNB)C (CNA). 
(9) AUB=ANBSA=B 
定理 2.1.11 B(A), {Be}, {Au}, REK, tE T)1J N E 
族 , 则 有 
(1) CU AO U CU B.) = U (A, U B.). 
(2) U UA, =U U Au. 


AE KiET “€ TEK 

(3) QD As = M,N A:.. 

(4) U (BN A)=BN(GU A,). 
4EK EK 

© N (BUA,) = BU NA. 
ké K k€ < 


(6) DA SMV A. 
2.1.3 集合 的 对 称 差 

除了 基本 运算 以 外 ,集合 的 “对 称 差 "也 是 一 种 常见 的 重要 运 
算 , 它 在 数学 形态 学 中 频繁 地 出 现 .“ 对 称 差 ”? 这 种 运算 ,可 以 用 


© “R” ø“ Minkowski fi”. 
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基本 运算 定义 如 下 . 
定义 2.1.12 设 A,B 是 两 集合 , 则 集合 
A - B= (ANB) U (B\A), 
称 为 集合 A 与 B 的 对 称 差 (symmetric difference). 运算 一 称 为 对 
称 差 运算 (symmetric difference operation). 图 2.4 中 的 阴影 部 


分 ,就 是 AB. 


2.4 


对 称 差 的 记号 有 多 种 ,如 AAB, ADB, A 十 B. 关于 对 称 差 ， 


有 下 述 重要 性 质 . 
定理 2.1.13 设 A,B,C 为 集合 , 则 有 
(DA B= B= A. (交换 律 ) 
(2) A+ (B — CO) = (A B) — C. (结合 律 ) 
(3) ANMNM(B-O=(ANB - (An O. (分 配 律 ) 
(4) A: @=A. 
()A— A=7Z@. 


(6) A= (A— B) = B. 
(O AUB=A- B- (An B) 
=(A BU (AN B). 

(8) j AB= A - (ANB). 

定理 2.1.14 A,A An, Bis e B, 为 集合 , 则 有 

(1) (A, U + U An) — (B: U "~ U Ba) S (A, — B) U --: 

U (A, — B,). 

(2) (A, N = N A,) — (B, N N B.) S (A, — B,) A --- 

1“ ]3 < 


[VY CA. Boy. 
定理 2.1.15 设 A,B,C 为 集合 , 则 有 
Q) A— B = @@A = B. 
(2) ANMB= Ø>AUB=A-B. 
(3) A=- B= CeB - C=A, 
€C — A=B. 


2.1.4 Wf5ESEFR 


由 已 知 集合 ,通过 集合 上 的 运算 可 以 产生 新 的 集合 . 反之 ,也 
可 以 对 任意 复杂 的 集合 进行 分 解 , 用 较 简单 的 集合 通过 适当 的 运 
算 表 示 出 来 . 
由 已 知 集合 产生 新 集合 的 诸 运算 中 ,还 有 一 种 强 有 力 的 运算 ， 
就 是 通过 选取 “ 子 集 ” 的 方法 来 达到 的 . 
设 集合 A 如 下 : 
A = {1,2,3}. 
考虑 A 的 所 有 子 集合 .显然 如 是 它 的 一 个 子 集 ,此 外 {1}， 
12},{3},{1,2),{1,3},{2,3),{1,2,3} 都 是 它 的 子 集 . 它 一 共有 
2 TE. 以 这 8 个 子 集 为 元 素 构成 的 新 集合 , 称 为 集合 A 的 宪 
集 . 记 作 : 
AA) = (@, {1},{2},{3},{(1,3},{1,2},{2,3},{1,2,3}}. 
EX 2.1.16 设 A 是 集合 ,以 A 的 所 有 子 集 为 元 素 的 集合 ， 
称 为 A BUR 3E(power set) , 记 作 AA): 
KA) ={X| XTA}. 
运算 A - )8F29 838 power operation). 
这 种 以 集合 为 元 素 构成 的 集合 , 常 称 为 集 族 (family of sets). 
一 般 而 言 ,一 个 集合 A 的 等 集 总 有 
Ø E€ KA), 
A € XA). 


im = fE Z 05 3 4E RKD £ AS PFE 2 $E , HR 
AD) = {Ø} 
是 一 个 单元 素 集 . 
XF MO E PCA), RAAE RHEE, 2 (2 (AD), 
(A H(A))), 等 等 . 
FESR FIERA. 
定理 2.1.17 设 A,B,A,,B,,iET 为 集合 , 则 有 
a) AANMNB)=AANAB). 
(2) AQAD=Q KAD. 
(3) KAUB)={A; UB; |A E KAA)H B,€ NAB)}. 
(4) KUYA D={UB: |B E KA:)}. 


2.2 集合 的 Venn 


在 研究 集合 间 的 关系 时 ,常常 是 研究 某 些 同类 的 集合 , 即 研究 
某 个 特定 集合 U 的 全 部 子 集 , 这 时 常 称 U 为 全 集 (universal)， 

在 研究 全 集 U 中 诸 子 集 时 ,为 了 直观 , 常 把 U 设想 成 二 维 平 
面 上 所 有 点 构成 的 点 集 , 而 U 的 非 空子 集 常 表示 成 平面 上 由 闭 曲 
线 所 围 成 的 点 集 ( 边 界 点 不 包括 在 内 ) ;这 些 图 形 统称 为 Venn 图 
(纪念 英国 逻辑 学 家 John Venn) ,如 图 2. 5. 

由 于 空 集 好 中 不 含 元 素 , 所 以 不 能 有 Venn 图 ,或 者 可 以 理解 
成 平面 U 上 退化 了 的 图 . 

关于 全 集 与 补 集 , 有 重要 性 质 如 下 . 

定理 2.2.1 设 A,B,C 均 为 U 中 的 子 集 , 则 有 


(1) AU@=@UA=A; EEIE) 
ANØ=ØNA=Ø. 
(2) AUA=AUA:=U; (互补 律 ) 
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— .—— masaa ee U ae 


ANA=ANA =ø. 


(3) A=(A)=(A):=A. (否定 律 ) 
(4) AUU=UUA=U; ( 零 律 ) 
ANØJ=ØNA=Ø. 


(5) (AUB)=(AUBy=AñnB=A:ñnB:; (DeMorgan 律 ) 
(ANB)=(ANB)=AUB=A‘UB.. 

(6) (ANB)U(ANB)=(ANB)U (ANB =A; 
(AUB) D (AUB)=(AUBN AUB)=A. 

(7) AN(AUB)=ANMB; 
ANMN(A‘UB)=ANB. 
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iË 补 集 A, 有 时 也 记 作 A. 

定理 2.2.2 广义 DeMorgan 律 设 {A,),kEK 是 U 中 的 子 
集 族 , 则 有 

(1) (CUA)= AQA.. 

(2) (RAÐ = YA.. 

定理 2.2.3 设 A,B,C 都 是 全 集 U 中 的 子 集 , 则 有 

(1) AC BSAUB=U. 

(2) ARBCC=SACBUC. 

G) ASBUCSANBEC. 

(4) AC BSAƏB. 

(5) A=B85ANB=ØH AUB=U. 

(6) A=A--U. 

(7) A\B=ANB. 

注 2.2.4 集合 的 三 种 基本 运算 , U , 门 八 也 可 以 用 对 称 差 与 
交 运 算 或 者 并 运算 来 定义 ,也 可 用 差 运 算 与 对 称 差 两 种 运算 来 
EX. 

但 是 可 以 证 明 : 差 运 算 不 能 用 交 运 算 与 并 运算 来 定义 ;并 运 
算 也 不 能 用 交 运 算 与 差 运算 来 定义 . 

因此 从 集合 代数 的 角度 看 ,集合 上 的 基本 运算 可 供 选 择 的 是 
下 述 情况 之 一 : 

(1 UNN. 

(D U. 

(3) N, —. 

(4) \ —. 

一 般 情况 下 ,经 常 选用 的 基本 运算 是 U, 门 ,\. 


a 


3 关系 
3.1 关系 及 其 表示 法 


集合 中 的 元 素 间 ,通常 总 有 某 种 关系 .以 自然 数 N 而 言 , 任 
意 两 个 自然 数 总 是 可 以 区 分 “大 小 ”的 . 例如 ,2 5 3 之 间 , 就 有 
一 种 “大 小 ”关系 . 精确 地 说 ,就 是 “小 于 等 于 ”关系 (或 “不 大 于 ” 
关系 ). 
2 
在 集合 论 研 究 中 ,我 们 把 “关系 ”这 个 概念 理解 成 它 的 外 延 , 并 
把 它 看 做 是 一 种 特殊 的 集合 . 这 种 集合 中 的 元 素 是 “有 序 对 ”( 或 
“AF ”元 组 ”) 或 是 向 量 . 例如 ,自然 数 集 N 上 的 关系 “三 ”就 是 集 
ÈR, 
R=((z=,y) |EN, y€ N, =< < y), 
因此 
(z,y) € R< < y. 
JME MHE y) ER, 记 作 xRy. 
集合 R 中 的 元 素 , 有 下 述 重要 特点 : 
(1) Ë r#y, 则 (zx,y) 关 (y,z). 
(2) 车 (Zz,y) 二 (uyv), W) +=u H y=v. 反之 亦 然 . 
为 了 一 般 地 研究 “关系 ”, 必须 先 介 绍 Descartes 积 . 


3.1.1 集合 的 Descartes 积 


定义 3.1.1 ÜA, . A, Hn 个 集合 , 称 集合 
A, X X An = {zs Ti ziEA V; € N°) 
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为 由 A ss A, 构成 的 Descartes 积 . 
A Xe X A, PIER ttio a D RAAF n TA 
Cn- type), 有 时 也 称 为 向 量 (vector),， zx; 称 为 向 量 的 第 i 个 分 量 
(component) ,或 坐标 (coordinate). 特别 当 A, =A: =+ =A, = A 
时 , 简 记 AX…XA 为 "A. 
n 个 
例 3.1.2 设 A={1,2,3,4}, B={c,d}, 则 AXB={(]1,c)， 


(1,d>, (2,c), (2,d), (3,c), (3,d), (4,c), (4,d)}. 
例 3.1.3 二 维 欧 氏 平面 与 三 维 欧 氏 空 间 , 分 别 是 *R 5° R. 
例 3.1.4 设 [a,b], [c,dj 是 由 实数 构成 的 区 间 , 则 [a,5] x 
[c,d] 是 二 维 欧 氏 平面 上 的 矩形 区 域 . 


图 3.1 


集合 的 Descartes 积 有 下 面 重要 性 质 . 

定理 3.1.5 KA, B,CD HEERE, MWAHA 

(1) ASB H CSDS5AXCEBXD. 

(2) A=B A C=D65AxC=BxD. 

(3) (ANMNB)x (CNMND)= (AxONBxD). 

(4) (AUB)X(CUD)Ə(AXC)U¿(BX D). 

(S) AX(BUC)=(AXB)U(AxO). 

(6) (AUB)X(CUD)=(AXC)U(BXC)U(AXD)U 
. 19 » 


(BXD). 
(7) (A\B)XC=(AXO\(BxO). 
(8) AX(BNC)=(AXxXB)N(AX CO). 
定理 3. 1.6 设 A B: A,B, 为 任意 集合 , 则 有 性质 
da) (NA) x NMB,)=N (A,xB,). 
iél iE “€I 
(2) (UA,)X(UB,)= U (A,xB,). 
k€ K “T (k. € Kx T 
(3 (站 ADxCnB)= N (AxB,). 
t€ K t€ T G. 5 €KxT 
注 3.1.7 一 般 而 言 , 对 于 集合 的 Descartes 积 ,交换 律 与 结 
合 律 不 恒 成 立 . 
Ax BZ BxXA, 
(A x B) x CZ A x (B x O). 
为 使 用 方便 ,约定 
AX @ = @ x A = Ø. 


3.1.2 nn 元 关系 


建立 集合 的 Descartes 积 的 概念 之 后 ,可 以 定义 nn 元 关系 . 

定义 3.1.58 RAA, 为 n 个 集合 ,集合 A X. XA, 中 
J T E R 为 

RC A, X = X A,, 

称 为 以 A ，…,A, 为 基 的 元 关系 (n-relation). 

当 RC*A=AX A 时, 称 RR 是 集合 A 上 的 二 元 关系 (binary 
relation). 

当 RCA 时 , 称 RR 是 集合 A 上 的 一 元 关系 (unary relation). 
实际 上 ,R 是 A 的 子 集 . 

当 R= 名 时 , 称 为 空 关系 (empty relation). 

当 R=AlX…XA, 时 , 称 为 全 关系 (total relation). 

例 3.1.9 三 维 欧 氏 空间 中 ,半径 为 a 的 球面 是 :R 上 的 三 元 
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XR. 
设 S E: R 中 的 球面 , 则 
S 一 {((zryyyz) €°R | (royyovzo) € R, (r — xi)” 
+ (y — ym) + (z n) = a°). 
例 3.1.10 在 关系 数据 库 中 ,用 表格 方式 表示 的 文件 ,也 是 
一 种 关系 R. 见 表 3.1. 


3 3.1 


表 中 ,RSA XA: XA XA., 

A 二 (水产 部 ,石油 部 ,工业 部 ,电力 部 }. 

A= EXO, PA FRKA RU, EREL, EDE). 

A={8, 4}. 

A. = {2786 ,2482,3133,3025}. 

表格 中 的 每 一 行 ,例如 

(石油 部 , 罗 林 , 男 ,2482》， 
都 是 R 中 的 一 个 元 素 . 

上 述 文件 R( 表 3.1) 就 是 四 维 空间 A X A, XA XA, 中 的 一 
个 子 集 . 

. 2] ° 


obop 


———— ae nm 一 


3.2 二 元 关系 与 映射 


本 节 主 要 研究 最 重要 的 二 元 关系 ,以 及 一 种 特殊 的 二 元 关 
系 一 一 映射 . 


3.2.1 二 元 关系 


在 关系 理论 中 ,二 元 关系 占据 中 心地 位 ,无论 在 理论 上 或 实践 
中 极为 重要 ， 其 原因 在 于 使 用 上 的 频繁 ,以 及 许多 有 关 多 元 关系 
的 问题 均 可 归 约 为 二 元 关系 . 此 外 , 它 与 传统 数学 中 的 多 值 函 数 
有 密切 的 联系 . 

定义 3.2.1 WA,B 为 集合 ,RCAXB, 则 称 尺 是 以 A,B 为 
基 的 二 元 关系 (binary relation). 4<a,b) €R 时 , 称 a,b 满足 关系 
尺 , 记 作 aRb. 

特别 当 REAXA 时 , 则 称 尺 是 集合 A 上 的 二 元 关系 . 

例 3.2.2 设 A={1,2,3,4},B=={5,6}. 定义 以 A,B 为 基 的 
二 元 关系 R 如 下 : 

(a,b> € Ra < b. 
于 是 
R={(1,5),(1,6),(2,5),(2,6), 
(3,5),(3,6),¢4,5),(4,6)), 

这 种 关系 称 为 “不 大 于 ”关系 (或 “小 于 等 于 ”关系 ). 

注 数学 中 的 关系 ,在 许多 场合 频繁 出 现 . 因此 ,在 有 些 文 
献 中 ,就 将 关系 符号 尺 以 符号 过 代替 . 这 时 三 的 含义 不 局 限于 “不 
大 于 ”关系 .也 可 记 作 : 

lab) € < Sa < b. 

例 3.2.3 设 A={0,1,2,3,4,5,6,7}, 在 A 上 定义 二 元 关系 

RC?A 如 下 : 
. 22. 


(zy) ERSO2I(r 一 y),( 即 (x 一 y) 可 以 被 2 整除 ) ,于 是 
R={(0,0),(0,2),(0,4), .0,6), 1,1)， 
《1,3),(1,5) ,41,7), (2,0), (2,2), 
(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5)， 
(3,7),(4,0),(4,2),(4,4),(4,6), 
(5,1),(5,3>,45,5),(5,7), (6,0), 
《6,2),(6,4,(6,6),(7,1),(7,3)， 
(7,5), (7,75). 
关系 RR 也 可 用 隐 式 法 表示 如 下 : 
R=((z,y> | 2| (m—y) B z€ A, y6€ A). 
这 种 关系 常 称 为 “ 模 2 同 余 关系 ”, 在 数论 中 常 记 作 ， 
(xy) ER 全 zz 三 y(mod 2). 
在 计算 机 上 ,输出 定 长 字符 (如 字符 的 长 度 为 32 位 ) 时 ,输出 
打印 的 “操作 ”就 是 “以 32 为 模 的 同 余 关系 ”. 
例 3.2.4 设 RxR 上 的 关系 尺 定义 如 下 : 
R= ((z,y) | +y = 1,z € R, y€ R). 
这 个 关系 是 一 个 以 原点 为 圆心 ,半径 为 1 单位 的 圆周 上 全 部 
点 所 构成 的 集合 . 
例 3.2.5 集合 A 的 子 集 之 间 的 包含 关系 “G" 是 集合 5(A)X 
红 A) 上 元 素 间 的 二 元 关系 . 即 , 对 于 任意 的 集合 A,A 满足 
(A, ,4:)》 € < SA, C A. 
注 由 例 3.2.5 可 以 看 出 ,一 个 集合 A 的 子 集 间 的 包含 关 
系 ,不 是 其 元 率 间 的 二 元 关系 . 这 种 关系 亦 可 归 约 为 A WER 
伐 A) 上 元 素 之 间 的 二 元 关系 . 而 且 这 种 “提升 ”的 方法 ,是 普遍 适 
用 的 . 它 反映 了 二 元 关系 的 重要 性 . 
例 3.2.6 集合 A 与 其 元 素 a 间 的 “属于 关系 "(aEA) 也 是 
集合 AX (XA) 上 的 二 元 关系 . 
例 3.2.7 数理 经 济 学 中 ,定义 于 消费 集 上 的 “偏好 ”关系 ,是 
opia 


一 种 二 元 关系 . 
对 于 二 元 关系 ,习惯 上 还 有 定义 域 与 值 域 的 概念 . 
定义 3.2.8 设 RCXXY 是 二 元 关系 ,下 述 集 合 
domR={x| rE X, 存在 yEY 使 得 (rx,y) ER}, 
ranR= (y|y€ Y, 存在 <€ X 使 得 (zx,y) ER})， 
称 domR Jë R 的 定义 域 (domain), ranR 是 R 的 值 域 (range). 


3.2.2 关系 运算 


关系 是 一 种 特殊 的 集合 (其 中 的 元 素 称 为 向 量 ) ,因此 凡 作 用 
于 集合 上 的 运算 : U , 门 ,一 ,\, 一 均 可 作用 于 关系 (集合 ) 上 ;此 外 
二 元 关系 还 有 一 些 特殊 的 运算 . EEA: KZH. RAZAR 
H E & is PEP US SE HORZ RADZA. 下 面 研究 这 些 运算 的 
规律 . 

定义 3.2.9 设 RSCAXB 是 从 A 到 B 的 二 元 关系 , 则 从 B 
到 A 的 二 元 关系 : 

R” = ((y,z) | (x,y) € R} 

称 为 R 的 逆 关 系 (inverse relation). 运算 称 为 逆 运 算 (inverse 
operation). 

递 关系 也 是 一 种 集合 ,如 果 R 是 一 个 关系 ,那么 R-! 与 R(R 
的 补 集 ) 也 都 是 关系 ,但 这 是 两 种 不 同 的 关系 . 见 例 3. 2. 10. 

例 3.2. 10 实数 集 R 上 的 “一 "关系 (“ 小 于 ”关系 ) , 它 的 逆 关 
系 是 “二 ”关系 (“大 于 ”关系 ). 而 “<~” 关 系 的 补 关 系 是 “三 ”关系 
(“不 小 于 ”关系 ). 

例 3.2.11 实数 集 R 上 的 “天 ”关系 (“ 不 等 ?关系 ) , 它 的 递 关 
系 仍然 是 “天 "关系 (“ 不 等 "关系 ), 而 它 的 补 关系 则 是 “一 ”关系 
(“相等 ”关系 ). 

例 3.2. 12 整数 集 Z 上 的 “整除 ”关系 , 它 的 逆 关 系 则 是 “ 倍 
数 ” 关 系 . 
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例 3.2.13 设 集 合 A=={1,2,3},B={a,b,c},RCAXB 定 
义 如 下 
R = {(1,a),(2,6),(3,c)}. 
+ BJ ⁄ X # 
R! = {(a,1),(b,2),(c,3)}. 
它 的 补 关 系 
R ={(1,b),<1,c),(2,a), 
{2,c),(3,a),(3,b)}. 
EX 3.2.14 设 关系 RC XXY K SCYXZ, 集合 ReS 为 
RsS=((z,z)|z€ X, z€ Z, 存在 yEY Wr y) C R H 
(y,z)C€S), 
称 为 尺 与 S 的 复合 (关系 ) (composite), 6 8“. "gk 8 6 EW 
(composite operation). 


复合 关系 如 图 3.2 所 示 . 


图 3.2 


对 于 复合 运算 ,一 般 情形 R:SZS:R. 
例 3.2.15 设 关系 RCNXN, SCNXN; 
R = {(1,2),(2,3),(3,4)}, 
S = {(4,3),(2,1),(1,3)}, 
则 
R e SS gy 
Se R = {(4,4),(2,2),(1,4)}. 


. 25 


定义 3.2.16 设 尺 是 集合 A 上 的 二 元 关系 , 则 关系 尺 的 m 
次 震 (z-power)R" 为 下 述 集合 : 

(1) R =I], (R*°={(r,y)|rEA, yEA, r=y}. 

(2) R" =R"°R, n€N. 

以 下 定理 给 出 关系 与 各 种 运算 之 间 的 重要 性 质 . 

定理 3.2.17 W R.,S,T 都 是 从 集合 A 到 集合 B 的 二 元 关 


系 , 则 有 

(1) RUR=R. 

(2) RNR=R. 

(3) (R) =R. CEHE) 
(4) R=(R)=R. EHHE) 
(5) (RUS) =R US. (分 配 性 ) 
(6) RADH =R ANS. (分 配 性 ) 
(7) (R) =R. (可 换 性 ) 
(8) (RNS) -一 RrINS- 1. (分 配 性 ) 
(9) @ '=@. (对 称 性 ) 
(10) (AX B) != BXA. 

(11) RƏSSR-:2S'. (单调 性 ) 
(12) RƏS=RCS. C B JBE) 


定理 3.2.18 设 R,S,T 分 别 是 A 到 B,B 到 C,C 到 D 的 二 
元 关系 ,任意 的 mnE€ N, 则 有 


(1) (R-S): T=R°(S.T). (结合 律 ) 
(2) (RS) =S RU, 

(3) R=-R"=R"*", (指数 律 ) 
(4) (R =R", (指数 律 ) 


定理 3.2.19 设 R,S 是 已 到 C 的 二 元 关系 ,T 是 A 到 B 的 
二 元 关系 ,Q 是 C 到 DD 的 二 元 关系 , 则 有 
(1) Te (RUS)=(T-R)U(T.S). (分 配 律 ) 
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(2) T» (RN DET RANTS). ( 弱 分 配 律 ) 


(3) RESOT.RET.S. (单调 性 ) 

(4) RCSSR-QCS-Q. (单调 性 ) 

定理 3.2.20 设 R,S 是 A 到 B 的 二 元 关系 ,T 是 B 到 C 的 
二 元 关系 , 则 有 

A) (RUS)。T=(R.T)U(CS.T). (分 配 律 ) 

(2) (RMS)° TE(R°: TN (GS:T). OMR) 


定理 3.2.21 设 X 是 有 限 集 ,1X|=n,R 是 X 上 的 二 元 关 
系 , 则 有 
ÜR = Ú w. 
Hij 3.2.22 设 ={a,b,…,r,y,z}( 即 英文 字母 表 )， 
R = {(a,b), (b,c), (c,d), le f) C Xx X, 
则 有 
R = I; = {(a,a),(b,0) ,rT), 
(Ysy? Czyz) }s 
R! = R; 
R? = R R = {(a,c),(b,d}}, 
R =R R= {(a,d)}, 
R =R: +R = g, 
R=Ø (n>4). 
例 3.2.23 Ék Z= (a,b,c, z y, z), R= {(a,b), 
(b, c),(c,a))Cxx Z, 


则 有 
R = I;, 
R' = R, 
R? = ((a,cy,(b,aay,(c,by), 
R = R ° R = ((a,a),(b,b),(c,cy) = R° = Iz, 
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Ri = R: - R = R, 
R=R.。.R=R.R=R:, 
R° = R° ° R = R° ° R = R: = 1;, 
R = R° R = R° ° R = R, 
一 般 有 
Rea D B (E= ,0802). 
|R| =n 时 ,有 
R C Ü R' (k= 1,2), 
由 例 3. 2. 22, 例 3.2.23 可 以 看 出 ,对 于 复合 运算 ,经 常 有 
dom(R。S)CdomR 及 ran(R。S) C rans. 
因此 R" 的 基数 |R"| 总 是 非 增 的 , 当 尺 是 有 限 集合 X 上 的 二 元 关 


系 时 ,还 有 定理 3. 2. 21. 例 3. 2. 22 与 例 3. 2. 23 是 定理 3. 2. 21 的 
具体 实例 . 


3.3 特殊 的 二 元 关系 


3.3.1 概念 


本 节 将 集中 介绍 若干 特殊 的 二 元 关系 ,它们 在 理论 上 与 应 用 
中 经 常 出 现 . 

定义 3.3.1 设 R 是 A 上 的 二 元 关系 . 

(1) 若 对 任意 的 zxEA, 满 足 zRzr, 则 称 尺 是 自 反 的 
(reflexive). 

(2) 若 对 任意 的 ze A, Ñ ERr, 则 称 R E E Ë E 
的 (antireflexive). 

G) 若 对 任意 的 <,yEA, 满足 
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IRy=>yRr,， 
则 称 R 是 对 称 的 (symmetric). 
(4) 车 对 任意 的 z+,yE A, 满足 
Ry H yRz=<x = y, 
则 称 R 是 反对 称 的 (antisymmetric). 
(5) 若 对 任意 的 z,y€ A, 满足 
IRy= yRr, 
则 称 R 是 不 对 称 的 ( 非 对 称 的 )(asymmetric). 
(6) 若 对 任意 的 z,y€ A ,满足 
- Ry H yRz=>zxRz, 
则 称 R 是 传递 的 (transitive). 
(7) 若 对 任意 的 zx,yEA, 满足 
xRy 或 yRr 或 x = y» 
则 称 R 是 连接 的 (connective). 
读者 注意 ,有 些 文献 中 ,把 反对 称 叫做 弱 反 对 称 (weakly 
antisymmetric); 把 不 对 称 ( 非 对 称 ) 叫 做 反对 称 或 斜 对 称 . 
看 下 面 的 实例 . 
例 3.3.2 任意 集合 A KHESARI 如 下 : 
I = ((z.zy| =< € A), 
它 是 自 反 ,对 称 , 传 递 关系 . 也 是 反对 称 的 ,但 不 是 非 对 称 的 . 
例 3.3.3 实数 集合 R 上 的 “不 大 于 关系 ”( 委 ) 是 自 反 ,反对 
称 , 传 递 关 系 ， 它 不 是 对 称 关系 . 
例 3.3.4 实数 集合 R 上 的 “小 于 ”关系 (二 ) 是 反 自 反 的 , 传 
递 的 ,同时 也 是 不 对 称 的 . 
例 3.3.5 设 集合 A={1,2,3},R 是 A 上 的 二 元 关系 ， 
R = {(2,2),(2,3),(1,3),(3,2)}, 
说 明 R 的 性 质 . 
解 因为 (1,1) R, (3,3 €R, HU R XE B 509. 但 是 
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(2,2) € R， 所 以 R 也 不 是 反 自 反 的 . HT (1,3)6€ R, 而 
(3,1)@R, 所 以 R 不 是 对 称 的 . 由 于 (1,3) € R, (3,2) € R 而 
(1,2)€R, 所 以 及 不 是 传递 的 . 由 于 (3,2) ER 且 (2,3)ER, 所 
以 尺 也 不 是 非 对 称 的 . 
从 例 3. 3. 5 可 以 看 出 ,一 个 关系 不 是 自 反 的 ,并 不 就 是 反 自 反 
的 . 不 是 对 称 的 ,并 不 就 是 反对 称 的 ,也 不 就 是 不 对 称 的 . 
例 3. 3.5 中 的 关系 R HEI 3. 3 所 
示 . 图 中 的 9 个 圆 点 (包括 “ 白 ” 点 与 
“ 黑 ” 点 ) 是 集合 AXA, 而 R= 二 {“ 黑 ” 
点 }( 由 4 个 “ 黑 ” 点 组 成 从“ 黑 ”点 的 
几何 位 置 可 以 直观 地 看 出 ,由 于 尺 不 
包含 点 (1,1), (3,3), 所 以 尺 不 是 自 
3.3 反 的 ,可 见 自 反 性 是 “全 局 性 ”的 ,同样 
对 称 性 也 是 “全 局 性 ”的 ,因此 R 也 不 
是 对 称 的 . 同样 可 以 看 出 非 对 称 性 也 是 “全 局 性 ”的 . 所 以 可 以 说 
R 是 “局 部 ” 自 皮 的 ,“ 局 部 ”对 称 的 与 “局 部 ” 非 对 称 的 . 
例 3.3.6 设 R 是 实数 域 R 上 的 二 元 关系 , 试 闸 明 R 各 种 特 
性 的 几何 解释 . 
O) R 是 自 反 的 . 集合 尺 包含 二 维 平面 RXR 中 第 1,3 象限 
的 平分 角 线 Ir. 
(2) R 是 对 称 的 . 集合 R 以 二 维 平面 RXR 中 第 1,3 象限 的 
平分 角 线 I 为 对 称 轴 . 
(3) R 是 连接 的 . RUR UL =RXR. 
(4) R 是 反 自 反 的 . RPR =Z. 
(5) R 是 不 对 称 的 ( 非 对 称 的 )， 集 合 R 不 包含 关于 Je 的 对 
称 点 . 
(6) R 是 反对 称 的 . 集合 R X T I 的 对 称 点 必 在 I. E. 
例 3.3. 6 给 出 了 各 种 特殊 关系 的 几何 解释 ,读者 可 以 此 为 背 
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景深 入 地 理解 各 种 特殊 关系 的 性 质 . 

例 3.3.7 任意 集合 A 上 的 空 关 系 ( 空 集 ), 是 自 反 的 ,同时 又 
是 反 自 反 的 . 

必须 注意 , 除 空 关系 外 ,任何 非 空 集合 A 上 的 任何 关系 ,不 能 
既是 自 反 的 又 是 反 自 反 的 . 既是 对 称 的 ,又 是 不 对 称 的 . 但 是 任 
意 集合 A 上 的 恒 等 关系 I, 既是 对 称 的 又 是 反对 称 的 . 

下 面 的 定理 精确 地 表达 了 各 种 特性 . 

定理 3.3.8 设 尺 是 集合 A 上 的 二 元 关系 , 则 有 

d) R E B 5 05e I CR. 

(2) R EX4348089eoR=R ''. 

(3) R ÆR- R= R. 

(4) REK BE 0JeRD1 =Z. 

(5) R 2 WFR0JeSSROIR SGI. 

(6) R 是 反对 称 的 今 R\I。 是 不 对 称 的 . 

(7) R 是 连接 的 全 RUR- Ul, = AXA(23X 5). 

各 种 关系 通过 各 种 运算 又 可 以 产生 各 种 新 的 关系 .比如 两 个 
对 称 关系 通过 “并 ”运算 产生 的 并 集 仍然 是 一 个 对 称 关系 . 但 是 两 
个 传递 关系 经 过 “并 ”运算 产生 的 并 集 不 一 定 是 传递 关系 . 因此， 
各 种 关系 在 各 种 运算 下 ,能 否 保持 它 原 有 特性 , 即 对 运算 的 保持 性 
问题 是 一 个 重要 的 问题 . 为 此 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 3.3.9 设 二 元 关系 R,S. 

(1) ËR, SHR, M R-',RUS, RANS, R°S ib E Ë 
反 的 . 

(2) 若 尺 ,S 是 反 自 反 的 , 则 R !, RUS, RNS 也 是 反 自 
反 的 . 

G) # R,S 是 传递 的 , 则 R ', RAS 也 是 传递 的 . 

(4) # R,S 是 对 称 的 , 则 R, RUS, RNS 也 是 对 称 的 . 

(5) #R,S 是 反对 称 的 , 则 R', RAS 也 是 反对 称 的 . 

. 31* 


(6) # R,S 是 非 对 称 的 , 则 R ', RNS 也 是 非 对 称 的 . 
(7) # R,S 是 连接 的 , 则 R, RUS, ROS 也 是 连接 的 . 
从 定理 3. 3. 9 可 见 , 逆 运算 , 交 运 算 有 很 好 的 保持 性 ， 而 并 运 
算 及 复合 运算 的 保持 性 较 差 . 许多 具有 各 种 特性 的 关系 ,经 过 这 
些 运 算 后 ,会 丧 失 原 有 的 特性 . 
例 3.3.10 设 A={a,b,c,d}), 二 元 关系 RR,S 如 下 : 
R= {(a,b), (b,c), (a,c)}, 
S= {(b,c), (c,d),(b,d)}, 
则 
R`’ ={(b,a), Cc,b),(c,a)}, 
i ={(c,b), (d,c), ld,b)}, 
R N S ={<b,¢)}, 
RUS ={ (a,b), (b,c), lasc), (c,d),(b,d)}, 
R» S ={ (a,c), (dy (a,d)}. 
其 中 ,R,S 是 传递 的 ,而 R-:,S-: 也 是 传递 的 ,但 RUS 不 是 
传递 的 . 


3.3.2 关系 的 限制 与 扩充 


为 了 获得 人 们 所 希望 的 关系 ,有 时 必须 在 已 给 的 关系 ( 集 ) 中 
删 去 一 些 元 素 , 或 者 添加 适量 的 元 素 , 从 而 导致 对 原 有 关系 的 限制 
与 扩充 . 

定义 3.3.11 设 R 是 A 上 上 的 二 元 关系 ,B 是 A 中 的 子 集 
BSA, 称 关系 RN (BX B) 是 RERA B 上 的 限制 (restricticn)， 
记 作 R Ë B. 

HE X s| SI R L BC R. KERIB JE R 的 子 关系 
(subrelation). 

例 3.3.12 设 A={a,b,c,d},B={a,b}, RCAXA WF: 

R = {(a,a), (b,b), <a,b), (b,a), (b,c)}, 
人 


R B= ((Ga,a),(b.by,la,by,(b,.a)>). 

显然 ,关系 RR 不 是 自 反 的 ,不 是 对 称 的 ,也 不 是 传递 的 . 但 是 
RTB 却 同时 具有 自 反 、 对 称 、 传 递 的 性 质 . 

从 广义 的 角度 上 看 ,限制 也 是 作用 于 集合 上 的 一 种 “运算 ”. 
如 果 原 有 的 关系 R 过 于 庞大 而 性 质 欠 佳 ,就 可 以 通过 限制 运算 ， 
选取 其 中 性 质 优良 的 子 关系 . 

定义 3.3.13 设 R,S 是 A 上 的 二 元 关系 ,RES, SCAXA， 
则 称 S 是 关系 R 的 扩充 (extension), 记 作 ExtR. 

与 “限制 "一样 , “扩充” 也 是 作用 于 集合 上 的 一 种 “运算 ”, 

读者 注意 ,一 般 情形 , 设 R 是 A 上 的 关系 ,显然 有 RS ExtR 
(这 是 由 于 RCAXA=ExtR). 但 是 如 果 要 求 ExtR 还 具有 某 种 
特性 CR 所 未 具有 的 特性 ) ,而 又 不 希望 ExtR=AXA, 这 时 具有 
某 种 特性 的 扩充 是 否 存在 ,是 一 个 必须 考虑 的 问题 . 看 下 面 的 
例子 . 

例 3.3.14 设 REAxA 是 二 元 关系 , 则 必 存 在 自 反 关 
系 ExtR. 

事实 上 

ExtR = R U kh. 
例 3.3.15 É RC AXA, A=la,b) ,其 中 
R = {(a,a), (a,b)}, 

问 是 否 存在 反 自 反 关 系 ExtR. 

事实 上 ,由 于 有 RCEExtR, 而 (4a,a) ER， 从 而 (a,a) € ExtR. 
所 以 R 的 任意 扩充 ExtR, 绝 不 会 是 反 自 反 的 , 即 关 系 R 的 反 自 反 
扩充 是 不 存在 的 . 


3.3.3 关系 的 闭 包 与 闭 包 运算 


本 节 介绍 如 何 由 给 定 的 关系 R 出 发 构造 新 的 关系 ExtR, 使 
得 ExtR 具有 预定 的 特性 . 
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定义 3.3.16 设 RCAXA 是 A 上 的 二 元 关系 , 若 存 在 最 小 
的 自 反 (对 称 、 传 递 ) 关 系 Ext" R,， 则 称 它 是 R 的 自 反 (对 称 、 传 
递 ) 闭 包 (closure) ,分 别 记 作 r(R), s(R), t(R). 

$ (1) 定义 3.3. 16 中 “最 小 ”的 意思 是 指 集合 包含 意义 上 
的 , 即 对 R 的 任意 扩充 ExtR ,满足 

ExtR D Ext’ R. 

(2) 定义 3.3. 16 中 ,没有 断定 对 二 元 关系 R , iX B J] tü, E: 
存在 ;换言之 ,没有 对 闭 包 的 存在 性 作出 保证 . 

关于 闭 包 的 存在 性 及 其 构造 问题 , 见 下 述 定理 . 

定理 3.3.17 设 RR 是 集合 A 上 的 二 元 关系 , 则 R 的 自 反 、 对 
称 、 传 递 闭 包 均 存在 , 且 

d) R E BZ00esr(R)=R. 

(2) R 是 对 称 的 全 s(R) = R. 

(3) R 是 传递 的 Si(R)=R. 

定理 3.3.18 设 R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,IJ 是 A 上 的 恒 
等 关系 , 则 

(1) r(R)=RUT,. 

(2) s(R)=RUR-!. 

(3) R= ÜR (=R' UR U--). 

定理 3. 3. 18 指出 自 反 、 对 称 和 传递 闭 包 是 如 何 构造 的 . 

例 3.3.19 自然 数 集 N 上 的 “小 于 ”关系 (一 ) , 它 的 自 反 闭 包 
(IEL KR. N 上 的 “不 相等 ?关系 (天 ) 的 自 反 闭 包 r( Z )E 
N 上 的 全 关系 NXN. N 上 空 关 系 刀 的 自 反 闭 包 r(@) = I.. 

例 3.3.20 设 二 元 关系 RENXN 如 下 : 

R = {(0,1),(1,2),, (nn 1),.}, 
求 (CR). 
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解 
R = Re R = {(0,2),(1,3)，， (wz 十 2 ， 
Ra = RÈ o R = {(0,3),(1,4) ,0 (nn 3),.}, 
R = R e R = ((0,i), (d,i +1), (nn D), 
所 以 
z(R) =Ü R'. 
B) 3.3.21 设 A={a,b,c) ,二 元 关系 RCAXA， 
R = {(a,b),(b,a), (b,c)}. 
RER). 
解 HF 
R =R eo R = {<a,a), (b,b), (a,c)}, 
R? = R o R = ((a,b),(b,a),(b,c)) = R, 
Ri =R .R=R=+R= R, 
于 是 
KR = R U R°. 
定理 3.3.22 设 R 是 有 限 集 A 上 的 二 元 关系 , 则 有 
R = Ú R'. 
由 定理 3. 3. 22 可 知 , 当 A 为 有 限 集 时 ,关系 R 的 传递 闭 包 并 
非 由 无 穷 项 构成 ,关系 R 的 指数 是 有 限 的 , 当 2 ABI, 
R CÚ R. 
根据 已 给 的 关系 R, 有 一 种 确定 的 “方法 ”( 不 一 定 是 “算法 ”) 
可 以 构造 出 它 的 “ 闭 包 ”; 构 造 闭 包 的 运算 , 称 为 闭 包 运算 ， 关 于 闭 
包 运 算 , 有 下 述 重要 的 性 质 . 
定理 3.3.23 设 尺 是 集合 A 上 的 二 元 关系 . 
O) 车 尺 是 自 反 的 , 则 SCR), (PREHEN. 
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(2) 若 尺 是 对 称 的 , 则 r(R), 1(R) 都 是 对 称 的 . 

(3) 若 尺 是 传递 的 , 则 (CR) 是 传递 的 . 

定理 3.3.24 HR, R, 都 是 A 上 的 二 元 关系 , 则 有 

(1) R, ƏR,=s(R,)Əs(R,). 

(2) R,ƏR,=(R,)Əx(R,). 

(3) R,ƏR,=r(R,)Ər(R,). 

由 定理 3. 3.24 可 以 看 出 , 求 自 反 闭 包 、 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 
的 运算 是 保持 单调 性 (在 集合 包含 的 意义 上 ) 的 单调 运算 . 这 表明 
闭 包 运算 有 良好 的 性 质 . 

定理 3.3.25 RR: 都 是 A 上 的 二 元 关系 , 则 有 


(1) (R, UR,)=r(R,)Ur(R,). 《分配 律 ) 
(2) s(R, UR;,)=s(R;) Us(R,). (分 配 律 ) 
(3) (R, UR;) DOR) UR,). ( 弱 分 配 律 ) 
定理 3.3.26 设 R 是 A 上 的 二 元 关系 , 则 有 

A) rs(R)=sr(R). (交换 律 ) 
(2) ri(R)=tr(R). (交换 律 ) 
(3) ts(R)Dst(R). ( 弱 交 换 律 ) 


定理 3. 3. 26 中 的 六 (CR) .Ar(s(R)) ,是 由 关系 尺 的 对 称 闭 包 
s(R) 所 构成 的 自 反 闭 包 、， 常 称 为 关系 R 的 自 反对 称 闭 包 ， 其余 
的 rtCR),ts(R) 分 别称 作 关系 R 的 自 反 传递 闭 包 与 传递 对 称 
闭 包 . 

传递 闭 包 和 自 反 传 递 闭 包 , 经 常 出 现在 形式 语言 与 程序 设计 
中 ,在 计算 机 文献 中 常 把 (R) 记 作 R+ ,把 ri(R) 记 作 R' 

例 3.3.27 设 Z 是 整数 集 ,二 是 ZZ 上 的 “小 于 ”关系 , 则 

a<) =s(<)(= “Z”, 即 “ 不 相等 ”关系 ). 
ts(—<) =+(2). 

HFAA, AEA xs( 一 ) 二 st 一 ). 
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3.4 等 价 关 系 与 划分 


在 数学 与 计算 机 科学 中 ,经 常 使 用 等 价 关 系 . 它 是 对 “信息 ” 
与 “数据 ”进行 分 类 的 一 种 普遍 原则 . 为 了 便于 数学 推导 ,经 常用 
等 价 关 系 代替 分 类 . 
定义 3.4.1 集合 A 上 的 自 反 、 对 称 和 传递 的 关系 , 称 为 A 
上 的 等 价 关 系 (equivalent relation). 
例 3.4.2 任意 集合 A 上 的 恒 等 关 系 I, 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
例 3.4.3 整数 集 Z 上 的 模 n 同 余 关系 R: 
aRben | (a — b), (n 整除 (a 一 5))， 
即 a=b(modn) Z 上 的 等 价 关系 . 
定义 3.4.4 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,xzE A, 称 集合 
[z] = (y| z € AHB(z,y) € R}, 
R A 关于 R 的 等 价 类 (equivalence class). 符号 [zj 中 的 元 素 x 
称 为 该 类 的 生成 元 (或 代表 元 ) (generator). 
显然 , 当 A 天 好 时 ,[zjg 是 A 上 的 非 空子 集 , 而 且 [z]e 中 任 
何 两 个 元 素 a ,6 均 互 相等 价 ( 即 a,b 有 等 价 关 系 ). 常 记 作 ab, 
在 不 会 混 清 时 记 作 a 一 6. 此 外 ,等 价 类 中 任何 一 个 元 素 均 可 作为 
该 类 的 生成 元 ,而且 等 价 类 与 生成 元 的 选择 无 关 . 
例 3.4.5 R, ERRAR Z EHR 3 同 余 关系 , 则 R, 是 等 
价 关系 . 
乙 关 于 R, 的 等 价 类 是 
[0Js, =(=| z = 3n, n € Z}, 
L1]n ={z| z= 3+1, n€ Z}, 
[2]r, ={x | z= 3n+2, n€ Z). 
等 价 类 具有 下 面 的 重要 性 质 . 
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定理 3.4.6 Ü R EA 上 的 等 价 关 系 , 则 有 

(1) =—y=[=z]a=[yJa + 

(2) ryS LrjeN [yjr = Z. 

该 定理 表明 : 集合 A 上 关于 等 价 关 系 RR 的 等 价 类 (集合 ) ,或 
者 二 者 重合 ,或 者 二 者 分 离 ( 即 没有 公共 元 素 ), 因此 ,集合 A 中 的 
元 素 可 按 等 价 关 系 进行 正确 的 “分 类 ” 

定义 3.4.7 设 集合 A 的 非 空子 集 族 r(4) 

r(4A) = (A, |a € I, A, S ABA, Z Ø}, 

满足 

(1) UA.=A, 

(2) a#8SA. N A = Ø, 
称 r(A) 是 集合 A 的 一 个 划分 (partition). A, 称 为 划分 x(A) 的 块 
(block). 

定义 3.4.8 设 尺 是 集合 4A 上 的 等 价 关 系 ,由 R 确定 的 等 价 
类 构成 的 集 族 , 称 为 集合 A 上 关于 R 的 商 集 (quatient set) , 记 为 

AIR = {[r]r | z € A). 

有 些 文献 中 记 B= AR H A= BR( 形 式 上 好 像 AIR 等 于 
B ARARE). 

集合 A 上 的 等 价 关 系 与 集合 A 上 的 划分 有 紧密 的 联系 : 一 
旦 给 定 集合 A 上 的 等 价 关系 , 就 可 以 确定 A 上 的 一 个 划分 ( 即 可 
以 把 A 中 的 元 素 按 关系 R 进行 分 类 ,产生 A 上 的 划分 x(A). 反 
之 ,给 定 集合 A 上 的 一 个 划分 , 则 可 以 确定 A 上 的 一 个 等 价 关系 . 
这 是 对 集合 A 中 元 素 进 行 正确 分 类 的 重要 原则 . 它 可 以 通过 下 述 
3 个 定理 加 以 实现 (定理 3. 4. 9 一 定理 3. 4. 11). 

定理 3.4.9 设 R 是 A 上 的 等 价 关系 , 则 可 唯一 确定 A 的 
划分 ， 

re(4) = {[z]r | z € A). 
定理 3.4.10 设 x(A) 是 集合 A 的 一 个 划分 , 则 可 唯一 确定 
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A 上 的 一 个 等 价 关 系 : 

R.(A) = ((z,y) | =€ A Bxz,y AFIA) 中 同一 块 }. 

定理 3.4.11 R R 是 集合 上 的 等 价 关 系 , 则 有 

R, = R,@A/R, = A/R. 

等 价 关 系 对 于 集合 的 基本 运算 门 ,U 有 下 述 性 质 . 

定理 3.4.12 HR R 是 A 上 的 等 价 关 系 , 则 有 

A) RANAR: 是 等 价 关系 ， 

C) (R, UR,)* 是 等 价 关 系 . 

读者 注意 ,除非 R, =R; ,一 般 情形 R UR, 未 必 是 等 价 关系 . 
但 上 面 的 定理 3 4. 12 指出 ,不 论 Ri 与 R, 是 否 相 同 , (Ri U R.) * 
一 定 存在 ,而 且 也 是 等 价 关 系 . 


3.5 序 关 系 与 偏 序 集 


3.5.1 引言 


合 元 素 间 的 序 关系 与 元 素 间 的 等 价 关系 一 样 也 是 一 种 重要 

的 关系 . 根据 等 价 关 系 可 以 对 集合 中 元 素 进 行 严格 的 分 类 ;根据 
序 关系 可 以 把 集合 中 的 元 素 恰当 地 排序 . 有 了 一 定 的 序 关 系 才能 
够 对 多 媒体 数据 库 中 的 “信息 ”与 “数据 ”进行 “储存 ”", “加工 ”与 “ 传 
输 ”. 序 关系 对 于 情报 检索 、 数 据 处 理 、 信 息 传 输 、 程 序 运 行 等 , 极 
为 重要 . 

定义 3.5.1 设 R 是 集合 A 上 的 自 反 、 反 对 称 和 传递 关系 ， 
WK REA 上 的 偏 序 关系 (partial ordering). 

定义 3.5.2 设 R 是 集合 A 上 的 反 自 反 、 传 递 关 系 , 则 称 R 
是 A 上 的 拟 序 关系 (quasi order relation). 

读者 注意 ,有 些 文献 中 称 反 自 反 、 反 对 称 与 传递 关系 为 拟 序 关 
R. 事实 上 可 以 证 明 : # R 是 定义 3. 5.2 下 的 拟 序 关 系 , 则 民 必 
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有 反对 称 性 . 因此 ,在 定义 拟 序 关系 时 ,添加 反对 称 性 是 多 余 的 . 

例 3.5.3 设 X 是 任意 集合 , 则 它 的 寡 集 合 (LX) 上 的 包含 
关系 ( 丑 ) 是 偏 序 关系 ; 真 包含 关系 (C 己 ) 是 拟 序 关系 . 

由 此 可 见 ,集合 中 的 包含 关系 与 真 包含 关系 不 可 混 清 . 

例 3.5.4 实数 域 R 上 的 “不 大 于 ”关系 (三 ) 是 偏 序 关 系 ;“ 小 
于 ”关系 (一 ) 是 拟 序 关系 . 


3.5.2 偏 序 集 的 性 质 


定义 3.5.5 设 关系 三 是 集合 A 上 的 偏 序 关 系 , 称 集 A 关于 
三 构成 偏 序 集 (partial order set), iE f(A, <). 

定义 3.5.6 设 关系 二 是 集合 A 上 的 拟 序 关系 , 称 集 A 关于 
二 构成 拟 序 集 (quasi order set), lA, <). 

读者 注意 ,把 偏 序 关 系 记 作 志 (把 拟 序 关 系 记 作 二 ) ,并 不 是 说 
所 有 偏 序 关 系 都 是 “不 大 于 ”关系 (所 有 拟 序 关系 都 是 “小 于 ” 关 
R). 事实 上 ,由 于 实数 域 R 上 的 “不 大 于 ”关系 是 一 种 典型 的 偏 序 
关系 (“ 小 于 ?关系 是 一 种 典型 的 拟 序 关 系 ). 因此 现今 多 数 文献 中 
常 把 偏 序 关系 , 拟 序 关系 分 别 记 作 三 与 二 . 

显然 (全 XX) , 己 ) 是 偏 序 集 ,( 人 AX) , 己 ) 是 拟 序 集 . 

例 3.5.7 设 关系 三 是 集合 N 上 的 整除 关系 , 则 (N, 去 ) 是 偏 
序 集 . 

例 3.5.8 设 2={a,b,c,…,x,y,z} (英文 字母 集 ),5 中 的 
元 素 是 由 三 上 的 字母 串 组 成 的 “ 字 ”( 包 括 由 “空格 ”组 成 的 “ 空 
F”) I 上 的 关系 二 定义 如 下 : 

w<w Sw 是 w 的 真子 串 ( 例 如 of 一 off) , MN (x° ,一 ) 是 拟 
序 集 . 

定义 3.5.9 设 (4, 乏 ) 是 偏 序 集 , 若 对 于 任意 的 zx,yEA, 总 
有 <y R y< WEA, <) EE (total order set). 

由 定义 3. 5. 9 可 知 , 在 实数 集 R 中 “不 大 于 ”关系 三 也 是 一 种 
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全 序 关 系 . 即 人 们 常 说 的 ,任意 两 实数 总 可 以 比较 大 小 的 > 然 
而 ,对 偏 序 集 ( 红 A), 丑 ) 而 言 , 则 不 能 说 ;“ 任 意 两 集合 ,总 是 一 个 
包含 男 一 个 ”. 这 就 是 “全 序 ” 与 “ 偏 序 ”的 本 质 差异 . 仅 当 集合 A 
是 单元 率 集 ,或 空 集 时 .(3(A), 刁 ) 才 是 全 序 集 . 由 几何 直观 上 
看 ,全 序 集中 的 元 素 均 可 以 按 序 排列 在 一 条 直线 上 ,因此 ,有 些 文 
献 中 称 全 序 为 “线性 序 ”. 

为 了 深入 地 研究 偏 序 集 , 现 介绍 下 述 概 念 . 

定义 3.5.10 设 (4, 壹 ?是 偏 序 集 , 对 于 任意 的 rz,yEA, 若 
集合 

[z,y] = (z | 对 任意 的 x>E A: r< z Rz < y), 
WEL y JAWERE, <) E BSI] (interval). 

读者 注意 ,定义 3. 5. 10 中 区 间 的 定义 与 实数 集 R 中 区 间 的 
定义 有 所 不 同 , 它 的 含义 更 加 广泛 . 比如 ,当天 =y 时 ,[z,y] 天 多 
〈 而 是 一 个 单元 素 集 Lz,y]={z}={y)). 当 z 关 > 时 ,[z,y] 也 有 
可 能 是 空 集 . 

定义 3.5.11 W.A, ERFE, zx,yEA 满 足 

(1) zy, 

(2) [z=,y]= Z, 

则 称 元 素 y 覆盖 (covering) 元 素 zx, 或 称 y JE z 的 直接 后 继 
(immediate successor), 或 称 工 是 y 的 直接 先行 (immediate 
predecessor). 

例 3.5.12 设 A={a,b), 在 偏 序 集 ( 人 (A), 忆 ) 中 ,元 素 名 被 
元 素 {a} 和 覆盖, 也 被 元 素 {5} 覆 盖 . 而 元 素 {a,65} 既 著 盖 {a) ,也 覆盖 
{b}. 

EMFRP, BRAS, b) MEHFIL, la bi] AD 
(MAR la) ERKEK), Ala b N 8 2. 

我 们 用 图 3.4 ER. 这 种 图 称 为 偏 序 集 的 Hasse 图 . 集合 中 
的 元 素 , 均 由 图 中 的 “ 结 点 "(或 “顶点 ”) 表 示 . 元 素 间 有 偏 序 关系 
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者 均 有 线段 连接 ,无 线段 连接 的 结 点 , 它 所 代表 的 元 素 间 无 偏 序 关 
系 . Hasse 图 是 表示 偏 序 集 的 一 种 “直观 ”方法 . 

例 3.5.13 设 三 是 自然 数 集 上 的 “不 大 于 ”关系 ,(N, <J 
一 个 偏 序 集 ( 同 时 也 是 全 序 集 ). 它 的 Hasse 图 是 图 3. 5. 


{a,b} 
30 
20 
{a} tb} 
lo 
0o 
3.4 图 3.5 


由 图 3. 5 可 以 看 出 (N, <) H HEKA 1 #E JJ tE — 3 “ Ë 
RE: 

W 3.5.14 设 集合 A={1,2,3,4,5,6,7},D 是 A 上 的 整除 
关系 , 则 偏 序 集 (A,D) 的 Hasse 图 是 图 3. 6. 
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1 
6 
例 3.5.15 RRA A= (a,b,c) MAA), O ERTE, E 


的 Hasse 图 是 图 3. 7. 
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定义 3.5.16 W(A,<— ENF E EFE a€ A, 使 得 对 任意 

的 zxEA, 有 

I TKa, 
则 称 元 素 a HASRAT R) greatest element). 类似 地 可 
定义 最 小 元 ( 素 )(smallest element). 

E 对 偏 序 集 而 言 不 一 定 有 最 大 元 ,如 例 3.5.13 与 例 
3. 5. 14 就 没有 最 大 元 ,但 可 能 有 最 小 元 . 在 图 3.6 中 的 结 点 4,5， 
6,7 均 可 以 算 作 是 “局 部 ”最 大 元 . 这 种 元 素 称 为 极 大 元 . 而 1 则 
是 最 小 元 (也 是 极 小 元 ). 

定义 3.5.17 RA, O R WFE , 若 存在 a€ A, 使 得 对 任意 
J =€ A 满足 

a< z=z= a, 
则 称 a HAORA. 类 似 地 可 定义 极 小 元 . 

一 般 情形 , 极 大 元 不 一 定 是 最 大 元 ,而 最 大 元 显然 是 极 大 元 . 
特别 ,全 序 集 的 极 大 元 一 定 是 最 大 元 ,然而 ,对 偏 序 集 而 言 , 它 的 
极 大 元 《 极 小 元 ) ,最 大 元 (最 小 元 ) 并 不 一 定 存在 . 

类 似 于 子 集 概念 ,对 于 偏 序 集 而 言 , 也 有 子 偏 序 集 的 概念 ， 显 
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然 , 偏 序 集 的 任何 子 集 , 仍 为 一 偏 序 集 . 

下 面 介绍 有 关 的 重要 概念 

定义 3.5.18 设 (4, 达 ?是 偏 序 集 , BCA, a€ A. 若 对 于 任 
意 的 xzEB，zsa， 则 称 元 素 a 是 子 偏 序 集 4B, 夺 ) 的 上 界 (upper 
bound). 类 似 地 ,可 定义 下 界 (lower bound). 

例 3.5.19 fE PF E (2C((a,b)), Z) rh, X T + f FF fE 
(fa},{0} ,名 }), 导 ), 元 素 {a,6b} € @((a,b)) 是 它 的 上 界 . TŽ 
{a} ,{5) 均 为 该 子 偏 序 集 的 极 大 元 , 它 本 身 没有 最 大 元 ,2 是 它 的 
极 小 元 ,同时 也 是 它 的 最 小 元 ,也 是 它 的 下 界 . 

对 于 子 偏 序 集 ({{a}， 多 } ,三 》， 元 素 {za,5) ，{a} 均 为 它 的 上 
界 , 而 {a} 是 它 的 最 小 上 界 ( 同 时 也 是 它 的 最 大 元 ( 见 图 3.4). 因此 
还 有 下 面 重 要 概念 . 

定义 3.5.20 设 (4, 近 是 偏 序 集 , BSA, # GE m€ A 是 
(BOHRER, MER m EB, <>) HEA least upper 
bound), 记 为 m = supB. 类 似 地 , (B, <S) 的 最 大 下 界 m 称 为 
(B<) H) FR Cgreat lower bound), 记 为 m=infB. 

B 3.5.21 设 偏 序 集 ({2,3,4,6,8,9,10},D)， 其 中 D 是 整 
除 关系 , 则 偏 序 集 ({4,6},D》 有 一 个 下 确 界 ( 为 2) , 它 没有 上 确 界 . 
偏 序 集 ({2,3,4,6},D) 既 没有 上 界 ,也 没有 下 界 ( 见 图 3. 8). 
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4 了 映射 (函数 ) 
4.1 了 映射 (函数 ) 的 概念 


映射 (函数 ) 在 现代 数学 中 是 一 种 极其 重要 的 概念 . 在 不 同 的 
场合 ,有 不 同 的 称呼 ,因此 映射 (mapping/map)、 函 数 (function)、 
对 应 (correspondance) .#F48 (transformation) 、 算 子 ( operator) iÑ 
子 (functor) ,在 某 种 意义 上 说 都 是 一 种 同义词 . 在 现代 文献 中 ,使 
用 最 多 的 是 映射 与 函数 . 

函数 一 词 最 早 为 Leibniz 在 1694 年 所 使 用 ,现代 常用 的 函数 
记号 f(z) 是 1734 年 由 Clairaut 及 Euler 所 使 用 . 函数 这 个 词 在 
近代 科学 中 有 非常 广泛 的 意义 . 

在 现代 数学 中 ,集合 .关系 .函数 三 个 重要 概念 是 紧密 相 联 的 ， 
在 连续 数学 中 常常 从 集合 与 函数 谈 起 ,在 离散 数学 中 常常 从 集合 
与 关系 谈 起 ,从 函数 概念 出 发 可 以 定义 关系 概念 ;反之 ,从 关系 概 
念 出 发 也 可 以 定义 函数 概念 . 在 离散 数学 中 ,经 常用 集合 或 关系 


概念 来 定义 函数 概念 . 
定义 4.1.1 设 关系 RCSXXY 满足 以 下 条 件 : 对 于 任意 的 
r€ X, y, z€ Y. 
(z,y) € R R(xz,z) € R=y = z, 
则 称 关 系 尺 为 函数 (function). 


依照 传统 , 常 把 函数 用 小 写 拉丁 字母 或 希腊 字母 表示 , 记 作 : 
,gsh,… 或 9p,y,…. 于 是 有 
(zy) € fey = f(z) 或 f(z) = y. 
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用 现代 数学 的 记号 常 表示 为 : 
fix— Y (或 XY) 
或 者 f: =< — y (BR z 一 = f(z)) 
r€ X y€ Y 

对 于 函数 有 定义 域 与 值 域 的 概念 . 

定义 4.1.2 # fCXXY 是 函数 ,下 述 集合 

domf = (z | =< € X, FE y € Y, 使 得 (x,y) € f), 

ran = {y| y € Y, 存在 x E X, 使 得 (zx,y) E f), 
则 称 dom f Æ f 的 定义 域 (domain)- ranf Æ f 的 值 域 (range/ 
codomain). 

注意 ,domjJSX, ranfSY,， 其 中 的 元 素 与 f 中 的 元 素 是 不 
同 的 . 

定义 4.1.3 设 /CXXxY. 

(1) domf=X, WA f E: X 上 的 全 函数 (total function); 

(2) domfCX, 则 称 f Æ X 上 的 偏 函数 (partial function). 

一 般 情形 ,f 可 能 是 X 上 的 偏 函 数 ,但 三 必 是 dom f 上 的 全 函 
数 . 在 连续 数学 中 , 常 在 dom f 中 对 函数 进行 研究 ,所 以 它 所 研究 
的 函数 大 多 是 全 函数 ,因此 没有 介绍 偏 函 数 的 概念 ， 而 在 离散 数 
学 中 ,就 必须 区 分 这 两 种 概念 . 

A X AY 的 全 体 全 函数 构成 的 集合 记 作 *Y, 从 X 到 Y 的 全 
体 偏 函 数 构成 的 集合 记 作 Y, 它们 之 间 的 关系 是 

fe Pea €x Y. 


通常 全 函数 又 称 为 全 映射 , 偏 函 数 亦 称 为 偏 映射 然而 ,从 函 
数 的 定义 看 ,XXY 的 子 集 中 只 有 一 部 分 子 集 可 以 用 来 定义 函数 . 
定义 4.1.4 若 从 X 到 了 的 映射 上 ,使 得 X 中 不 同 的 元 素 有 
Y 中 不 同 的 元 素 与 之 对 应 ,换言之 , 当 z, >z; 时 ,jFCzi) 天 zs)， 
则 称 f 是 单 射 (injective) 或 1-1 映射 (one to one mapping) (有 些 
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文献 称 单 射 为 “内 射 ”). 

定义 4.1.5 # f E) X 到 Y 的 映射 ,满足 

ranf = Y, 

则 称 了 是 从 X 到 Y 上 的 映射 ,或 称 f 是 满 射 (surjective). 

定义 4.1.6 设 f 是 从 X 到 Y 的 映射 , 若 f 既是 单 射 又 是 满 
射 , 则 称 f 是 双 射 (bijective). 

与 关系 一 样 ,对 于 映射 ,也 有 限制 与 扩张 的 概念 . 

定义 4.1.7 if: X>Y, SSX, # p: SSY, 满足: 对 所 
有 的 z€ S. @(z)= f (z), WK ç E: f 在 S 上 的 一 个 限制 
(restriction) , 记 作 f F S. 

定义 4.1.8 设 函 数 9g: S 一 T，SSX，TEY， 若 函数 f: 
XY 满足 : 对 所 有 的 z€ S, fa) =p), 则 称 f 是 9 在 X 上 
的 一 个 扩张 (extension), 记 作 f=Extge. 

例 4.1.9 HAH p: X>Y, 其 中 X={0,2,4,6,8)}, Y= 
(a,b,c,d,e, fsg}. 

pp 定义 如 下 : 9(2)==a, p(4)=b, @(6)=d, p8) =c (A 
4.1). 

可 以 看 出 ,?p ÆA X 到 Y 的 单 射 ,是 偏 函 数 . 

domọ= {2,4,6,8} C X, 
rang= (a,b,c,d) CY, 
例 4.1.10 设 X={a,b,c,d,e}, Y={1,2,3,4,5}. 
f: XY 定义 如 下 : 
f={(a,l), (b,2), (cs2), (d,3)}. 
g: XY 定义 如 下 : 
g={(a,l),(b,3),(c,4), (d,2),(e,5)}. 

显然 f 是 偏 函 数 , 它 不 是 单身 ,也 不 是 满 射 ， 而 g 既是 单 射 ， 
又 是 满 射 ,所 以 g 是 双 射 , 且 g 是 全 函数 . 

例 4.1.11 HKH f: R 一 C, 对 于 一 切 z€ R: 
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fz) =ilz| (i 是 虚 单 位 ,i? = 一 1). 
显然 f 既 不 是 单 射 ,也 不 是 满 射 . 


4.2 复合 映射 与 逆 映 射 


设 函 数 g: X>Y, f: Y—Z, 则 有 从 X 到 2Z 的 复合 关系 ,可 
以 证 明 这 个 复合 关系 是 一 个 函数 ( 见 图 4.2). 

定义 4.2.1 设 函 数 g: X>Y, f: Y—Z, MRA h: X 
2Z: 

h = ((z,z) | =€ X, z€ Z BFE y € Y 使 得 
(x,y € g B(y,z> € f) 

是 从 X 到 Z ñj # £ šš Ë composite function), 或 复合 映射 
(composite mapping). 记 作 A= feg. 

读者 注意 , 按 复合 关系 的 记号 (定义 3 2 14) 定 义 4. 2. 1 中 的 
关系 hh 应 该 记 作 : 
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从 而 有 
hlz) =(g ° (x) 
= f(g(x)). 

按 传统 记 法 复合 函数 h (z)= f(g(z)). < 5j h (z) = 
(8g*JD)(z) 的 记 法 有 所 不 同 , 复 合 函 数 中 函数 符号 出 现 的 次 序 就 不 
一 致 . 为 了 避免 这 种 麻烦 ,就 一 律 记 复合 函数 为 : h= f: g. 这 样 
一 来 ,就 有 

h(z) =(f  g)(z) 
= f(g(x=)). 

因此 ,应 留意 在 关系 与 函数 间 施 行 复 合 运算 时 ,在 符号 的 书写 
方面 有 “次 序 ” 的 差别 . 

此 外 ,在 定义 4.2.1 中 ,还 隐 含 假定 : domfN rangt, 否则 
f°g 是 空 关系 . 

例 4.2.2 车 f(z)=z 十 2， go) =r 为 定义 在 R 上 的 实 函 
数 , 则 fcf, ge f. feg, geg WTF. 

(f ° f)(z) = f(f(z=)) = f(z=+2) = (=+ 2)+2 = r+4. 

(f ° g)(z) = f(g(z)) = K) = z +2. 

(g ° f)(z) = g(/(z=)) = g(z= +2) = (zx +2)° = z! + 2r + 4. 
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(g ° g)(z) = g(g(xz)) 一 SEC) = (z2)° = z. 
可 以 看 出 在 此 例 中 f*g 关 g*f, 交 换 律 不 成 立 . 
例 4.2.3 设 XX={1,2,3,4},g 和 / 均 为 X 一 XX 的 函数 , 定 
义 如 下 : 
g= {(1,2),(2,1),(3,3),(4,1)}, 
f= 1{(1,2),(2,3),(3,1)}, 
则 有 
fe g={(1,3),(2,2),(3,1),(4,2)}. 
g° = {1r1)5(2,374(3,2)}. 
f° ((.3y.02,1y, (3 2yy, 
(f° f) — o 
fefe f) =(01,1),02,2y,(3,3)). 
H fl 4. 2. 2, 例 4. 2. 3 可 以 看 出 ,函数 的 复合 不 一 定 满足 交换 
律 ,但 一 定 满足 结合 律 . 
关于 复合 映射 ,有 下 列 重要 性 质 . 
定理 4.2.4 设 g: X—Y, f: Y—Z, h: ZW, WA k: X> 
W: 
(he f)eg=he(feg) (= k). 
见 图 4. 3, 图 4.4. 


Seg 
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图 4.4 


定理 4.2.5 Wg: X>Y, f: Y>Z, WA 

(1) # f. g 均 为 满 射 , 则 f。g 是 满 射 . 

(2) 若 f, 5 均 为 单 射 , 则 f。g EAN. 

(3) E f, gg 均 为 双 射 , 则 feg 是 双 射 . 

上 述 定理 表明 ,复合 运算 “。” 对 于 满 射 \ 单 射 \ 双 射 具 有 “保持 
H”. 但 上 述 定理 的 逆 不 恒 真 . 

定理 4.2.6 设 g: XY, f: Y—Z, feg: X— Z, WE 

d) 若 fog 是 满 射 , 则 f 是 满 射 . 

(2) 若 foe 是 单 射 , 则 g 是 单 射 . 

G) 若 fog 是 双 射 , 则 f 是 满 射 ,g 是 单 射 . 

现在 研究 逆 上 映射. 对 于 任意 的 关系 尽 , 它 的 道 关 系 R AE 
存在 的 . 但 作为 特殊 关系 的 映射 , 它 的 逆 关 系 并 不 一 定 是 映射 , 因 
此 映射 的 逆 映 射 并 非 总 是 存在 的 . 

定义 4.2.7 设 函 数 f: X>Y. 若 存在 yYEY, 使 得 对 一 切 
z€ X,# f(z=)= y, 则 称 f 是 常 函 数 (constent function). 

定义 4.2.8 设 函数 f: X>Y. 若 对 一 切 z€ X, 有 f(z)= 
x, M f 是 X 上 的 恒 等 函 数 (identity function) , 记 作 Ix. 

由 于 在 一 般 情况 下 ,复合 运算 没有 交换 性 质 , 即 fo zg go f. 
因此 有 左 ( 右 ) 逆 映射 的 定义 . 
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定义 4.2.9 ig: X>Y, f: Y>Z. # g: f =l, (f°g= 
Ix), MFK g 是 了 的 左 ( 右 ) 逆 映射 (left(right)inverse mapping). 
这 时 称 了 为 有 左 ( 右 ) 逆 映射 . 
关于 道 映射 有 下 列 重要 性 质 . 
定理 4.2.10 f: X>Y, B XZZ, 则 有 
(1) f fi Z (Bh PP) EPI. 
(2) f iW (Bh) / 是 满 射 . 
(3) FAAR f Af am, X Hye f 是 双 射 . 
定理 4.2.11 i% f: X—Y, g: Y>X, WE 
D 车 g*f=Ix, 则 了 是 单 射 ,g 是 满 射 . 
(2) 若 fsg=ly, 则 了 是 满 射 ,g 是 单 射 . 
定理 4.2.12 i f: X>Y, g: Y>X, W| f, g 均 为 双 射 的 
FERFE Sf. g 满足 : 
l g° f = Ix, 
f ° g = ly. 
定理 4.2.13 B f: X>Y, g: Y>X, 若 f, g 满足 
I g° f= Ix, 
f ° g = ly. 
则 g=f"', H f=g`'. 
定理 4.2.14 # f: X=Y 是 双 射 , 则 ( 广 1) 1 = /. 
定理 4.2.15 ikg: X-=Y, f: Y— Z 都 是 双 射 , 则 有 
(a a. 


4.3 函数 概念 的 拓展 


由 于 应 用 与 理论 方面 的 需要 ,函数 概念 有 进一步 拓展 ， 函 数 
中 自 变量 不 仅仅 是 某 集合 中 的 元 案 , 自 变量 本 身 就 可 以 是 集合 ( 换 
言 之 ,可 以 在 兴 4) 上 定义 函数 ) ,而 且 它 们 的 值 ,也 可 以 是 集合 . 
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主要 有 下 列 4 种 类 型 的 函数 . 
(1) 函数 的 自 变 量 是 集合 , 它 的 值 是 实数 . 常见 的 为 微 积分 
学 中 的 “区 间 上 的 定 积分 ”图 (4. 5): 
S(T1) = FES 


y= fr) 


图 4.5 


S(D Ë 8 & 天 现在 是 区 间 ) 上 的 函数 . 一 般 称 SO) ERAN 
(set function). 如 面积 函数 ,体积 函数 等 . 

(2) 函数 的 自 变量 是 实数 (或 复数 ) ,而 它 的 值 是 集合 (通常 是 
R/C 中 的 子 集 ). 常见 的 是 分 析 数 学 中 的 多 值 函 数 . 一 般 称 为 集 
值 函数 (set value function). 

这 种 函数 ,近年 来 在 信息 论 , 博 奕 论 (对 策 论 ) 与 经 济 数学 中 大 
量 出 现 . 

(3) 函数 的 自 变 量 也 是 函数 , 它 的 值 是 实数 (或 复数 )、 这 种 
函数 在 近代 文献 中 统称 为 泛 函 数 (functional)( 见 本 手册 《现代 应 
用 分 析 卷 》)， 

(4) 函数 的 自 变量 是 函数 , 它 的 值 也 是 函数 ( 实 函 数 或 复 函 
数 ) ,这 种 函数 在 近代 文献 中 统称 为 算 子 (operator) ( 见 本 手册 《 现 
代 应 用 分 析 卷 》). 

以 上 4 种 类 型 的 函数 ,都 可 以 概括 为 从 集合 到 集合 的 函数 . 
事实 上 ,在 (1),(2) 中 当 自 变量 或 函数 所 取 之 值 是 实数 时 , 它 本 身 
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可 以 看 做 是 以 自身 为 元 素 的 单元 素 集 . 在 (3),(4) 中 当 自 变量 或 
函数 值 均 为 函数 时 ,情况 完全 类 似 . 其 实 , 函 数 是 一 种 特殊 的 关 
系 ,而 关系 又 是 一 种 特殊 的 集合 ,所 以 函数 也 是 一 种 集合 . 
函数 概念 可 以 拓展 到 变 元 为 集合 的 场合 ,这 样 就 有 像 集 与 逆 
像 集 的 概念 . 
定义 4.3.1 B f: X>Y, AE XXX) ,WJ#k 
FA) = (y | 存在 x € A, 使 得 f(x) = y) 
为 集合 A 在 f 作用 下 的 像 集 (image set). 
定义 4.3.2 设 f: X>Y, BERAY), 则 称 
f (B) = {z | FE y € B 使 得 ,f(x) = y) 
为 集合 B 在 广 : 作 用 下 的 逆 像 集 (inverse image set). 
关于 像 集 与 逆 像 集 , 有 下 面 重要 的 性 质 . 
定理 4. 3.3 H X,Y 是 任意 的 集合 ,A, BE F(X), 映射 
f: X—Y, 则 有 
(1) f(AUB)= f(A) Uf(B); 
(2) AANBDC AAN fB); 
(3) fCcA)N/(B)C f(ANB); 
(4) ACf-!'(fCA)) (=f. f)(A)); 
(S) ACB=f(A)C f(B). 
推论 4.3.4 仅 当 了 是 单 射 时 , 才 有 
fCA í]! B) = AA) N fB). 
定理 4.3.5 设 X,Y 是 任意 的 集合 , A, BEAY), 映射 
f: X—Y, WA 
(1) fÉ'CAUB)= f !C(A)U f '(B); 
(2) fÉ'(ADB)= f ANS B); 
(3) fÉ 'C(ANB)= f 'CA)Nf 16(B); 
(4) AF CADAN fX); 
(fef OASAN (X); 
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(5) ACB=f-!CA)C f! (B). 
由 定理 4. 3. 3 和 定理 4.3. 5 可 知 ,在 一 般 情形 下 ,有 
(fo f WACAC(FT. f (A). 
推论 4.3.6 仅 当 了 是 满 射 时 , 才 有 
(f° f CA) = Af CA)) = A. 
这 里 映射 f,f"! 就 是 作用 在 集合 上 的 “ 算 子 ”. 而且 算 子 f ' 
较 之 算 子 f 有 更 好 的 性 质 : 它 对 集合 的 “包含 ”", “并”,“ 交 ”, 与 
“ 差 ” 运 算 , 有 保持 性 ( 见 定理 4. 3. 5). 
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5 集合 的 基数 


前 面 所 研究 的 集合 ,有 些 集合 的 元 素 是 有 限 的 ,有 些 则 有 无 限 
多 个 元 素 . 但 是 我 们 没有 一 般 地 谈论 集合 中 元 素 的 多 少 ;换言之 ， 
我 们 没有 全 面 地 考虑 集合 的 “规模 ”本章 将 对 此 详细 叙述 . 


51 有 限 集 与 无 限 集 


当 抽象 地 研究 集合 时 ,本 质 上 要 考虑 的 是 集合 的 “规模 ,粗略 
地 说 就 是 “大 小 ”. 任意 两 个 集合 ,它们 的 “大 小 ”是 否 相同 ? 哪 一 
个 集合 的 元 素 “ 较 多 ”? 

由 有 限 个 元 素 构成 的 集合 , 它 的 “规模 ”决定 于 集合 中 元 素 的 
“DEO. 如 果 集合 A 和 集合 B 中 元 素 的 “个 数 ” 相 同 ,就 称 集合 A 
和 和 集合 B 的 基数 相同 . 这 时 集合 A 和 集合 B 之 间 可 以 建立 起 一 
一 映射 . 但 是 ,对 于 由 无 限 个 元 素 构 成 的 集合 ,“ 元 素 的 个 数 ” 就 没 
有 确切 的 含义 . 只 有 用 基数 相同 的 概念 来 刻画 集合 的 “大 小 ”. 

定义 5.1.1 设 A,B 是 任意 两 集合 ,车 存在 双 射 f; A 一 B， 
则 称 集合 A 与 集合 B 对 等 (或 等 势 )(equipotent) , 记 作 A— B; sË 
称 A,B 的 基数 相同 , 记 作 |A!= 二 1B|( 或 A=B). 

例如 , 设 A={0,1,2}, B= {a,b,c}, M) A~BRI|A|=]B]. 
BARRE WAAR ” 81 “ 8 B IF] 09 35 82 "ix PB + EL: E SE 2 
一 样 的 . 并 且 有 |A|==1B|==3. 特别 地 ,对 有 限 集 而 言 , 它 所 含有 
的 元 素 “ 个 数 ”, 就 是 它 的 基数 . 

定义 5.1.2 设 和 A 为 集合 , 若 A 与 集合 {0,1,2,-…,n 一 1} 对 
等 , 则 称 A 为 有 限 集 (finite set), 且 |A|=n. # A 不 是 有 限 集 , 则 
称 它 是 无 限 集 (infinite set). 
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定义 5.1.3 KA=, 称 和 A 为 有限 集 ,日 |Z|=0. 

定理 5. 1.4 自然 数 集合 N 是 无 限 集 . 

没有 一 个 自然 数 能 作为 N 的 基数 . 以 后 记 1Ni = 兴 , ( 读 作 : 
阿 列 夫 零 )， 它 是 最 小 的 无 限 基数 . 

例 5. 1.5 Galileo # ië (Galileo paradox) 设 N = (1, 
2, n s), ND = 41, 4,9, eeg n. Ü.) 问 N? C N+? 还 是 
N? N+? 

G. Cantor 借助 于 等 势 的 概念 解决 了 这 个 “ 悖 论 ” 

由 于 在 N 与 N'2" 之 间 存 在 着 双 射 ( 即 f: N N”, n > 
n°), AEN? 与 N° 的 元 素 “ 个 数 ” 是 相等 的 . 

WAR NO CN. 就 是 说 N* 可 以 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 . 

定理 5.1.6 无 限 集 必 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 . 

推论 5.1.7 凡 不 能 与 自身 的 任意 一 个 真 于 集 对 等 的 集合 必 
为 有 限 集 ( 即 不 是 无 限 集 ). 

定理 5. 1. 6 揭示 了 无 限 集 的 一 个 重要 的 特征 , 即 无 限 集 可 以 
与 它 的 一 个 真子 集 对 等 ,而 对 有 限 集 来 说 这 是 不 可 能 的 . 因此 ,有 
些 文献 中 采用 定理 5. 1.6 作为 无 限 集 的 定义 (这 个 定义 首先 由 
Dedekind 提出 ). 


5.2 可 列 集 与 不 可 列 集 


可 列 集 是 无 限 集合 中 最 重要 的 集合 . 

定义 5.2.1 设 任意 集合 A, 若 存在 从 N 到 A 的 双 射 f: N— 
A, MFK A 为 可 列 无 限 集 (countably infinite set) 简 称 可 列 集 ( 或 
可 数 集 ). HiglAl|= s. 

上 述 定义 表明 ,自然 数 集 N 可 以 排列 成 一 个 无 穷 序 列 的 形 
式 : 0,1,2,3,4,… 因 此 任何 可 列 集中 的 元 素 也 可 以 排 成 无 穷 序列 
的 形式 : ao ,al ,as ,aa rarse. 反之 ,一 集合 中 的 元 素 可 以 排 成 无 穷 
序列 的 形式 , 则 该 集合 一 定 是 可 列 集 . 所 以 一 个 集合 是 可 列 集 的 
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充 要 条 件 是 : 它 的 元 素 可 以 ( 按 一 定 的 规则 ) 排 成 一 个 无 穷 的 序 
列 . 这 是 一 个 重要 的 直观 概念 . 下 面 介绍 可 列 集 的 重要 性 质 . 
定理 5.2.2 任意 无 限 集 , 必 含有 一 个 可 列子 集 . 
定理 5.2.3 可 列 集 的 任意 无 限 子 集 必 为 可 列 集 . 
由 定理 5. 2. 2 和 定理 5. 2. 3 可 知 ,可 列 集 是 无 限 集合 中 “最 小 
者 ”. 
定理 5.2.4 可 列 集中 添加 (删除 ) 有 限 个 元 素 后 , 仍 为 可 
列 集 . 
定理 5.2.5 有 限 个 可 列 集 的 并 集 仍 为 可 列 集 . 
定理 5.2.6 可 列 个 可 列 集 的 并 集 仍 为 可 列 集 . 
证 明 设 可 列 个 可 列 集 排 列 如 下 : A, A As HADE 
不 相交 ， 
A, = {ans ans ans ays s as °) 
A; = (ax, an, an, ans °t ams t}, 
As = (aw, an, as, ans s aan，…}， 


A, = fans» Gio Gas Qa ts Aans °) 


ië A= ÜA,=A, UA: UA; UA, U. H A, 中 的 元 素 排列 成 
下 面 的 方 阵 . 
aina: Quau 
K 
Ga arz as ay’ 
W7 e 


Qa ax as Gan 
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依照 上 面 方 阵 中 由 “折线 ?所 确定 的 对 应 关系 ,可 把 A 中 的 元 
素 排列 如 下 : 

Qlls Gi2 s Az» Q319 Qz2，a3，QH，Q23，Q32，Q419 **° 

所 以 A 是 可 列 集合 . 

定理 5. 2. 6 的 证 明 中 所 采用 的 方法 ,由 G. Cantor 首创 , 称 为 
Cantor 折线 法 ,是 一 种 重要 的 方法 . 在 理论 计算 机 科学 中 广泛 地 
使 用 . 

例 5.2.7 下 列 诸 集 , 均 为 可 列 集 . 

(1) "N=NXNX-… X N. 


(2) Z. 

(3) ZXZ, "Z. 

(4) Q. 

(5) QxQ, "Q. 

(6) Z= (a,b,---,z,y, z), Z E PT 48 B 4 RIES == $ sË ñ5 3E 
& xt, Xt 也 是 可 列 集 . 

以 集合 N,Z 为 代表 的 集 ( 还 有 :N, Z, ;N, ;Z) 均 为 可 列 集 ， 
这 是 一 类 很 重要 的 集合 ,它们 在 数据 处 理 、 形 式 语言 学 、 计 算 机 图 
形 、 图 像 学 、 数 学 形态 学 中 有 广泛 的 应 用 , 常 称 它们 为 “数字 空间 ”. 

由 例 5. 2. 7 可 知 , 全 部 可 用 英文 写成 的 书 的 集合 ;全 部 可 用 任 
意 给 定 的 程序 语言 写成 的 程序 集合 ,都 是 可 列 的 . 

但 是 ,无 限 集合 中 不 仅仅 只 有 可 列 集 , 有 许多 集合 ,例如 R 中 
的 区 间 [0,1] 中 全 体 实数 ,就 不 是 可 列 集 . 

定理 5.2.8 R 的 子 集 [0,1], 是 不 可 列 集 . 

证 明 由 于 [0,1] 内 的 一 切实 数 都 可 以 用 一 个 十 进 制 的 纯 小 
数 唯一 地 表示 ;对 于 有 限 小 数 , 也 记 成 无 限 小 数 的 形式 ;例如 

0. 482 
一 律 记 作 : 
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0.48199---, 

于 是 [0,1] 由 一 个 实数 与 一 个 十 进 制 的 无 限 纯 小 数 一 一 对 应 . 现 
在 应 用 反 证 法 . 

若 [L0,1j] 内 所 有 实数 构成 的 集合 是 可 列 集 , 那 么 其 中 的 元 素 必 
与 N 中 的 元 素 一 一 对 应 ,于 是 就 可 以 排 成 无 穷 序 列 : tists 
zi 假设 z, 的 小 数 形式 是 0. tarzer (ij 一 1.2,…). 其 中 
Li ERF: 0,1,2,… ,9 中 的 某 一 个 , 即 z, € 10,1,2,3,4,5,6,7， 
8,9}. 现在 把 xi sT st EHA F: 


Tı =0._ zi Zn Ty Xua" 
Ñ 
Xz = 0, In TX Zn Tu 
\ 
zı = 0. In JT Ty Ty 
\ 
L =0 za Ze Za Xua" 


于 是 [0,1] 中 所 有 的 实数 均 已 在 表 中 列 出 . 换言之 ,任意 纯 小 
数 一 定 出 现 于 上 表 中 的 某 一 行 ( 例 如 Za 一 0. Zal Lazy Tut). 
但 是 Cantor 指出 : 按 对 角 线 构造 一 个 新 的 小 数 z" 如 下 : 
z` = 0. z zz" z °° 
使 得 
若 En 一 5， 则 令 z; Z 5, 
Enn 天 5， 则 令 +; = 5. 
显然 是 一 个 纯 小 数 , 所 以 xz" e [0,1]. 可 是 r 绝 不 出 现 
于 上 述 表 中 . 因为 它 与 表 中 任何 一 个 小 数 至 少 有 一 位 数字 相 异 ， 
即 z* ¢[0,1]. FEFEFE. 
定理 5. 2. 8 证 明 [0,1] 中 所 有 实数 ,构成 了 一 个 不 可 列 集 ， 从 
而 表明 ,并非 所 有 无 限 集 都 是 可 列 集 ,无 限 集 也 是 有 区 别 的 . 
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定理 5. 2.8 的 证 明 中 ,Cantor 提出 的 用 对 角 线 元 素 构 造 小 数 
zx" 的 方法 , 称 为 Cantor 对 角 线 法 (Cantor diagonal method). 这 种 
著名 的 方法 后 来 有 种 种 “变型 ". 它 已 成 为 现代 数学 与 计算 机 科学 
中 证 明 “ 否 定性 结论 ”的 强 有 力 工 具 . 例如 ,由 Cantor 对 角 线 法 可 
以 证 明 :“ 对 于 任何 程序 语言 ,必定 存在 一 个 数学 上 可 以 严格 定义 
的 函数 , 它 的 函数 值 不 能 用 该 程序 语言 所 定义 的 任何 程序 计算 出 
来 ”( 参 看 例 5. 3. 20). 

R 中 的 区 间 [0,1], 它 的 基数 记 为 从， 有 时 也 记 作 “; 集合 
[0,1] 也 称 为 连续 统 (continuum). 

定理 5.2.9 设 a,bER R a<=b, 则 集合 (区 间 )[a,bp],(a,b)， 
[a,5) ,(a,b] 的 基数 都 是 兴 . 

定理 5.2.10 实数 集 R 的 基数 |R|= 久 . 

定理 5.2.11 无 理 数 集 的 基数 是 闪 . 

定理 5. 2. 10 与 定理 5. 2. 11 的 结论 是 惊人 的 , 初 看 起 来 无 理 
HEE EJLA r,e,V2,…) ,而 人 们 通常 接触 的 大 多 数 都 是 有 
理 数 . 然而 从 理论 高 度 揭示 出 实数 集 R 中 的 无 理 数 较 之 有 理 数 要 
多 得 多 ! (事实 上 , 绝 大 多 数 不 循 环 的 无 穷 小 数 都 是 无 理 数 !) 

定理 5.2.12 设 A 是 有 限 集 或 可 列 集 ,B 是 任意 的 无 限 集 ， 
则 有 |1AUB|=|1B|. 

读者 注意 ,定理 5.2.12 指明 ,即使 ANB= Z , 结论 仍然 成 
立 . 这 就 表明 ,在 无 限 集中 ,可 列 集 的 基数 是 最 小 的 . 


5.3 集合 的 基数 


5.3.1 基数 的 比较 


利用 双 射 的 概念 ,给 出 了 两 集合 的 “基数 相同 ”的 严格 定义 . 
现在 给 出 集合 “基数 ”的 严格 定义 ,以 及 它 的 种 种 性 质 . 
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定义 5.3.1 所 有 与 集合 M 对 等 的 集 所 构成 的 类 (class) 的 
共同 性 质 , 称 为 M 的 基数 (cardinal number), 记 作 |M| (或 M, 
cardM). 

定义 5.3.2 # ACB, 则 称 |A| 三 1B|; #|A|< IBIRBIA| 
|B|, 则 称 |A| 小 于 1B1. 记 作 1A1 二 1B1. 

下 面 给 出 有 关 和 集合 基数 的 各 种 性 质 . 

定理 5.3.3 设 和 A,B,C 为 任意 集 , 则 有 

(1) A—A; 

(2) A— BSB—A; 

(3) A~B R B=C=A—C. 

定理 5.3.4 设 4,B 为 有 限 集 , 则 A— B 的 充 要 条 件 是 A,B 
有 同样 多 的 元 素 。 

定理 5.3.5 设 A,B,C 为 任意 集 , 则 有 

lAI<IB|BI|IBI<ICI=IA|<ICI. 

推论 5.3.6 ARTER, WINISIAI. 

这 个 推论 表明 ,自然 数 集 N 是 无 限 集中 基数 最 小 的 . 

定理 5.3.7 Zermelo 定理 设 A,B 是 两 集合 , 则 |1AI 一 1B|， 
IBI<IAl, 1A1=1B| 三 者 中 恰 有 一 个 成 立 . 

定理 5.3.8 Cantor-Bernstein 定理 设 A,B 是 两 集合 , 若 |A| 
<|B|IBI|BI<IA|,mJA|= |B|. 

定理 5. 3. 7 与 定理 5.3. 8 表明 : 基数 与 通常 的 实数 一 样 具 有 
线性 序 关 系 . 

定理 5.3.9 Cantor 定理 设 A 为 任意 集合 , 则 有 1A|1 一 
IXA)|. 

利用 定理 5. 3. 9, 可 以 构造 基数 越 来 越 大 的 集合 ;换言之 , 基 
数 可 按 “ 大 小 ? 序 构成 的 一 个 无 限 序列 . 

定理 5.3.10 设 集合 4A,B,C,A,A4A:,B,,B:, 则 有 

(1) Aı ~B, 且 A: 一 B: 一 4 XA; ~B; X Bz; 
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(2) ANA: =Ø H B, NB:= ØH A ~B, A—B,=> A, U 
A:~ BiUB,; 

(3) A~BECN(AUB)=Z=(AUC~(BUO; 

(4) A—B=%A)— B). 

以 下 是 有 关 可 列 集 的 若干 重要 性 质 . 

定理 5.3.11 设 A,B 是 可 列 集 , 则 AUB, ANB, A\B, 
A 一 B 都 是 可 列 集 . 

定理 5.3.12 设 A,B 是 可 列 集 , 则 AX B 是 可 列 集 . 

定理 5.3.13 i |X| 25%, 则 存在 集合 Xi 满足 : X, C X, 
HIX: | =% RHR#(XNX,)— X. 

定理 5.3. 14 自然 数 集 N 的 全 部 有 限 数列 的 集合 是 可 列 集 . 

定理 5.3. 15 下 列 集合 均 为 可 列 集 . 

(1) Q. 

(2) 代数 数 的 全 体 是 可 列 集 ( 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 的 根 ， 
称 为 “代数 数 ”). 

(3) R 中 两 两 不 相交 的 区 间 全 体 构 成 可 列 集 . 

(4) R 中 连续 函数 的 极 值 点 的 全 体 是 可 列 集 . 

定理 5.3.16 R 中 单调 函数 的 不 连续 点 的 全 体 是 可 列 集 . 

例 5.3.17 下 列 集 合 都 是 可 列 集 . 

(1) R 中 端点 是 有 理 数 的 区 间 全 体 . 

(2) ?R 中 ,中 心 及 半径 均 为 有 理 数 的 圆 ( 周 ) 的 全 体 . 

(3) *R 中 两 两 不 相交 的 立方 体 的 全 体 . 

(4) 全 部 有 限 维 的 矩阵 (其 元 素 是 有 理 数 ) 的 全 体 . 

以 下 是 关于 基数 只 的 若干 性 质 . 

定理 5.3. 18 HEA A, BHEAS W AUB, AXB 
的 基数 也 是 从 . 

定理 5.3.19 设 |4|= 兴 ,，|B|= 兴 , 则 4AUB，B\A，BA 
HERREN. 
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例 5.3.20 下 列 集合 的 基数 都 是 汽 . 

(D R, "R(zn€ N). 

(2) [0,1]x [0,1]. 

(3) 超越 数 全 体 (R 中 除去 代数 数 后 所 剩余 的 实数 , 称 为 超越 


(4) SN. 
读者 注意 ,我 们 常用 *B 表示 由 所 有 的 映射 /: A 一 B 构成 的 
集合 . 有 些 文献 中 也 记 作 B* ;特别 当 B= {0,1} 是 含有 两 个 元 素 
的 集合 时 ,*B( 或 B4) 也 记 作 42( 或 24). 
例 5.3.21 Cantor 三 分 集 的 基数 是 汽 . 
它 是 由 单位 区 间 经 过 一 系列 删除 过 程 得 到 的 (参看 图 5. 1). 
1 2 
0 3 3 1 
— E, 
E, 
= = ==. — z, 


一 — = — sar ag — — E, 


图 5.1 


Ë E, 是 区 间 [0,1],E, 是 E, 中 去 掉 开 区 间 ( 寺 ,二 a 31 
的 集合 ,所 以 EE=[0, 吝 ]U[ 了 ,1]. E 是 由 E 集合 的 每 一 个 区 
间 中 , 删 去 中 间 长 度 为 十 的 开 区 间 后 得 到 的 集合 ,所 以 
e= [o a Ju [h tu E. tlun] 
一 般 而 言 ， E 是 从 E, ,的 每 一 个 区 间 中 去 掉 中 间 长 度 为 1/3 的 
stis 


开 区 间 后 得 到 的 集合 ,因此 ,E 是 由 2* 个 区 间 长 度 为 3“ 的 闭 区 
间 组 成 ，G. Cantor 构造 的 三 分 集 是 
F=f) E. 

换言之 ,F 是 由 所 有 E, 的 “公共 点 ”组 成 , 即 正 是 由 [0,1] 上 

三 进 制 表示 中 不 含 数字 “1 的 小 数组 成 , 即 所 有 小 数 具 形式 : 
ai3- 十 az3- + a,3 2 + °°, 

其 中 aa,=0 sk a;=2. 

进一步 而 言 , 由 于 上 述 所 有 三 进 制 小 数 (表示 法 中 a, 含有 数 
字 “1” 的 ) 全 体 构 成 的 集合 ,其 基数 是 只 , ,因此 G. Cantor 三 分 集 F 
的 基数 

|F |= ts. 

ËË Cancor 三 分 集 是 一 个 著名 的 “分 形 集合 ”, 它 的 许多 性 
质 ,在 其 他 分 形 上 均 可 看 到 : 

(1) 下 是 自 相 似 的 . 下 在 区 间 [0, 1/3] 和 [2/3, 1] 中 的 部 分 
与 下 几何 相似 ,相似 系数 为 1/3. 下 在 E, 中 的 部 分 与 下 相似 , 相 
似 系数 为 1/9,… 集 合 下 包含 许多 相似 系数 不 同 的 相似 子 集 . 

(2) 集合 下 有 “精细 结构 ”, 即 在 任意 小 的 尺度 内 部 包含 整体 
特性 . 

(3) 集合 下 有 复杂 的 构造 . 

(4) 下 是 由 递归 过 程 构造 的 . 

(5) 下 不 容易 用 欧 氏 几何 的 术语 来 描述 , 它 的 点 的 轨迹 不 满 
足 简 单 的 几何 条 件 , 它 也 不 是 简单 方程 的 解 . 

(6) 虽然 下 的 基数 是 从 ,但 它 不 能 用 通常 的 度量 ,如 长 度 来 数 
量化 . 在 任何 合理 的 长 度 定义 下 ,其 长 度 为 零 . 

由 例 5. 3. 20 可 知 ,定义 域 是 自然 数 集 N, 值 域 也 是 自然 数值 
N 的 所 有 可 能 的 全 函数 构成 的 集 AN 是 不 可 列 集 . 可 用 Cantor 对 
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角 线 法 来 证 明 . 设 定 义 于 N 上 的 所 有 全 函数 f Ci € N), J 3 tn 
下 ,它们 所 对 应 的 函数 值 列 于 如 下 : 
fiinn ne ny ny 
N 


fo: na nu nay nu 
fi: ni 7132 Nz Ny” 


fi: na m2 na nu 
: : : i 
仿照 Cantor 的 做 法 ,构造 一 个 新 的 函数 矿 ni nz ns nk, 
使 得 ni Zn GEN), MAMTA f. EN, 但 它 不 在 上 述 表 中 . 因 
此 *N 是 不 可 列 集 . 
如 前 所 述 , 可 以 被 写 出 来 使 用 的 计算 函数 的 程序 集合 是 一 个 
可 列 集 ( 见 例 5.2.7). 因此 在 自然 数 集合 N 上 ,就 存在 着 不 能 用 
任何 程序 来 计算 的 函数 . 
定理 5. 3.22 对 任意 集合 A, 有 *2~ 人 (A). 
定理 5.3.23 4 ARARE, |A| >2H|BI>Ņ, 
则 3A —52. 


5.3.2 Cantor 猜想 一 一 连续 统 假设 (CH) 
由 Cantor 定理 (定理 5. 3. 9) 知 ,对 于 任意 集合 A 有 


|A|<| XA) ji. 
当 A=N 时 ,有 
IN|<| XN) |, 
即 Ro < 2 = t%, 
也 就 是 
ts < N. 
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fE ys. 与 只 之 间 还 有 没有 其 他 的 基数 呢 ? 这 是 Cantor 早 在 一 
百 多 年 前 就 提出 的 猜想 : 他 认为 不 存在 介 于 兴 , 与 从 之 间 的 基数 . 
这 就 是 连续 统 假 设 . 1900 年 数学 家 Hilbert 在 巴黎 数学 家 大 会 上 
提出 的 23 个 未 解决 的 数学 问题 ,向 新 世纪 ( 即 20 世纪 ) 数 学 家 进 
行 的 挑战 ,其 中 第 一 个 就 是 Cantor 的 连续 统 假设 是 否 成 立 ? 这 是 
一 个 在 20 世纪 仍然 未 解决 的 问题 . 

目前 的 现状 是 ,在 公理 集合 论 的 框架 内 ,得 到 如 下 的 结论 : 
1938 年 ,G6del 证 明了 CH 相对 于 集合 论 的 其 他 公理 是 相 容 的 ( 协 
调 的 ). 经 过 25 年 后 ,1963 年 Cohen, P 证 明了 CH 的 否定 对 于 
其 他 公理 也 是 相 容 的 . 因此 ,可 以 说 CH 完全 独立 于 集合 论 的 其 
他 公理 . 所 以 凡 承 认 Cantor 连续 统 假设 是 正确 的 ,在 这 种 前 提 下 
研究 的 集合 论 称 为 Cantor 集合 论 . 不 承认 上 述 假设 正确 的 , 称 为 
非 Cantor 集合 论 . 

就 目前 的 发 展 来 看 ,公理 集合 论 的 理论 体系 并 不 完善 . 而 “ 集 
合 论 是 全 部 数学 理论 的 基础 ?也 有 种 种 不 同 的 含义 . 事实 表明 , 集 
合 论 仍 是 一 个 发 展 中 的 理论 . 
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6 集合 论 悖 论 与 公理 集合 论 


由 于 集合 中 的 元 素 可 以 是 各 种 各 样 的 客体 ,集合 概念 的 引信， 
急剧 地 扩大 了 数学 研究 的 视野 ， 比 如 符号 .文字 ,声音 .图形 、 图 像 
以 致 于 光电 、 热 等 ,原则 上 均 可 视 为 集合 中 的 元 素 . 在 如 此 广泛 
的 概念 下 ,难免 会 产生 种 种 悖 论 . 这 种 情况 Cantor 本 人 也 早 有 觉 
察 . 为 了 消除 这 些 悖 论 ,对 集合 的 概念 ,必须 加 以 限制 ,从 而 产生 
公理 集合 论 . 

首先 介绍 悖 论 ,然后 再 谈 公理 集合 论 . 


6.1 Ẹit 


按照 悖 论 出 现 的 年 代 叙 述 如 下 . 
6.1.1 Burali-Forti 悖 论 ( 最 大 序数 悖 论 ) 


这 个 悖 论 Cantor 在 1895 年 就 已 知道 ,但 未 发 表 ,1897 年 被 
意大利 数学 家 Burali-Forti 再 次 发 现 并 发 表 . 

设 集合 O 由 所 有 序数 组 成 ,是 一 个 良 序 集 , 它 的 序数 为 1、 根 
据 序数 理论 ,2 中 任何 元 素 a 均 小 于 4, 因此 4g 0. 另 一 方面 ,由 
Q JE X HA €C Q, 从 而 产生 矛盾 . 


6.1.2 Cantor 悖 论 (最 大 基数 悖 论 ) 


该 悖 论 1899 年 发 现 ,1932 年 发 表 . 
设 集合 S 是 由 所 有 集合 组 成 ( 即 S 是 所 有 集合 的 集合 ), AS) 
是 S 的 寡 集 ,它们 的 基数 分 别 是 |1S1,|12(Ss)|. MEAS] > 
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IXS) | ÆÆISI<IAS)|? 

一 方面 ,由 集合 论 中 的 Cantor 定理 ( 见 定理 5.3.9) 44 | S| < 
1 人 XS)|. 另 一 方面 ,由 于 S 是 所 有 集合 的 集合 ,是 集合 中 最 大 者 ， 
所 以 有 SDAS). FÆEISI>IAS |. Ki, ISI>IXO], ISI 
二 | 人 XS)| 同 时 成 立 , 导 致 蔬 盾 . 


6.1.3 Russell 悖 论 


这 个 悖 论 于 1902 年 提出 ,同时 也 被 Zermelo 独立 发 现 . 

构造 一 集合 S: S=(<r|z€ zr}. 

换言之 ,S 是 由 满足 条 件 “x 儿 zx” 的 那些 元 素 组 成 的 集合 , 现 
在 问 S 是 否 是 它 自己 的 元 素 ? 即 ,SES 还 是 SES? 

车 SgS, 由 于 S 是 由 所 有 满足 条 件 x € > 的 集合 所 组 成 , 现 
E SES, 可 知 S 应 当 在 集合 S 中 , 即 SES. 反之 , 若 SES, 由 于 
S 中 的 元 素 均 有 性 质 二 人 zx, 所 以 对 SRELA Sg S. 这 就 是 
著名 的 Russell 悖 论 . 由 于 这 个 悖 论 涉 及 的 概念 极 少 ,所 以 极其 
重要 . 

为 了 加 深 理解 ,再 从 另外 的 角度 阐明 如 下 . 

Russell 指出 ,全 部 集合 可 以 明确 地 划分 为 两 类 : 一 类 是 包含 
自身 作为 元 素 的 集合 ( 称 为 异常 集 );* 另 一 类 是 不 包含 自身 作为 元 
素 的 集合 ( 称 为 正常 集 ). 例如 : 包含 全 体 多 于 3 个 元 素 的 集合 组 
成 的 集合 是 它 自 身 的 一 个 元 素 ,因为 含有 多 于 3 个 元 素 的 集合 也 
不 止 3 个 . 包含 全 体 “ 概 念 ”( 以 “概念 ”为 元 素 ) 所 组 成 的 集合 ,也 
是 它 自身 的 一 个 元 素 , 这 些 都 是 异常 集 的 例子 . 而 正常 集 则 更 是 
比比 皆 是 ,例如 由 所 有 桌子 组 成 的 集合 , 它 本 身 当 然 不 是 桌子 . 所 
有 猫 组 成 的 集合 , 它 本 身 当然 不 是 猫 ! 

现在 构 作 一 个 集合 如 下 : 

W = {zx | 工 是 正常 集 }. 

换言之 ,W 是 由 所 有 正常 集 构成 的 集合 . 
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问 W 是 怎样 的 集合 ? 

车 WEW, 则 根据 W 的 定义 ,W 是 正常 集 ,而 所 有 正常 集 都 
不 是 自身 的 元 素 , 所 以 WW. KZ, WW, 则 可 知 W 是 异 
常 集 , 根 据 定 义 所 有 异常 集 都 有 性 质 WEW.， 所 以 ,不 论 W ER 
一 种 集合 ,矛盾 总 会 发 生 . 


6.1.4 Richard {i 


法 国 数学 家 Richard 1905 年 提出 下 述 悖 论 ,1906 年 Dixon 也 
发 现 这 个 悖 论 . 这 是 一 个 关于 有 限 可 定义 性 的 悖 论 (对 于 程序 理 
论 极为 重要 !). 

任意 法 语句 子 总 是 由 26 个 法 语 字 母 . 逗 点 和 字母 间 的 空格 构 
成 的 有 穷 长 的 符号 串 . 设 由 能 用 有 穷 个 字 加 以 定义 的 一 切 无 穷 十 
进位 小 数 ( 例 如 “圆周 率 的 小 数 部 分 ”0. 1415926535…) 组 成 集合 
E RIELS W,, 令 定义 出 的 全 体 小 数 按 字 典 序 排列 为 E,， 
Es; ..., Es ... 其 中 

E, = 0. Ln Tn” T... 

另外 ,利用 Cantor 对 角 线 法 构造 一 个 无 穷 十 进位 小 数 已 " , 它 
定义 为 :“ 如 果 ERE nME, 的 小 数 部 分 的 第 ”位 数 x,, 尖 9， 
则 令 dm= tn tl, Ë zw 一 9, 则 令 z; =0”. A E 是 能 用 有 穷 
个 字 定 义 的 十 进位 小 数 ,所 以 E EE 另 一 方面 ,由 E 的 表达 式 
X 8 E* 与 6 中 任何 一 个 小 数 都 不 相同 ,所 以 E` GE 产生 矛盾 . 


6.1.5 Berry 悖 论 


这 个 悖 论 是 20 世纪 初 由 G. G. Berry 提出 ,1906 年 由 Russell 
加 以 研究 , 这 也 是 一 个 关于 有 限 可 定义 性 的 悖 论 . 
考虑 下 述 命题 ， ~ 是 “不 能 够 用 少 于 二 十 二 个 字 来 命名 的 最 小 
的 自然 数 ”. 依照 ~ 的 定义 ,r 是 不 能 够 用 少 于 二 十 二 个 字 而 确定 
的 . 然而 该 命题 本 身 , 却 只 用 了 二 十 一 个 字 就 确定 了 自然 数 r. 
. 70 。 


6.1.6 Grelling {$i 


这 个 悖 论 于 1908 年 提出 ,是 由 “ 自 谓 的 (predicable)” 与 “ 非 自 
谓 的 (nonpredicable) "概念 所 引起 的 . 所 谓 “ 自 谓 的 ”是 指 它 的 含 
义 适 用 于 自己 ,例如 “抽象 ”的 概念 是 抽象 的 ,所 以 它 是 自 谓 的 . 所 
谓 “ 非 自 谓 的 ”是 指 它 的 含义 不 适用 于 自己 ,例如 “具体 ”的 概念 仍 
是 抽象 的 而 非 具体 的 ,所 以 它 是 “ 非 自 谓 的 ”. 现在 问 “ 非 自 谓 的 ” 
概念 是 哪 一 种 ? 

如 果 “ 非 自 谓 的 ”概念 是 自 谓 的 ,那么 它 适用 于 自己 MAEL 
是 非 自 谓 的 .如果 “ 非 自 谓 的 ”概念 是 非 自 谓 的 ,那么 它 不 适用 自 
己 , 所 以 它 又 是 自 谓 的 . 无 论 是 哪 一 种 情况 , 均 导 致 矛盾 . 


6.1.7 BEME 


这 个 悖 论 于 1919 年 提出 ,是 Russell 悖 论 ( 见 6.1.3 节 ) 的 通 
俗 化 ,叙述 如 下 . 

某 个 村 庄 的 一 个 理发 师 , 他 只 给 村 中 所 有 不 给 自己 理发 的 人 
理发 ,那么 他 是 否 应 该 给 他 自己 理发 ? 

具体 地 说 ,把 村 里 的 人 分 成 两 类 ,第 一 类 是 自己 给 自己 理发 的 
人 ;第 二 类 是 自己 不 给 自己 理发 的 人 .凡是 自己 给 自己 理发 的 人 ， 
理发 师 就 不 给 他 理发 ,凡是 自己 不 给 自己 理发 的 人 ,理发 师 就 应 该 
给 他 理发 . 现在 问 理发 师 该 不 该 给 自己 理发 ? 如 果 理 发 师 自 己 给 
自己 理发 ,这 时 理发 师 是 第 一 类 人 ,那么 他 就 不 应 该 给 他 自己 理 
发 ,于 是 他 又 应 该 是 第 二 类 人 . 如 果 理 发 师 自己 不 给 自己 理发 ,这 
时 理发 师 是 第 二 类 人 ,那么 他 就 该 给 他 自己 理发 ,于 是 他 又 应 该 是 
第 一 类 人 . 总 之 ,理发 师 既 不 能 是 第 一 类 人 ,也 不 能 是 第 二 类 人 . 
导致 矛盾 . 

Russell 还 指出 他 的 悖 论 , 既 可 以 用 集合 论 的 语言 来 陈述 ,也 
可 以 用 有 逻辑 的 语言 来 陈述 ， 关于 Russell 悖 论 , 还 有 种 种 不 同 的 
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表述 . 


6.1.8 Minimanoff 悖 论 


该 悖 论 于 1917 年 提出 . 
合 zo 满足 下 列 条 件 时 , 称 为 无 底 集 : 对 于 z， 存在 集合 列 
{zx,) 满 足 : 
or € z, € Zei € -- € z € x. 
显然 , 若 zo 是 无 底 集 , 则 {z,} 中 的 任何 一 个 z, 也 是 无 底 集 . 
称 不 是 无 底 集 的 集合 为 有 底 集 . 构造 集合 X: 
X 一 { 所 有 有 底 集 }， 
问 X 本 身 是 哪 一 种 集 ? 
若 X 是 无 底 集 , 则 有 集合 列 {z, } 使 得 
TorEzErzcEc… 和 ErzExzEr € X. 
于 是 z 也 是 无 底 集 , 然 而 z € X, m X= (MAHIR R), 
以 re 又 是 有 底 集 , 产 生 矛 盾 . 反之 , 若 X 是 有 底 集 , 则 存在 集 
合 列 : 
EX 
因此 X 又 是 无 底 集 . 换言之 ,X 是 有 底 集 ,又 是 无 底 集 , 产 生 
FĀ. 


62 公理 集合 论 


一 般 认为 上 述 悖 论 与 Cantor 朴素 集合 论 中 的 一 个 重要 的 造 
集 方法 一 一 概括 原则 : 对 于 任意 给 出 的 性 质 ,必定 存在 集合 S, 
的 元 素 恰好 就 是 具有 该 性 质 的 那些 对 象 一 一 过 于 广泛 有 关 . 
为 了 解决 悖 论 ,产生 许多 公理 集合 论 ,比较 有 名 的 是 ZFC £ 
统 (Zermelo-Fraenkel-Cohen) 与 GBN 系统 (Godel-Bernays-von 
Neumann). 
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6.2.1 ZFC 系统 
下 面 列 出 该 系统 的 公理 并 加 以 解释 . 


(1) 外 延 公理 (axiom of extensionality) 

车 集合 X 5 Y 含有 相同 的 元 素 , 则 它们 相等 ( 即 X=Y). 换 
言 之 ,一 个 集合 完全 由 它 的 元 素 所 决定 . 

(2) 空 集 存在 公理 (axiom of the empty set) 

存在 着 一 个 不 含 任何 元 素 的 集合 2. 

根据 外 延 公理 名 是 唯一 的 . 

(3) 配对 公理 (axiom of pairs) 

任 给 两 集合 X,Y 存在 着 仅 含 X,Y 为 元 素 的 集合 Z. 例如 , 设 
X=(1,2),Y=(3,4), WJ Z= ((1,2),(3,4)). (注意 ; ZZ 
(1,2,3,4)!) 

(4) 并 集 公 理 (axiom of union) 

设 A 是 一 个 集合 族 , 则 存在 着 集合 S 使 得 z E S 的 元 素 当 且 
仅 当 工 是 族 A 中 某 一 个 集合 X 的 元 素 . 换言之 ,对 任意 给 定 的 集 
合 族 A ,可 以 把 A 中 元 素 X(CX 也 是 集合 ) 里 的 元 素 x 汇集 到 一 
起 ,组 成 一 个 新 的 集合 S. 例如 A= {X,Y 了} 时 S=XUY. 

(5) ÆA (axiom of power sets) 

对 于 任意 集合 A, KAHER, CHAHE A 的 全 体 子 集 
构成 . 

(6) 无 穷 公理 (axiom of infinity) 

存在 着 集合 族 A 满足 

D ØEA; 

2) 对 于 任意 的 集合 XEA ,存在 集合 YEA 使 得 集合 Y 恰 含 
集合 X 中 所 有 元 素 以 及 集合 X 自身 . 换言之 ,存在 一 个 集合 A， 
它 含有 无 穷 多 个 元 素 . 

(7) 关于 公式 O 的 苦 换 公理 (axiom of replacement for the 
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formula $) 

若 对 于 任意 的 二 恰好 存在 唯一 的 y 使 得 公式 B(x,y) 成 立 ， 
则 对 于 任意 的 集合 A ,存在 集合 B, 它 恰 含 元 素 y 使 得 对 某 个 zE 
A, 公式 B(x,y) 成 立 . 换言之 ,由 公式 @(z,y) 所 定义 的 ”有 序 对 ” 
的 类 的 定义 域 包含 在 A 中 时 ,那么 它 的 值 域 可 以 限制 在 集合 
B rh. 

特别 , 当 公式 更 仅 含 一 个 变 元 时 , 即 B(z,y) 变 成 B(x) 时, 则 
有 关于 公式 $B(z) 的 子 集 公理 ; 对 于 任意 集合 A, 存 在 着 B, T 
含 集合 A 中 满足 公式 B(x) 的 元 素 . 

(8) 正则 公理 (axiom of regularity) 

任意 非 空 集合 必 有 一 个 e 极 小 元 . 换言之 ,对 于 任意 非 空 集 
X 关 名 , 则 必 有 一 集合 Y,YE X, 而 任何 集合 Ze Y, M Z€ X. 

正则 公理 表明 一 集合 的 元 素 都 具有 某 种 最 小 性 质 . 集合 和 它 
的 元 素 具 有 层次 关系 . 因此 ,这 一 公理 也 叫 基础 公理 或 限制 公理 . 

(9) 选择 公理 (axiom of choice) 

对 于 任意 两 两 互 不 相交 的 非 空 集合 族 A ,存在 一 个 集合 B, 它 
与 A 中 的 每 一 个 集合 恰 有 一 个 公共 元 素 . 

由 上 述 公理 (1) 一 (8) 构 成 的 系统 , 称 作 ZF 公理 系统 ;由 公理 
(1) 一 (9) 构 成 的 系统 , 称 作 ZFC 公理 系统 . 

为 了 加 深 理 解 ,下 面 给 出 这 些 公 理 提 出 的 卉 景 , 供 学 习 参 考 . 


6.2.2 $R 


(1) 这 些 公理 中 的 2 一 7 都 是 对 概括 原则 的 某 种 限制 (概括 原 

则 : 任意 给 定 一 个 性 质 P(。), 则 存在 着 一 个 集合 , 它 的 元 素 恰 好 

是 具有 性 质 P(。) 的 对 象 , 即 S= (=| P(z)). 这 个 原则 在 朴素 集 

合 论 中 经 常 采用 . 从 公理 集合 论 的 角度 来 看 , 它 应 该 加 以 适当 的 

限制 ,比如 说 : P(z)==<x@=<=, 或 PCz)=zEz 都 是 不 允许 的 ! 这 

个 原则 最 早 由 Cantor 提出 ,沿用 至 今 )， 试图 用 这 六 条 公理 ,把 概 
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括 原则 中 那些 对 集合 运算 ,集合 存在 性 等 合理 的 内 容 保留 下 来 , 合 
去 那些 导致 悖 论 的 性 质 . 

(2) 这 些 公理 中 的 公理 1 与 公理 8 是 对 集合 的 具体 描述 ， 例 
如 外 延 公理 说 : 一 个 集合 由 它 的 元 素 唯一 决定 . 一 组 元 素 决 定 一 
个 集合 ,而 不 是 多 个 集合 .例如 元 素 “0,1,2, 并” 只 能 决定 一 个 集 
合 , 因 此 

{0:1:2 4) = 1#,1,0,2) = (1,2,3# ,0) = == 

它们 与 集合 中 元 素 的 次 序 无 关 ! 

由 正则 公理 说 明 集 合 和 它 的 元 素 具有 某 种 层次 关系 ,这 样 就 
排除 了 具有 zE x( 及 x 儿 z) 这 种 性 质 的 集合 . 

G) 关于 公式 更 的 替换 公理 与 关于 公式 外 的 子 集 公理 都 是 公 
理 “ 模 式 ”(schema) ,它们 都 有 无 限 多 条 . 因此 ,ZF/ZFC 集合 论 不 
是 有 穷 公理 化 的 理论 ,而 是 递归 公理 化 的 理论 . 

(4) 关于 Ó 的 子 集 公 理 模 式 , 在 1908 年 Zermelo 给 出 的 公理 
中 是 没有 的 ,他 只 是 列举 出 子 集合 公理 ,当时 对 于 “什么 是 性 质 ” 也 
未 能 说 清楚 . 这 个 公理 模式 和 概括 原则 的 不 同 点 在 于 : 它 断 言 ， 
”构成 新 集合 B 的 元 素 仅仅 是 集合 4A 中 满足 公式 @ 的 元 素 . 换 言 
之 ,不 是 满足 任意 性 质 的 元 素 都 能 决定 一 个 集合 ,而 首先 是 这 些 元 
素 已 经 含 在 某 一 个 集合 中 了 . 而 且 , 也 不 是 任何 一 个 集合 的 任何 
一 部 分 元 素 都 能 构成 一 个 集合 , 它 还 要 满足 某 种 性 质 (这 个 性 质 通 
过 公式 $B 表示 出 来 ) 后 才能 构成 一 个 集合 . 

(5) 替换 公理 是 独立 于 其 他 公理 的 ,有 些 重要 的 集合 ,只 有 通 
过 替换 公理 才能 获得 . 

(6) 关于 选择 公理 ,在 所 有 的 公理 中 , 它 是 唯一 只 涉及 到 “ 存 
在 ”性 的 公理 . 一 般 而 言 (尤其 是 无 穷 集 ) ,对 于 任意 一 个 集合 族 如 
何 从 中 “选择 ”元 素来 构成 新 的 集合 ,没有 给 出 任何 “构造 性 ”的 方 
法 . 因此 许多 数学 家 对 这 条 公理 产生 极 大 的 怀疑 ,承认 与 反对 者 
都 有 . 但 这 条 公理 是 很 深刻 的 , 它 接触 到 了 数学 的 本 质 . 

. 75 。 


关于 选择 公理 还 要 说 明 如 下 : 

1) 在 选择 公理 明确 提出 之 前 ,有 些 数学 家 在 证 明 某 些 定理 时 
(选择 公理 是 1890 年 数学 家 Peano 在 证 明 常 微分 方程 解 的 存在 性 
时 ,首次 明确 地 陈述 它 . 1904 年 Zermelo 在 证 明和 良 序 定理 时 又 使 
用 了 它 ), 已 经 使 用 了 它 , 只 是 “不 自觉 ?而 已 . 

2) 迄今 为 止 ,已 经 证 明 在 数学 的 各 个 领域 中 ,有 许多 重要 的 
定理 与 选择 公理 是 等 价 的 . 

(Q) Zorn lemma( 分 析 数 学 ) ; # A 是 一 个 集 族 使 得 A 中 的 任 
意 链 (chain)B 的 并 仍 在 A 中 , 则 A RQ C O K O. 

@ Kurepa 原理 (集合 论 ): 对 于 任意 的 集合 族 ,存在 着 三- 极 
大 子 族 F 使 得 在 F 上 有 一 个 二 元 关系 S 具有 下 列 性 质 : 对 于 任 
意 的 A,BE F, 有 关系 S 如 下 : 

G) 集合 A,B 重合 , 即 A=B( 见 图 6. 1(a)). 


(c 


y Y 


D 注 , 指 在 集合 包含 关系 下 的 极 大 集 . 
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Gi) A\B= ØR BVA= ØR ANB=Ø( AA 6. 1(b)). 

Gii) AGB H BÆA RAñB= 20 DL 6. 1(c)). 

上 述 原理 是 明显 的 , 它 说 明 无 论 怎样 的 集 族 ,其 中 任意 两 集合 
间 的 可 能 关系 总 是 这 样 的 . 这 种 情况 与 日 常 的 经 验 是 完全 相 
符 的 . 

© 基数 三 歧 性 (trichotomy of cardinals) (集合 论 ): 设 M,N 
为 基数 (有 限 或 无 穷 ), 则 有 

G) M<N È 

Gi) M=N 或 

Gii) M> N. 

@ 良 序 原理 (well-ordering theorem) (集合 论 ): 任意 集合 均 
可 良 序 化 . 

© 极 大 理想 定理 (greatest ideal theorem)( 代 数学 ): 对 于 任 
意 有 单位 元 的 且 至 少 含 有 另 一 元 素 (不 同 于 单位 元 ) 的 格 , 必 有 一 
个 极 大 理想 . ` 

@ 设 V(4) 是 一 个 向 量 空间 , 则 它 的 生成 集 A 含有 V(A) 的 
基底 (basis)( 线 性 代数 学 ). 

@ Downward Löwenheim-Skolem 定理 (数理 逻辑 ) , 任意 无 
穷 的 一 阶 语句 集 A 的 模型 必 有 一 个 子 模型 , 它 的 基数 不 大 于 A 的 
基数 . 

@ Tychonoff compacteness 定理 (拓扑 学 )， 任何 紧 致 拓扑 空 
间 的 积 空 间 仍 是 紧 致 空间 . 

3) 选择 公理 (AC) 在 ZF 集合 论 中 是 不 可 判定 的 . 换言之 ,如 
R ZF 是 相 容 的 , 则 系统 ZF + AC= ZFC 也 是 相 容 的 ; HERS 
ZF+7 AC AC 表示 选择 公理 不 成 立 ) 也 是 相 容 的 . 

但 是 ZF 系统 是 不 是 相 容 的 呢 ? 很 多 数学 家 认为 它 是 相 容 
的 ,然而 迄今 还 没有 严格 的 数学 证 明 . 
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6.2.3 GBN 系统 


这 种 集合 论 中 , 包含 两 种 不 同 的 对 象 : 集合 (set) 与 类 
(class). 公理 如 下 . 

A. 1 外 延性 (extensionality): 车 类 X 5 Y 含有 相同 的 元 
素 , 则 X=Y. 

2 集合 都 是 类 (但 类 未 必 是 集合 ). 

3 # XEY, M XERA. 

4 对 任意 的 集合 X,Y 存在 集合 {X,Y)}. 

B 概括 原则 (comprehension): H ?是 任意 公式 ,其 中 不 含 
类 的 变量 , 则 对 任意 两 集 XY FERA Z= (rlo X YR). 

C. 1 无 穷 性 Cinfinity): 存在 无 穷 集 . 

2 对 于 任意 集 XX, 存 在 集合 UX 

3 ”对 于 任意 集 X, FEWER AX). 

4 替换 公理 (replacement): 设 类 F ÉE— 4 83. X 是 一 个 
集合 , 则 F(X) 是 集合 . 

D 正则 公理 (regularity) (与 ZF 系统 同 ). 

E 选择 公理 (choice): 存在 选择 函数 下 使 得 对 于 任意 非 空 
集合 X 有 : F(X)€ X. 

从 表面 看 ,GBN 系统 包含 了 ZFC 系统 (因为 可 以 证 明 凡 是 集 
合 论 命题 在 ZFC 中 可 证 , 则 必 在 GBN 中 可 证 ). 然而 我 们 也 有 结 
论 : 凡是 集合 论 命题 ,如 果 其 中 仅仅 含有 集合 变 元 (不 含 类 变 元 ) 
在 GBN 中 可 证 , 则 必 在 ZFC 中 可 证 . 所 以 就 集合 论 命题 而 言 ,两 
种 系统 是 一 样 的 . 
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组 合 学 与 图 论 


7 若干 著名 的 组 合 学 和 图 论 问题 
71 约 方 与 中 国 古 代 的 传说 


IE n? AR: 1,2,…,n* HEB nx n 的 阵列 ,使 每 行 中 的 数 之 
和 、 每 列 中 的 数 之 和 ,两 对 角 线 上 的 数 之 和 都 等 于 同一 个 整数 S, 
称 此 阵列 为 一 个 nn 阶 幻 方 (magic square). 例如 下 面 是 一 个 3 阶 
幻 方 和 4 阶 幻 方 : 


16 3 2 13 
8 1 6 

5 10 11 8 
3 57 

9 6 7 12 
4 9 2 

4 1585.1 


已 经 证 明 , 除 2 以 外 的 正 整数 ,都 可 构造 n 阶 幻 方 . 
幻 方 最 早出 现在 中 国 古 代 的 一 本 用 于 占卜 的 书 “ 易 经 "(公元 
前 2200 年 ) 中 ,其 中 描述 了 两 个 图 . 一 个 图 称 为 “ 洛 书 ”, 传 说 是 出 
现在 从 洛 河 浮现 的 神 龟 背 上 . 如 图 7.1. 
它 实 际 上 是 如 下 的 一 个 阵列 : 
4 9 2 
g iy 
” 175 
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它 是 一 个 3 阶 幻 方 . 

另 一 个 图 称 为 “ 河 图 ”, 传 说 是 出 现在 从 后 河 (现今 的 黄河 ) 跃 
出 的 龙马 背 上 . 

它 实 际 上 是 以 下 形式 的 一 个 阵列 : 


这 个 阵列 也 具有 一 定 的 规律 性 : 内 层 相 邻 的 数 之 和 等 于 外 层 
的 数 之 和 等 等 . 例如 : 5 十 3 一 8,5 十 1 一 6, 等 等 ;3 十 10 十 2 一 8 十 7， 
3 十 10 十 1=8 十 6, 等 等 . 

幻 方 的 定义 还 可 推广 如 下 : 一 个 n 阶 非 负 整数 阵列 ,每 行 、 每 
列 及 两 对 角 线 上 元 素 之 和 都 相等 , 则 称 此 阵列 为 一 个 n 阶 幻 方 . 
MER nrn 个 数 彼此 不 同 , 则 称 它 为 异 元 幻 方 .如 要 求 n 个 数 是 连 
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续 的 非 负 整数 , 则 称 它 为 连 元 幻 方 . 如 要 求 n 个 元 素 为 1,2,…， 
妈 2, 则 称 它 是 一 个 始 元 幻 方 . 前 面 所 说 的 幻 方 即 为 始 元 幻 方 . 

最 近 国 内 有 一 些 人 做 出 了 各 种 形状 的 幻 方 ,如 棱 形 幻 方 . 圆 形 
幻 方 等 . 


7.2 36 军官 问题 和 拉丁 方 


Euler( 欧 拉 ) 曾 提出 以 下 问题 : 有 36 名 军官 ,分 别 来 自 6 个 不 
同 的 团 ,每 个 团 的 6 名 军官 又 具有 6 种 不 同 的 军衔 . 能 否 把 他 们 
排 成 6X6 的 阵列 ,使 每 行 每 列 的 6 名 军官 恰好 来 自 6 个 不 同 的 团 
且 有 6 种 不 同 的 军衔 . 

把 6 个 团 用 1 到 6 的 整数 来 表示 ,并 令 S={1,2,3,4,5,6}. 
如 果 能 把 这 6 个 数 排 一 个 6X6 的 阵列 A, 且 使 每 行 每 列 恰 含 这 6 
个 数 ,这 个 方 阵 就 是 一 个 拉丁 方 (Latin square). 36 个 军官 的 排列 
方法 应 使 他 们 的 团 的 番号 对 应 这 个 拉丁 方 A. 

同样 ,把 6 个 军衔 也 用 S 中 的 元 素来 表示 ,也 把 这 6 个 数 排 成 
一 个 6X6 的 方 阵 B, 且 使 每 行 每 列 恰 含 这 6 个 数 ,得 到 另 一 个 拉 
丁 方 . 36 个 军官 的 排列 方法 应 使 他 们 的 军衔 对 应 拉丁 方 B. 

又 由 于 每 一 名 军官 在 6X6 方 阵 中 只 能 出 现 一 次 ,如 果 用 (ai， 
b;) 表 示 一 个 来 自 第 a, 团 军衔 为 5; 的 军官 , 则 全 部 36 名 军官 所 对 
应 的 二 元 数组 的 集合 应 为 

{Caisb;) | isj = 1,2,--- 6) = Sx S. (7:1) 

这 就 是 说 A 5 B 这 两 个 拉丁 方 不 是 任意 的 ,它们 必须 满足 条 
件 (7. 1). 

于 是 ,36 军官 问题 就 转换 成 是 否 存在 两 个 满足 条 件 (7.1) 的 6 
阶 拉 丁 方 问题 .已 经 证 明 , 不 存在 这 样 的 两 个 拉丁 方 ,所 以 36 E 
官 问题 的 答案 是 否定 的 . 详 见 定理 13. 2. 2. 
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7.3 Königsberg 7 桥 问 题 与 中 国 邮递 员 问 题 


Kénigsberg( 哥 尼斯 堡 ) 是 俄罗斯 的 一 个 城市 ,在 苏联 时 期 曾 
称 为 加 里 宁 格 勒 . 市 内 有 一 条 河 ,河中 有 两 个 岛 ,在 两 岸 与 岛 之 间 
有 七 座 桥 , 如 图 7.2. 居民 们 经 常 在 此 散步 ,人 们 自然 而 然 提 出 了 
这 样 一 个 问题 : 如 果 从 某 一 处 出 发 ,能 否 经 过 每 座 桥 恰 一 次 ,又 回 


到 出 发 点 . 
E I 
4 x D 
图 7.2 
据 传 有 人 写 信 请 教 当 时 的 大 数学 家 Euler, 他 用 图 论 方法 解 
决 了 该 问题 . 


为 了 解决 此 问题 ,可 把 每 一 块 陆地 用 一 个 点 表示 ,两 岸 与 岛 分 
别 用 A,B,C,D 这 4 个 点 表示 ,用 点 之 间 一 条 边 表 示 桥 ,于 是 得 到 
C 了 一 个 图 (图 7.3). 问题 就 化 为 
在 此 图 中 找 一 条 路 线 , 从 某 一 点 
4 D 出 发 ,经 过 每 一 条 边 恰好 一 次 ,又 
回 到 出 发 点 ,这 就 是 所 谓 欧 拉 闭 

迹 问 题 . 
B 1962 年 中 国 数学 家 管 梅 谷 
图 7.3 推广 了 欧 拉 闭 迹 问题 ,提出 邮递 
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员 问 题 ,被 国际 学 术 界 称 为 中 国 邮 递 员 问题 (Chinese postman 
problem). 问题 的 提 法 为 ; 一 个 邮递 员 在 一 个 街区 内 送信 ,从 某 
一 点 出 发 ,经 过 每 一 条 街道 ,又 回 到 出 发 点 ,如 何 设计 一 个 投递 路 
线 , 使 总 路 程 最 少 . 该 问题 用 图 论 的 术语 表达 就 是 在 一 个 有 边 权 
的 图 中 找 一 个 总 权 最 小 的 闭 通道 . 


7.4 $8+ EPARER Ramsey 数 


F 808 EDAER. ik n+ REF KA n TET. 则 至 少 有 
一 个 笼子 里 有 两 只 以 上 的 鸽子 . 这 是 一 个 非常 浅显 的 原理 ,也 很 
易 用 反 证 法 给 出 一 个 简捷 的 证 明 , 鸽子 乱 原 理 又 称 为 抽 层 原理 、 
邮箱 原理 等 . 

把 钢 子 笼 原理 推广 一 下 ,可 以 得 到 以 下 的 推广 的 鲍 子 笔 原理: 
设 qu ,gz "q, 为 n 个 正 整 数 ,车 有 gi 十 qz 十 … 十 gn 一 n 十 1 HR gs 
FKA nn 个 笼子 , 则 或 者 第 1 个 笼子 里 至 少 有 9 RAT RP 2 
个 笼子 里 至 少 有 q AATF, RPA ”个 笼子 里 至 少 有 q, 只 
ST. 

简单 鸽子 笼 原理 正 是 推广 的 鸽子 第 原理 g = q, 一 … 一 qu 一 2 
时 的 特殊 情形 . 

1924 年 英国 逻辑 学 家 Ramsey 进一步 推广 了 饮 子 笼 原理 ,得 
到 Ramsey 定理 和 著名 的 Ramsey 数 , 详 见 8. 17 节 . 


7.5 ”地 图 着 色 与 四 色 猜 想 ( 定 理 ) 


通常 在 绘制 地 图 时 , 相 邻 的 国家 着 不 同 的 颜色 . 逐渐 地 ,人 们 
发 现 , 任 何 一 张 地 图 ,用 4 种 颜色 就 足够 了 ,这 是 否 是 一 个 一 般 性 
的 规律 呢 ? 据 记 载 ,正式 提出 此 问题 大 约 是 在 19 世纪 中 叶 , 用 图 
论 术语 可 表达 如 下 : 设 一 个 平面 地 图 中 每 个 国家 是 由 一 个 单 连通 
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域 构成 ,两 个 国家 相 邻 指 它们 有 一 段 公 共 边 界线 . 我 们 用 点 代表 
国家 ,两 个 国家 相 邻 则 对 应 的 两 个 点 之 间 用 边 相 连 , 于 是 得 到 一 个 
平面 图 四 色 猜 想 (four color conjecture) 就 成 为 : 每 一 个 平面 图 ， 
可 用 4 种 颜色 对 其 项 点 着 色 ,使 相 邻 的 点 着 不 同 的 颜色 . 

这 个 猜想 吸引 了 许多 学 者 ,许多 人 都 曾经 宣布 证 明了 此 猜想 ， 
但 后 来 都 被 发 现 证 明 中 有 错 . 1976 年 ,美国 的 三 位 科学 家 
K. Appel, W. Haken 和 J. Koch 用 计算 机 作出 了 一 个 证 明 ， 据说 
在 计算 机 上 运行 了 上 千 小 时 . 虽然 他 们 的 证 明 通过 了 权威 的 审查 ， 
但 仍 有 人 心中 存疑 , 谁 能 担保 程序 在 上 千 小 时 的 运行 过 程 中 一 点 错 
都 不 出 ? 不 少 人 仍 相信 传统 的 手工 证 明 方 法 . 详 见 11. 6. 4 节 . 


7.6 绕 行 世界 与 旅行 商 问题 


英国 数学 家 Hamilton +F 1859 年 设计 了 一 种 游戏 : 用 一 
个 正 12 面体 的 20 个 顶点 代表 世界 上 20 个 大 城市 ,要 求 游戏 者 从 
某 个 城市 出 发 ,沿边 经 过 每 个 城市 恰 一 次 ,又 回 到 出 发 点 . 虽然 由 
于 这 个 游戏 的 乏味 ,使 购买 这 个 设计 的 玩具 商 并 未 因此 发 财 ,但 这 
个 游戏 中 蕴含 的 数学 原理 却 使 数学 家 们 着 迷 了 一 百 多 年 ,至 今 仍 
是 一 个 热门 课题 . 

如 果 把 一 个 正 12 面体 画 成 一 个 图 ,如 图 7.4, 问 题 就 是 : 在 这 
个 图 中 找 一 条 经 过 每 个 点 恰 一 次 的 闭 回路 , 称 为 哈密 尔 顿 图 . 
的 哈密 尔 顿 问题 , 指 的 就 是 研究 图 中 存在 哈密 尔 顿 圈 的 条 件 ， 该 
问题 是 图 论 中 的 核心 问题 之 一 ,对 于 推动 图 论 的 发 展 起 了 很 大 的 
作用 ,已 得 到 许多 成 果 ,而 且 新 的 结果 还 在 不 断 出 现 ， 

后 来 ,此 问题 又 发 展 成 为 以 下 的 最 优化 问题 : 用 一 个 赋 权 完 
全 图 表示 一 些 城市 之 间 的 交通 图 ,顶点 代表 城市 , 边 的 权 代表 城市 
之 间 的 距离 或 旅行 费用 . 一 个 旅行 推销 员 从 一 个 城市 出 发 ,经 过 
每 个 城市 恰 一 次 ,又 回 到 出 发 点 ,应 如 何 选择 旅行 路 线 ,使 总 权 最 

. 84 。 


小 . 这 就 是 所 谓 旅 行商 问题 (travelling salesman problem). 如 果 
用 穷 举 法 来 进行 计算 ,对 于 一 个 完全 图 来 说 ,需要 进行 于 Cn 一 1)1 
个 哈密 尔 顿 圈 的 计算 .其 计 20 


算 量 随 ”的 增 大 而 急剧 增 
加 ,发 生 所 谓 的 “组 合 爆炸 ” 
而 使 最 先进 的 计算 机 都 无 2 人 16 


能 为 力 .因此 必须 寻找 一 $ 


种 好 的 计算 方法 ,使 其 计算 P] 
量 是 ”的 多 项 式 函数 .对 

旅行 商 问题 ,至 今 仍 未 找到 y 
这 样 的 算法 .旅行 商 问题 i: 

的 研究 还 推动 了 算法 理论 图 7.4 

的 发 展 . 

7.7 电路 与 网 络 


电路 是 图 的 一 个 直接 实际 背景 . 把 电路 的 节点 对 应 图 的 顶点 ， 
电路 的 每 个 支 路 及 支 路 上 的 元 件 对 应 图 的 边 , 这 样 就 得 到 一 个 图 . 
要 解 这 个 电路 ,要 用 分 支 回 路 来 建立 一 个 线性 方程 组 ，Kirchhoff 
( 基 尔 霍 夫 ) 利 用 图 论 中 树 的 理论 来 研究 电路 ,他 证 明了 为 解 这 个 
电路 并 不 需要 考虑 这 个 图 中 的 每 一 个 回路 ,而 只 要 考虑 这 个 图 的 
一 个 生成 树 , 对 由 这 个 生成 树 所 决定 的 独立 图 建立 方程 就 行 了 . 

图 论 可 应 用 于 更 加 广泛 的 网 络 问题 ,例如 运输 网 络 或 交通 网 
络 的 最 大 流 问 题 ; 通 信和 网 或 输电 网 的 连通 性 与 可 靠 性 问题 ;最 近 兴 
起 的 全 球 高 速 信息 公路 及 局 部 计算 机 网 都 需要 利用 图 论 和 组 
合 学 . 
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7.8 从 分 子 结构 到 图 的 计数 


大 概 是 Cayley( 凯 莱 ) 最 早 (1857 年 ) 将 图 论 应 用 于 化 学 领域. 
他 在 研究 同 分 异 构 体 的 数目 时 ,用 图 论 方法 将 问题 转化 为 计算 树 
的 数目 的 问题 . 例如 给 定 了 碳 原子 的 数目 n, 可 形成 多 少 种 饱和 碳 
氢化 合 物 C, Har? 转化 为 图 论 问题 ,就 是 求 n 个 点 的 树 的 数目 ， 
其 中 每 个 点 的 度 为 1 或 4. 

把 同 分 异 构 体 问题 稍稍 推广 一 下 ,如 果 给 定 了 分 子 结构 的 形 
式 ,结合 不 同 的 原子 ,能 形成 多 少 种 化 合 物 ?例如 ,在 一 个 苯 环 上 
结合 H 原子 ,或 OH, 或 CH,, 可 形成 多 少 种 化 合 物 . 还 可 进一步 
研究 由 多 个 葵 环 构成 的 六 角形 结构 问题 . 

撤 开 实际 背景 ,可 以 研究 抽象 的 图 的 数目 ,特别 是 不 同 构 的 图 
的 数目 . 这 方面 Pilya( 波 利 亚 ) 做 出 了 重要 的 贡献 ,他 将 群 论 应 用 
于 组 合计 数 问题 ,著名 的 Pólya 定理 给 出 了 计算 不 同 构图 数目 的 
一 般 公 式 . 但 是 具体 计算 某 类 图 的 数目 时 ,为 了 得 到 简洁 的 公式 ， 
仍然 遇 到 了 很 多 困难 ,许多 类 图 的 计数 问题 解决 了 ,但 仍然 有 更 多 
类 图 的 计数 问题 还 未 解决 ， 见 9. 11 节 . 


7.9 Kirkman 女生 问题 与 三 元 系 


Kirkman(# E 8 ) Jë — f% 19 世纪 的 英国 数学 家 ,19 世纪 中 
叶 , 在 英国 数学 家 中 掀起 了 一 和 股 不 小 的 组 合 数学 研究 热潮 ， 
Hamilton,Cayley 都 在 其 中 . Kirkman 于 1850 年 在 名 为 人 《女士 与 
先生 之 日 记 》 的 杂志 上 发 表 文 章 , 提 出 以 下 的 所 谓 科 克 曼 女 生 问题 
(Kirkman’s schoolgirl problem); 一 位 女 教 师 每 天 带领 她 班 上 的 
15 名 女生 去 散步 ,她 把 女生 每 天 3 人 一 组 分 成 5 组 , 问 能 否 作 出 
一 个 连续 7 天 的 分 组 方案 ,使 任何 两 个 女生 在 这 7 天 中 恰 有 一 次 
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分 在 同一 个 组 里 . 
首先 可 以 初 看 一 下 这 个 问题 的 合理 性 : 由 于 任何 两 人 在 7 天 


内 恰 有 一 次 分 在 同 组 , 因而 7 天 的 分 组 集合 中 应 含有 ( >) 一 105 


个 二 元 子 集 . 另 一 方面 7 天 共 35 组 ,每 一 组 含有 3 个 二 元 子 集 ， 
总 共 含有 二 元 子 集 数 也 是 105(35X3). 因而 初 看 问题 提 法 是 合理 
的 , 剩 下 的 是 如 何 排出 散步 方案 .Kirkman 给 出 了 一 个 方案 , 见 
13.4 节 . 

可 以 把 女生 问题 推广 如 下 : 设 X 是 一 个 v 元 集合 ,是 否 存 在 
XZ TRE: Xi. X... ,Xs ,使 XX 的 任意 两 个 元 素 同 时 出 现 
在 某 个 子 集 X; 中 恰 一 次 (或 称 相遇 恰 一 次 ). 这 就 是 所 谓 Steiner 
(斯 担 纳 ) 三 元 系 问题 , 详 见 13. 4. 5 节 . 


7.10 试验 设计 与 组 合 设 计 


试验 是 科学 研究 与 生产 实践 的 基本 手段 ,为 了 节省 开支 .减少 
成 本 ,必须 做 尽量 少 的 试验 而 取得 较 满 意 的 结果 . 试验 设计 正 是 
研究 如 何 减 少 试验 次 数 的 方法 . 下 面 的 配方 问题 是 试验 设计 的 典 
型 问题 . 

配方 问题 : 假设 用 4 种 原料 配制 一 种 饮料 ,而 每 一 种 原料 又 
有 种 浓度 ,怎样 设计 一 个 试验 方案 , 求 得 最 佳 的 配方 , 且 试 验 次 
数 尽 可 能 少 . 

用 Ai,Bi,C;,Di(i==1,2…,n) 表 示 这 4 种 原料 的 浓度 ,每 一 个 
配方 可 用 数组 (A;,B; ,Ci ,Di) 表 示 , 因 而 全 部 配方 个 数 为 n, 当 n 
较 大 时 ,试验 次 数 太 多 .现在 把 每 一 个 配方 想象 为 一 个 超 立 方 体 
中 的 格子 点 .如果 只 取 其 中 某 些 有 代表 性 的 点 , 且 在 立方 体 中 的 
分 布 具 有 一 定 的 均匀 性 ,那么 在 这 些 点 上 所 作 的 试验 结果 就 可 反 
映 整 个 立方 体 上 的 情况 ,从 而 得 到 近似 的 最 佳 方案 因此 ,试验 设 
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计 是 一 种 寻求 最 佳 方案 的 近似 方法 . 

最 常用 的 试验 设计 方法 为 正 交 试验 设计 法 , 它 的 最 基本 的 工 
具 是 正 交 拉 丁 方 , 能 把 试验 次 数 从 n 降 到 于 ,因而 当 因 素数 ( 指 配 
方 原料 数 ) 较 多 时 ,次 数 的 减少 是 显著 的 . 近年 来 ,我 国学 者 王 元 、 
方 开 泰 提出 一 种 基于 数论 方法 的 均匀 设计 法 ,可 把 试验 次 数 从 n 
EEn. 

把 试验 设计 抽象 成 为 对 一 个 有 限 集 合 X 作出 子 集 簇 Bi， 
B,,… B, 满足 一 定 的 均匀 性 条 件 , 例 如 ,每 个 子 集 的 元 素 个 数 相 
FF] ,每 个 元 素 在 子 集 簇 中 出 现 的 次 数 相同 ,每 两 个 元 素 同 时 出 现在 
子 集 簇 中 的 次 数 相 同 ,等 等 . 这 就 是 组 合 设计 一 般 研 究 的 问题 . 
详 见 第 13 章 . 
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8 组 合 公式 和 组 合 数 
8.1 二 项 式 系数 的 基本 恒等式 


定义 8.1.1 以 下 形式 的 数 称 为 二 项 式 系 数 (binomial 


coefficient ) : 
(EED e AE k DENEM. 
公式 8.1.2 二 项 式 系 数 有 以 下 人 恒等式: 
D (2) = (，” ) kn JENER <n. 
(2) 杨辉 三 角形 公式 或 Pascal 公式 ， 


EE( eG 


,)- (i); 1) wan w. 
© DH)= GE 
D D(A) (11). 为 非 负 整数 
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8.2 二 项 式 定理 及 有 关 和 式 


定理 8.2.1 二 项 式 定理 (binomial theorem): 
n/n 
1 ts t; 
(+= > HE 
d+» = x: (zje 


k=0 


zz 为 任意 复数 且 | z |< 1. 
公式 8.2.2 有 以 下 与 二 项 式 定理 有 关 的 和 式 : 


(DT!'/ny n 
o > k + i ia 


woen 
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8.3 二 阶 组 合 恒等式 


和 式 中 含有 两 个 二 项 式 系数 的 等 式 称 之 为 二 阶 恒等式 . 
中 C) svan 


o D(C = (Gt) raenek. 
G ali) = EF 
(k) z+1 b) (ega) 
(0 TX 一 z 十 1| /zx 十 1 z+1\ļ’ 
k) C A Aa 
© Se 1: (r) E: -— — b,c 为 整数 且 
Eeg b=.) 
b>c>0 
1 [2n _ 1 i 
oap Oa] 
GPa oarak 
(局 | 
r í (1) 


8.4 三 阶 组 合 恒等式 


和 式 中 含有 三 个 二 项 式 系数 的 等 式 , 称 之 为 三 阶 组 合 恒等式 . 
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2n ; A 
s >e i (7)(, kee Be 


(n+ x+ z)!(2n)!(2r)!(2z)! 
(nt z)!(n+ z)!(z + z)!n!z!z1!' 


AQ 
2 Soo ()(z)(, 2) 
i 
a PE) (0)= (> 小 
(4) (— 1) WW_ U, 
Zr T 


85 广义 二 项 式 定理 
下 列 公式 称 为 广义 二 项 式 定理 : 
(1) Vandermonde 公式 
[z+ >J], = S z JEJL] 
(2) Norlund 公式 ， 
[z+ >J' = xz JEt Ey]. 


其 中 [zj = zz 一 1)…(z 一 上 十 1)， 
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[zx] = rlr + 1)-- (z +k — 1). 


8.6 多 项 式 系数 


定义 8.6.1 Ë n=m +n + +n, 以 下 形式 的 数 称 为 多 
项 式 系数 (multinomial coefficient). 


(om) asr 
Ni snzs* n, m !m; 1 n, ! 
定理 8.6.2 多 项 式 展 开 定 理 (multinomial expansion 
theorem) 
(zl Har: +e Hap)" 


n 


( jet TIPIY. 
modi=T2 ep Pa Nz °° n, 


minten, =n 


性 质 8. 6.3 多项式 系 数 有 以 下 人 性质: 
(1) 多 项 式 系 数 的 组 合意 义 : ”个 不 同 的 物体 放 入 p 个 盒子 ， 
使 第 i 个 盒子 有 ni 个 物体 ,i 二 1,2,…,p, 这 样 的 方法 数 为 


n 
其 中 ni 十 m + ° -- n, = n. 
(2) 递 推 公式 


, ša 
m 


HP m + m Hn = n. 
(3) 多 项 式 系数 与 二 项 式 系数 的 关系 


h 一 ] 
> Wi 


Sp t2s ++, =m 


8.7 Gauss 二 项 式 系 数 


定义 8.7.1 设 忆 为 9 个 元 素 的 有 限 域 ,V,(F,) 为 F 上 的 n 
维 线性 空间 , 则 V.(F,) 中 & 维 子 空间 的 个 数 记 作 


H Ka ( " — 1)(g™! —1)--.( AL 一) 
kj,  (q— 1) (qa — 1) (q—1 ` 


z] 称 为 Gauss 系数 (Gauss coefficients). 
性 质 8.7. 2 


omi] 
NEA 
o -Cle 


8.8 排列 数 


有 以 下 几 类 排列 数 ， 

(1) 全 排列 (total permutation); n 个 元 素 的 全 排列 数 为 n1 

(2) 选 排列 (partial permutation): 从 nn 个 元 素 中 选 r 个 元 素 
的 排列 数 记 作 Pr RP (a,r), H P;=p(n,7)=[n],==n(n 一 1)… 
(n—r+1). 

G) MAHA cyclic permutation); 若 循环 次 序 相同 的 排列 
看 作 是 同一 个 排列 , 称 为 一 个 圆周 排列 .从 n 个 元 素 中 选取 ~ 个 


元 案 的 贺 周 排列 数 为 5 


(4) 可 重 排列 (permutation with repetition): 从 ”个 元 素 中 
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Ar 个 元 素 的 可 重 排列 数 为 


(5) ARDEA i =k 的 排列 数 ): 在 n 级 排列 中 恰 有 
r 个 数 满足 i =k 的 排列 数 为 


Til 
NO) = D'i 


(6) 更 列 问题 (不 含 ¿= k 的 排列 数 ): 在 ”级 排列 中 不 含 
i =k,k=1,2 ,-:: ,n 的 排列 数 为 


I ç p l 
D; = > D(f) a=! 三 对 2 一 1 ir 


递 推 公式 
D, = (om 一 1D)(D。 +D,2) Di =0, D, = 1. 
近似 式 
D, ~ ne, |D,- |< 一 
8.9 组 合 数 
有 以 下 两 类 组 合 数 : 


(1) 从 个 元 率 中 选取 7 个 元 素 的 方法 数 称 为 组 合 数 
(combination) , 记 作 Cins) Cr, BHA 


Crj = G; = (*)= — n(n— — 
(2) À. n TORPE r 个 元 素 的 可 重组 合 数 (combination 
with repetition) i fE F(n,r), 且 有 
F n+r—1 
FO, = Ln = ( ia ). 
Fln,7) 满 足以 下 递 推 公式 
Flnsr) = F(nsr—1) + F(n— lsr), 
FOa,0) = bFer = 1. 
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8.10 映射 数 与 序列 数 


关于 映射 数 有 以 下 结果 : 
(1) 全 体 映 射 数 : 设 X,Y 是 两 个 有 限 集合 , |X| 二 n,|Y|= 
mm, 则 全 体 映射 f: X—--Y 的 数目 为 
LYE [sm 
(2) 单 映 射 (injection) 的 个 数 为 
[m], = m(m —1)--- (m -—-n +1). 
(3) 满 射 (surjection) 的 个 数 为 


m 


Sam =m" 一 ( 1 


) im—D" + (2 om—2)" + 


+ 一 


=m!S(n,m), 
其 中 S(n,m) 为 第 二 类 Stirling 数 ( 参 看 8. 12 节 ). 
(4) 实际 依赖 于 所 有 变量 的 函数 ( 指 满 足以 下 条 件 的 函数 ) ， 
ViE{1,2, sn) FFE a BE X E fCat n) É 


fl 1 的 个 数 为 E(n,m,k) =m" z (Em 


+e Dm. 
(5) 非 减 映 射 的 个 数 
设 Y={y * ys + "28 ,yw } 为 一 个 有 序 集 ,X 一 (zi, Zs sta) H 
OLL En, 若 映射 f: XY W E. DSL) LL 
f(z,), 则 称 大 是 一 个 非 减 映射 . X 到 了 的 非 减 映射 的 个 数 为 
Cm] 
3 
(6) Ca dD EAZ 
由 上 个 字母 a 和 六 个 字母 6 组 成 的 满足 以 下 性 质 的 序列 : 对 
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任意 的 i(1 志 i 达 m 十 k) ,在 序列 的 前 i 项 中 字母 a 的 个 数 不 少 于 字 


=j m+k 
8 b 的 个 数 ,所 有 具有 此 性 质 的 序列 数 为 4 (r) 


8.11 第 一 类 Stirling 数 


定义 8.11.1 设 


Cz], = > sn,k)z', 


其 中 系数 s(n,k) 称 为 第 一 类 Stirling 数 . 它 的 表达 式 为 
s(n,k) = (— 13 >; lie. 
lai <i <+ <i a 
数 表 见 表 8.1. 


表 8.1 第 一 类 Stirling 数 s(n.k) 


274 一 225 


递 推 公式 8. 11. 2 
s(n+ 1,k) = s(n,k — 1) —ns(n,k) 
s(n,0) = 0, s(n,n) = l, s(n,k) = 0(4 n < k Bf). 
第 一 类 Stirling 数 的 组 合意 义 : 在 对 称 群 S, 中 恰 含 有 k& 个 轮 
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换 的 置换 的 个 数 等 于 |s(n,k)|. BA 


[z]" = > | s(n,k) | z* 
定义 8.11.3 设 a=(ao,al,as，…) 是 一 个 无 限 实数 序列 , 引 
入 记号 
[= | a], = (zx—ad)(r ma)(r—an),[r|oal, = 1. 


则 展 式 
[z | a], = Sisinka 
中 系数 s,(n,k) 称 为 推广 的 第 一 类 Stirling ##. 


8.12 第 二 类 Stirling 数 


定义 8.12.1 设 
"= sept, 
则 系数 Stnh) 就 称 为 第 二 类 Stirling 8. 它 的 表达 式 为 
S(n,m) = "Pa D’ (2 )on — p". 
数 表 见 表 8. 2. 
递 推 公式 8. 12. 2 
A) S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n,Ë). 
S(n,1) = S(n,n) = 1. 
(2) Sin+1,m) = >) (E ]S@,m— D, 
kam k 


SOND E 
第 二 类 Stirling 数 的 组 合意 义 : 
(1) 元 集合 划分 为 & 类 的 划分 数 恰 为 S(n,k). 
(2) n ERE X 到 m 元 集合 Y 的 满 射 个 数 为 mm!4SCn,m). 
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88.2 第 二 类 Stiring 数 S(n.k) 


966 1701 1050 266 28 1 
3025 7770 6951 2646 462 36 1 


9330 34105 42525 2282 5880 750 45 1 


定义 8.12.3 函数 
by EA y 
Me 一 = 5 SGD 


n=k 


称 为 第 二 类 Stirling 数 的 生成 函数 . 
公式 8. 12.4 
关于 第 二 类 Stirling 数 有 以 下 等 式 : 
(1) SCn,2) 一 2 一 :一 1. 


(2) S(n,n—1)= (J: 


(3) S(nn—2)= (s )+3(* ). 


(4) SCnn—3)= (1)+10 (5)+15(0). 
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(5) I—S(n,2)+2! S(n,3)—3! SGn,4) 十 … 
+(—1)"''1(n—1)! =0. 

定义 8.12. 5 

由 定义 8. 11. 3 中 的 记号 [zia], , 设 


x=" = EER [= | a]。， 
其 中 系数 S,(n,k) 称 为 第 二 类 推广 的 Stirling 数 . 
定义 8.12.6 i 


t = 
(Tad a Ian) 278. ny: i 


则 称 它 为 第 二 类 推广 的 Stirling 数 的 生成 函数 . 


8.13 Bell 数 


定义 8. 13.1 nn 元 集合 的 所 有 划分 数 称 为 Bell 数 , 记 作 B,， 
即 它 有 以 下 的 表达 式 : 


B, = 》 son， 
k=1 


m= L E U S L 
Ba =P +T Z+). 
公式 8. 13.2 Bell 数 满足 以 下 的 递 推 公式 ， 


Bn = >) (z )B,, B, = 1. 


k=0 


定义 8. 13.3 函数 


称 为 Bell 数 的 生成 函数 . 
Bell 数 的 数 表 如 表 8. 3. 
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388.3 Bell 数 B, 


15 52 203 877 4140 21147 115975 


8.14 Fibonacci 数 


定义 8.14.1 AU, n]=(1,2 ,n) REE FH 8 E 3 Bi) 
子 集 的 个 数 ,包括 空 集 ,总 数 记 作 Fri , 称 为 Fibonacei 数 . 
F, 可 表 为 


n— k 
F - 22, ) 
它 满足 以 下 递 推 公式 
F, a = Fp, + Frio FEo = F, = 1. 
F, 还 可 表示 为 以 下 形式 
F, = at — p n HBl, 
E l| a / V5 | 


Jep a = E p155, | , | ARS z [z#m++ me z) 
接近 的 整数 ，Fibonacci 数 表 见 表 8. 4. 


定义 8.14.2 设 
F J 
o= En 一 一 0 61803--- 
== F +á a 2 


称 o 为 黄金 分 割 数 或 黄金 率 (golden section number). 
公式 8.14.3 $F Fibonacci 数 有 以 下 恒等式 ， 
(1) F: = Fare Fan HOD 2 二 2. 
人 
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(3) Dr = Fm — 1. 
(4) YF, = Fim. 


(5) DF = F,F m. 
定义 8. 14.4 ”函数 


= Ñ Fr, 


== et 

称 为 Fikonacci 数 的 生成 函数 . 

例 8. 14.5 Fibonacci 数 的 生物 繁殖 模型 ” 设 一 对 肉 雄 兔子 
出 生 两 个 月 后 开始 每 月 生 下 一 对 肉 雄 幼 免 . 如 果 开 始 时 有 一 对 刚 
出 生 的 幼 兔 , 问 第 个 月 时 有 和 多少 对 兔子 ? 

该 问题 可 分 析 如 下 : 设 第 ”个 月 时 有 兔子 下 对 ,它们 由 两 部 
分 组 成 : 一 部 分 为 第 n 一 1 个 月 时 已 经 存在 的 兔子 ,为 F. 1 对 ; 另 
一 部 分 为 新 出 生 的 兔子 ,它们 是 由 第 mn 一 2 个 月 时 已 经 存在 的 兔子 
生 下 的 ,为 F,_, 对 . 故 有 

F, = Fei +F,,, F, = F, = 1. 

定义 8.14.6 设 Y 是 [1,n] 的 有 以 下 性 质 的 子 集 ; Yi,jEY 
有 |i 一 j| 宇 ! 十 1, 其 中 /为 非 负 整 数 . [1,nj] 中 所 有 这 样 的 子 集 的 
个 数 已 ,, 称 为 广义 Fibonacci 数 (extended Fibonacci number). 
且 有 


n—ik + 
Fm = 2 [ k ). 

定义 8.14.7 函数 
r= = = XF, 


称 为 广义 Fibonacci 数 的 生成 函数 . 
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8.15 Lucas 数 


定义 8.15.1 集合 [1, 站 的 不 相 邻 圆周 子 集 ( 即 不 包含 相 邻 
整数 ,也 不 同时 包含 1 和 nn 的 子 集 ), 包 括 空 集 ,其 总 数 称 为 Lucas 
数 , 记 作 F; , 且 


lz] 


in U k 小 
它 满足 以 下 递 推 公式 
Fia = F; + F; i, Fr = 1, F; = 3. 
因此 ,Lucas 数 与 Fibonacci 数 有 相同 的 递 推 公式 ,只 是 初 值 不 同 . 
定义 8.15.2 函数 


t + 2° í 
= F; t", 
1 一 上 一 此 > 


称 为 广义 Lucas 数 的 生成 函数 . 
它 有 以 下 表达 式 


F; = 


k 


F; =a +B", 
其 中 =(1+V5)/2， B=(1 一 V5)/2. 
定义 8.15.3 设 [1,n] 中 具有 以 下 性 质 的 子 集 Y: Vi,j€Y 
有 min(|i 一 j|,n 一 1i 一 j|) 记 7 十 1,1 为 非 负 整 数 ,所 有 这 样 的 子 
集 , 包 括 空 集 , 总 数 记 作 Fi , 称 为 广义 Lucas 数 (extended Lucas 
number). HE 
š n /(n—kl 
Foe < k ): 


k=0 


定义 8.15.4 函数 
1+ UHD A 
papan = 2 Fiu". 


n>1 
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称 为 广义 Lucas 数 的 生成 函数 . 
Lucas 数 表 见 表 8. 4. 


3 8.4 Fibonacci 数 F, 5 Lucas # F; 


8.16 Catalan 数 


定义 8.16.1 i&C, 为 Catalan 数 , 它 有 以 下 三 种 互相 等 价 的 
定义 : I 

(1) HE n HÉ A AA, 用 对 角 线 剖 分 为 三 角形 的 方法 数 
H Can. 

(2) nn 个 数 的 乘积 : akaz…a 的 不 同 结 合 方法 数 为 C,,1. 

G) 在 整数 坐标 平面 的 格子 上 ,从 点 (0,0) 到 点 (n,n) 由 垂直 
线段 和 水 平 线段 组 成 的 路 径 , 且 要 求 中 间 点 (a,5) 满 足 ab, FAT 


这 样 的 路 径 数 为 C... 
它 有 以 下 表达 式 
1 27 一 4: 
C, = — )' n=? 


公式 8. 16.2 递 推 公 式 
(1) Cmi = GOA GO FACC (二 2)，C = 1. 


rl 
(2) Cn 一 3)C, = Z DGC (n>4), G = 1, G, = 1. 
kw3 
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定义 8. 16.3 函数 


1 — Air = >G ' 


k=- 


称 为 Catalan kabin 
表 8.5 X Catalan 数 表 . 


表 8.5 Catalan #$ C, 


10 


429 1430 


8.17 Ramsey 数 


定理 (定义 )8.17.1 设 ,qs，…,g,,t 为 满足 g; 宇 t(i=1， 
2,"…,n) 的 正 整 数 , 则 存在 仅 依 赖 于 gq ,g;,…，,g,,t 的 最 小 正 整数 
7 二 7Y(qi,q2，… q, t): 对 于 任何 |X| 三 > 的 集合 X, 当 把 X 的 所 
有 上 元 子 集 放 人 nn 个 有 序 的 盒子 里 时 , 必 有 某 个 i(1<isn), Eg 
i 个 盒子 里 包含 某 g; 个 元 素 的 全 部 上 元 子 集 . HY ,9 ，… q. ,1) 
称 为 Ramsey 数 . 

X n=2 时 记 作 y(k,1). 与 Ramsey 图 相对 应 , 详 见 定义 
10. 10. 4. 

性 质 8. 17.2 Ramsey 数 的 性 质 

(1) Y,D =VU,k). 

(2) WkR,DLYCk,i—1)+Yy(k—1,1). 

(3) # Yy(k,1—1),y(k— 1, DH KER Y DEY, 7 一 
D+7Ck—1,D)—1. 

w & 十 /一 2 

(O) 20<70DO<( )- 

(S) Y(Q ,ga ,gn EY —1,g. ,gs) +Y(Q Q — 1,., 
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ga) Hee HYG ,qiyqn 一 1) 一 2 十 2. 
P ... n)! 
(6) rateg DS 


ql q! “qn! 
njls 14| 15 


表 8.6 为 已 知 的 y( k. sk E F ⁄. 
38.6 已 知 的 Y(K,1D) 或 其 上 下 界 
中 村 
KIDEDEEEE 


106|118|1291134 
238|291|3491417 


(摘自 Bollobás 的 新 著 MODERN GRAPH THEORY(1998)) 
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8.18 Lah% 


定义 8.18.1 i 
[— z], = 2 IL. [z], 
则 系数 LPRA Lah 数 . 它 与 Stirling 数 有 密切 的 关系 . 
它 有 以 下 表达 式 


n—1 


= (1p nt 
La = (=D (kl 


性 质 8. 18. 2 
(1) [=], = Yo Laali- z]. 
k>0 


(2 > Labia de 


+20 


): mk > 0. 


(3) L,, = 之 一 Disan j)SG,k). 

j 

其 中 s(n,j) 为 第 一 类 Stirling 数 ,S(j,k) 为 第 二 类 Stirling 数 . 

公式 8. 18.3 递 推 公式 

Leia =— (n +k) Lra — Ln. 

Loo =1,L,, = 0(35 n < k). 

由 此 可 得 Lano =0(a>0),L,,=(—1)". 
定义 8.18.4 函数 


1 
H (F) = XL. s nl’ 
称 为 Lah 数 的 生成 函数 . 
表 8. 7 为 Lah 数 表 . 
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表 8.7 Lah% L, 


一 120 一 240 —120 一 20 
720 1800 1200 


8.19 Bernoulli 数 和 Euler 数 


定义 8.19.1 iZ 


z B; o» 
zarda 


n=0 n! 
则 系数 B; 称 为 Bernoulli 数 . 
它 满足 以 下 递 推 公式 
fa | 15 (2 )B: » Ban = Oln > 1). 
定义 8.19.2 设 
»_ /r+k—1l 
<. > Í n JAn» 
则 称 A... Euler 数 , 且 有 


Ani = DP" Ha- 


j=l 
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9 组 合计 数 方法 与 问题 
9.1 初等 计数 原理 


定理 9.1.1 加 法 原理 (addition principle) 设 4,B 是 某 集 
合 的 两 个 有 限 子 集 , 且 AN B= 多 , 则 
|AUB]|=|AJ|+İB]. 
定理 9.1.2 乘法 原理 (multiplication principle) Ñ A,B E 
两 个 有 限 集合 ,AXB={(a,b)|la€ A.b€ B), W 
1AxB|=|Al|.|B|. 
定理 9.1.3 & + [AD ERB(pigeon hole principle) 把 n 十 1 件 
东西 放 入 nn 个 盒子 , 则 至 少 有 一 个 盒子 含有 两 件 或 更 多 的 东西 . 
定理 9.1.4 HN  3£ ËR SË augmenting pigeon hole 
principle) 设 gi,g:，…,g, 都 是 正 整数 ,如 果 把 q, + g; 十 … 十 中 
一 ?十 1 件 东西 放 信 n 个 盒子 , 则 必 有 某 一 个  (1<;< n) E i 4 
盒子 至 少 包含 g; 件 东西 . 


9.2 包含 与 排斥 原理 


包含 与 排斥 原理 又 称 容 斥 原理 , 它 给 出 一 些 有 限 子 集 的 并 集 
与 交集 之 间 的 关系 . 如 果 在 某 些 问题 里 , 子 集 的 交集 的 元 素 个 数 
容易 求 得 , 则 可 通过 包含 与 排斥 原理 求 出 子 集 的 并 集 的 元 素 的 个 
数 . 反之 亦 然 . 
原理 9.2.1 包含 与 排斥 原理 (简单 形式 ) (inclusion and 
exclusion principle) 设 $S 是 一 个 集合 ,A ;A;,…,A, Æ S 的 一 
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些 有 限 子 集 , 则 有 
IA l= DIAI- PIANA |+ + (— DD" IÑ Al, 


1: <;j=q 


IÑ A DIA I= D IA, UA ++ D ÚA l. 


laicjeq 


原理 9. 2.2 包含 与 排斥 原理 ( 带 权 形式 )” 设 S 是 一 个 集 
合 ， Yaz € S E X AR PR š (R IF (Ë BJ PS ROm), Ai A... A, 为 


S 的 有 限 子 集 , FR A 的 权 定义 为 m(A) A ywm(z), 令 Q = 
z€ A 
(1, 2,.…,g}， 则 有 


(UA; = > (—1)*! (NA,). 
Y, > 2” A 
mf A.) =>) (一 De Dm(U A) 
iEQ fal KER, i=K 

定理 9.2.3 Sylvester 公式 (Sylvester formula) 设 Ai ， 
Azs A, HARRA X 的 子 集 , 则 和 中 所 有 不 属于 任何 一 个 A， 
的 元 素 的 集合 的 权 等 于 
M = m(X) + 27 Dm N Ao. 
KEQ i€ 


定理 9.2.4 Jordan f$ $A (Jordan sieve formula) 设 
A ,A:，…,A, 为 有 限 集合 X 的 子 集 , 则 X 中 所 有 属于 , 个 集合 
A, 的 元 素 的 集合 的 权 为 
° upp 
5 Den (p) BAA 
当 p=0 时 即 为 定理 9. 2. 3, 这 时 在 公式 中 取 
mf Ai) = m(X). 
例 9.2.5 确定 欧 拉 -函数 (mn)(Euler p-function) 小 于 
n 且 与 互 素 的 正 整数 的 个 数 . 
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解 设 ”的 素 因 子 标准 分 解 式 为 
n = pi pe py, 
$ A, 3⁄4 XT n R 3 p, 的 倍数 的 正 整 数 的 集合 , 则 


A, |= Z, | A; N A |= Z 
acer r AA 


H Sylvester 公式 (定理 9.2. 3) 7J 44 


1 
wD) 

例 9.2.6 求 不 大 于 某 个 给 定 的 正 整 数 n, 而 可 被 某 些 正 整数 
m,nz，… ,ns 中 任 一 个 整除 的 正 整数 的 个 数 . 

方法 类 似 于 例 9. 2. 5. 

应 用 包含 与 排斥 原理 可 证 明 以 下 结果 : 

例 9.2.7 求 不 含 不 动 点 的 次 置换 的 个 数 , 见 问题 9. 4. 2. 

例 9.2.8 求实 际 依赖 于 所 有 变量 的 函数 的 个 数 , 见 8. 10 节 
之 (4). 

例 9.2.9 确定 图 中 不 含 团 时 最 大 边 数 的 界 . 见 ( 定 理 
10. 3. 7). 

例 9.2. 10 确定 满 射 个 数 ( 见 8. 10 节 之 (3)) 

例 9.2.11 夫妇 入 座 问题 设 n 个 丈夫 (用 1,2,…,n 表示 ) 


和 他 们 的 妻子 (用 1,2,…,n 表示 ), 要 求 他 们 男女 交替 围 坐 在 一 
张 圆桌 旁 , 且 没 有 一 个 妻子 坐 在 她 的 丈夫 旁 , 求 当 丈夫 坐 完 后 , 妻 
子 的 坐 法 数 ， 
解 设 X={1,2,…,n),Y 一 (1,2,…,z),S 为 全 体 X 到 了 
的 双 射 的 集合 . 令 
A, =(f€ S| f) = i), 
A, =(f€ S| fü) =i+1), 


An ={f € S| f) = 1), 
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则 符合 要 求 的 人 座 法 数目 为 
Tw)=1SI-ID A, | 
ú Á = a > T IA: h 


又 如 果 KESE{11,2,…,2z} 中 包含 相 邻 圆周 整数 , 则 IQA: |=0; K 
之 ,由 不 相 邻 圆周 上 子 集 的 数目 (看 例 9. 3. 3) ,得 


_ TI-i jk _2n_[2n—k ee 
Np es si IA 1. 12 Pp | k )o k)! 
综 上 ,得 
2n /2n—1 
=at S 
T =a! i (T )@-—1! 
2n /2n—2 ' 
+š sl 2 )a=2D! += +1) š 2; 


T(2) =0,T(3) = 1,T(4) = 2, T(5) = 13. 


9.3 有 限 集 的 子 集 的 计数 问题 


例 9.3.1 [1,n] 中 不 包含 相 邻 整数 的 有 子 集 的 个 数 为 
fO a= aaa 


例 9.3.2 [1, 四 中 所 有 不 包含 相 邻 整数 的 子 集 , 包 括 空 集 ， 
总 数 为 Fibonacci 数 F,( 见 定义 8. 14.1) , 即 
n—k+1 
F, = >Í 人 
例 9.3.3 [1, 四 中 不 包含 相 邻 整数 ,也 不 同时 包含 和 1 的 
& 子 集 称 为 不 相 邻 圆周 上 子 集 , 其 个 数 为 
k 


F kd = = 
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例 9.3.4 [1,n] 中 所 有 不 相 邻 圆周 子 集 ,包括 空 集 ,总 数 为 
Lucas 数 ( 见 定义 8. 15. 1) 即 
. n n— Ë 
Ei Zr k )- 
例 9.3.5 设 S 是 n 元 集 ,S 中 关于 子 集 的 包含 关系 两 两 不 
可 比较 的 子 集 的 最 大 个 数 为 


9.4 置换 的 计数 问题 


问题 9.4.1 设 S, 是 ”次 对 称 群 ,置换 c€ S, 的 标准 轮换 分 
解 式 中 含有 长 度 为 & 的 轮换 有 34 个 (k 二 1,2,…,n) 且 1 十 


2*A +n À. =n, JPK o 是 一 个 32%…n*- 型 置换 。，S, 中 
1% 2%…n…- 型 置换 的 个 数 为 
n! 
Da 2% sen?a + A Ap PA, T 


问题 9.4.2 设 o€ 5S,, 若 有 iE€ {1,2,…,n\ 使 ol 让 二 i, 则 称 i 
Ro 的 一 个 不 动 点 . S, 中 没有 不 动 点 的 置换 个 数 为 
Din = 1(1 一 震 + 直 一 … 十 (一 1)" x). 
BARER 
Din) = nD(n — 1) + 1)", DO) = 0. 
问题 9.4.3 S, HEA p 个 不 动 点 的 置换 个 数 为 


(Pop). 


问题 9.4.4 S, PRERA 个 轮换 的 冒 换 个 数 为 
cl(nsk) =| sinsk) |= (— 1)"tts(n,Ë). 
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其 中 s(n,k) 为 第 一 类 Stirling 数 ( 见 8.11 节 ). 且 有 递 推 式 
c(n,k) = c(n—1,k—1)+(n—1)c(n—l1,k), 
c(n,0) = 0,c(n,n) = 1. 


9.5 集合 的 划分 数 


定义 9.5.1 设 X 是 一 个 集合 ,A, A, A. EE X 的 非 空子 
集 ,并 满足 

d) ANA =Ø IHEM ij; 

(2) ÙA: =X, 

则 称 A, ,A;,…,A, 是 X 的 一 个 划分 (partition) ,每 一 个 子 集 
A, 称 为 这 个 划分 的 一 个 类 (class). 

定义 9.5.2 集合 [1,n] 划 分 为 m 类 的 方法 数 , 称 为 划分 数 ， 
等 于 第 二 类 Stirling 数 ( 见 8. 12 5); 


ENE WR eS RY a py 
Sinn) = HSan = 1) (jw b)". 


定理 9.5.3 集合 [1, nj 的 所 有 划分 数 等 于 Bell 数 ( 见 
8.13 节 ): 
B, = S(n,1) + S(n,2) ++ + SCn,n). 
定理 9.5.4 把 [1,n] 划 分 为 k 十 r 类 ,使 1,2,…,k 分 别 属于 
不 同 的 类 , 这样 的 划分 数 称 为 指定 上 元 划分 数 ,总 数 为 


n—k 


n—k 
>| jsce,mDher 
p 


p=r 


定理 9.5.5 把 [1,n] 划 分 为 含有 1 个 元 素 的 和 类 ,含有 2 个 
元 素 的 Àz 类 ,…, 含 有 n 个 元 素 的 和 4， 类 , 且 l + À, +2 ° À, + ->- + 
ne à, =n, REER RD Ck 1 2 en BI 9] ARO 


让 n! 
NGC 22: een ) VU WT O 
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9.6 整数 的 分 拆 数 


定义 9.6.1 设 ”为 正 整 数 , 有 正 整数 monsoon., 满足 

(1) n=ni +n: +e F nm; 

(2) m Sn Ë Z= Zn, 21. 
则 称 mm ,nz ,…，nw 为 n 的 一 个 分 拆 (partition)， 

定理 9.6.2 P(n,m) 为 整数 分 拆 为 m 部 分 的 分 拆 数 ,目前 
尚 无 简单 的 直接 表达 式 . 仅 有 以 下 结果 : 

(1) 递 推 式 

P(n+ k,k) =P(n,1) + P(n,2) +-+ P(n,k), 

P(n,1) =P(n,n) = 1,P(n,k) = 0 (34 n < Ë). 
(2) 生成 函数 
Fila) =a" Q xz) A e e ea a") 


= ÑP nmz". 


z(S r) DP amay, 
其 中 Z(S。3z) 为 对 称 群 S。 的 循环 指标 ( 见 9. 8 45). 
定理 9.6.3 设 P(n) 为 n 的 全 部 分 拆 数 , 则 
P(n) = P(n,1) + P(n,2) +- + P(n,n). 


并 有 以 下 性 质 : 
d) 渐 近 式 
Pin) < e", 
(2) 生成 函数 
F(x) = Ta =r)! = SPa". 
其 中 规定 PO) =1. 
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表 9.1 为 整数 分 拆 为 部 分 的 分 拆 数 P Ok) 及 分 拆 总 数 
P(n). 


表 9.1 分 拆 数 P(n,k) 及 分 拆 总 数 P(n) 


2 3 4 56 789 10 
š 1 1 
2 jl 1 2 
3 1 1 1 3 
4 1 2 1 1 5 
5 2 E 7 
6 138.9. g. R 11 
7 1 $ 4 9 $. 1 15 
8 l 4 5 532 11 22 
9 1 Oi Ae E E: 29 yU | 30 
10 1 Se 9.77 5 SU 9 L 42 

—— —— — I l £ 


性 质 9. 6.4 分 拆 的 性 质 
(1) 分 拆 的 共 二 性 与 Ferrers 图 将 mn=7 的 一 个 分 拆 7= 
3 十 2 十 1 十 1 画 成 图 9. 1 所 示 的 方 格 图 , 
TU 1) 图 9. 1 称 为 分 拆 7 王 3 十 2 十 1 十 1 的 
Ferrers 图 (Ferrers graphic). 从 图 上 可 
见 , 每 一 列 的 方 格 数 对 应 着 7 的 另 一 个 
? 分 拆 : 7==4 十 2 十 1. 这 两 个 分 拆 称 为 互 
1 HREH. 车 一 个 分 拆 与 它 的 共 因 分 拆 
相等 ,就 称 为 它 是 自 共 堪 分 拆 . 例如 6 
三 3 十 2 十 1 RE—T AHH. 自 共 
$E F SE 9 Ferres 图 是 关于 对 角 线 对 
称 的 . 
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(2) n 的 最 大 部 分 为 & 的 分 拆 数 等 于 nn 分 为 部 分 的 分 拆 数 
(由 Ferrers 图 易 见 ). 

(3) n 分 为 两 两 不 同 的 奇数 的 分 拆 数 等 于 n 的 自 共 思 分 
拆 数 . 

利用 Ferrers 图 可 建立 互相 共 元 的 两 类 分 拆 集合 之 间 的 一 一 
对 应 关系 : 设 n= Qk -1)+ (2k, 1) + k Dk > AR 
的 一 个 分 拆 ,做 以 下 的 一 个 对 称 Ferrers 图 

第 1 行 与 第 1 列 : h + 1 个 方 格 ; 

第 2 行 与 第 2 列 : ktl 个 方 格 ; 
由 此 得 到 一 个 n 5 Ñ 3E $u rir. B. Z , H ft — 4 B 3E Sa yr JF u] XJ 
应 一 个 第 一 类 分 拆 . 

(4) n 划分 为 两 两 不 同 的 划分 数 等 于 n 分 拆 为 各 部 分 都 是 奇 
数 的 分 拆 数 . 

利用 Ferrers 图 可 以 建立 这 两 类 分 拆 的 一 一 对 应 关系 : Ék n 
的 一 个 各 部 分 均 为 奇数 的 分 拆 : n= (Qh HID HH Ck L+ e 

pt 


将 每 一 个 奇数 (例如 2k 十 1 的 个 数 )p 表 为 : 
P=2 +2h +, p > b > + 2 0. 
做 n 的 Ferrers 图 如 下 : 

第 1 行为 (2& 十 1)25 个 方 格 ; 

第 2 行为 (2&; 十 1)22 个 方 格 ; 

则 可 得 到 ”的 一 个 各 部 分 不 相同 的 分 拆 . 反之 亦 然 . 

(5) Q (n) 13 Q;(n) 的 关系 ” 设 Q(n) 为 n 分 拆 为 奇数 个 互 不 
相同 部 分 的 分 拆 数 ,Q; (n) 为 n 分 拆 为 偶数 个 互 不 相同 部 分 的 分 
拆 数 , 则 
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QW + (— 1) ,n = a Ek. 
Q. (m) = 2 
Qn), ns _— 
利用 Ferrers 图 可 以 对 这 两 类 分 拆 进行 变换 . 
(6) n 分 拆 为 两 两 不 同 的 部 分 的 分 拆 数 ” 设 Q(n) 为 nn 分 拆 成 


两 两 不 同 的 部 分 的 分 拆 数 , 则 
CW = Pnl) Pin ($+? , 
e > (2n yi) 
且 有 生成 函数 
F(x) = [a +z) = Ila 一 并 人 1 )-!1 一 Nana", 


其 中 规定 Q(0)=1. 

D n 分 拆 为 各 部 分 都 是 偶数 的 分 拆 数 ” 设 n=2k 为 偶数 ， 
它 分 拆 为 各 部 分 都 是 偶数 的 分 拆 数 等 于 PCP) H k 的 全 部 
分 拆 数 ). 

(8) ”分 拆 为 两 两 不 同 的 奇数 的 分 拆 数 Q; (Cn) , 它 的 生成 函 
数 为 


[ate = FQ >, 
=0 n=0 


其 中 规定 QO=1. 
(9) n,m 入 分 拆 把 n 分 为 m 部 分 ,其 最 小 部 分 为 h 的 分 拆 
数 , 记 作 P(n,mlh), 则 有 递 推 公式 ， 
P(n,m | 1) =P(n—1,m—1)— 1; 
P(n,m | h) =P(n—m,m [h— 1D),A > 1. 
(10) n,h 分 拆 在 n 的 所 有 分 拆 中 最 小 部 分 为 的 分 拆 数 
记 作 P(nlh). 有 以 下 递 推 公式 ，: 
Pln | 1) =P(n—1); 
Pln|h) =P(n—1 |h—1)— Pln—h | h— 1), 
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其 中 A>1. 
9.7 Burnside 引 理 


用 群 的 方法 解决 某 些 计数 问题 可 以 得 到 很 好 的 结果 ,特别 是 
计算 某 些 组 合 结构 的 等 价 类 ,这 些 等 价 类 正好 可 用 群 对 集合 的 作 
用 的 轨道 来 表示 ,因而 可 把 问题 转换 为 计算 轨道 数 的 问题 . 

定义 9.7.1 设 G 是 一 个 群 ,X 是 一 个 集合 ,车 对 任 一 个 gE 
G 都 对 应 于 X 上 的 一 个 函数 g(x) ,满足 

(1) e(z)=<x,V rEX; 

(2) (g.gz)(z=)= gi (gx (z)), V z€ X. 

则 称 g(z) 是 G 对 X 的 作用 (action). 称 G 作 用 于 X. 
定义 9.7.2 设 群 G 作 用 于 集合 X 上 ,aEX, 令 
N, = (gla) | g€ G}, 
称 Q, 为 a 所 在 的 G 轨道 (Orbit). 
定义 9.7.3 设 群 G 作 用 于 集合 X 上 , 若 cEX,gEG, 满 足 
g(a) = a, 
则 称 a E: g 的 一 个 不 动 点 (fixed point). 
定理 9.7.4 Burnside 引 理 (Burnside lemma) 设 有 限 群 G 
作用 于 有 限 集合 X 上 , 则 XX 在 G 作用 下 的 轨道 数目 为 
N= rope 
其 中 Xx(g) 为 g 在 X 上 的 不 动 点 的 个 数 , 即 
zlg) =| (a € X | g(a) = a) |. 

定理 9.7.5 Burnside 引 理 的 带 权 形 式 (weighted form of 
Burnside lemma) 设 有 限 群 G 作用 于 有 限 集合 X E.V r€ Xx, 
定义 权 函 数 w(z) 满 足 zw(Cg(z)) 一 zw(z),gEG. 轨道 的 权 定义 为 
WN =wla). 若 X 在 G 作用 下 的 全 部 轨道 为 021,0,,…, Qs， 
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则 有 
Xet) = KAR? D wla), 


REG EX 


其 中 和 式 > 7 wa) 表示 求 g 的 所 有 不 动 点 的 权 之 和 . 


9.8 置换 群 的 轮换 指标 


定义 9.8.1 设 G 是 一 个 n 次 置换 群 ,多 项 式 


Z(Gytis tes t, ) = aa > th pho # we aW, 
| G | RE G 


称 为 G 的 轮换 指标 或 循环 指标 (cyclic index). 其 中 和 式 是 对 每 个 
G 中 的 元 素 求 和 . 记号 Z(G;n,t i t) XE P(Git ty… 
1, ) 等 . 
定理 9.8.2 对 称 群 S, 的 循环 指标 为 
Z(S,;ty tas t.) = > [N2 eeh T FNESS w; 1 
其 中 和 式 > 指 对 方程 1 4 十 2 À + = + n + 2, = n BJ Br f AE 


负 整 数 解 (4 yz gore sÀn) RHA. 
定理 9.8.3 交错 群 A, 的 轮换 指标 为 
... =: 2 À. À 
Z(A,;t, . s£) = > on A A A setiny 
其 中 和 式 2 是 对 以 下 方程 的 所 有 非 负 整数 解 (4 ,) ,av) 


求 和 . 


l a Nc TS We 
àz HÀ, +e = 偶数 . 
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定理 9.8.4 循环 群 C, 的 轮换 指标 为 
QZ(C ip 如) = Sew, 


其 中 CA) 是 欧 拉 p- PS 3k (u 9. 2.5). 
定理 9.8.5 二 面体 群 D, 的 轮换 指标 为 


ZD, iist) = {ZC sh) +a), 


其 中 
h”, n = 奇数 ， 
° des pnm 


定理 9.8.6 设 X={1,2,…,z),S, 是 X 上 的 对 称 群 , 令 
X” 为 X 上 的 二 元 子 集 (无 序 ),X2 = ((a,b)|a,b€ X). S, 在 
X ”上 对 应 的 置换 群 , 记 作 S ,具体 定义 如 下 ;，VgE S,,# s, € 
SP: a,C((i,j))= (gG),g()). 虽然 S SS, ,但 因 目 标 集 不 同 ， 
轮换 指标 也 不 同 . 

SP 的 轮换 指标 为 


S J 
5 ...„te )= > DAA SÑ P PI oD 1 
ZS as tos 1522 erena TA eA, 


e leer ) (JI curi ne Oaa) 
其 中 和 式 》) 是 对 1 .A， 1 十 2。As 十 … “十 n。24, = n HRANY 


BIERA, kD MER, 1] 分 别 表示 “与 ! 的 最 大 公 因子 和 最 小 公 
倍数 . 
定理 9.8.7 ( 群 的 简单 积 的 轮换 指标 ) 设 G 是 集合 X= 
{2i ,zo ,za，} 上 的 置换 群 ,有 H 是 Y= 二 {y,,y,，…,y,} 上 的 置换 
群 , 令 
G- H = ((g.h) | g€ G,h € H),W = X U Y. 
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ELG. H xf W 的 作用 为 
g(z), 4 z € X, 
(@h)x= 5,84 z€ Y. 
则 G. H 的 轮换 指标 为 
ZG» Hite) = P(Git sesta) 。PCH3 各). 
定理 9. 8.8 ( 群 的 笛 卡 儿 积 的 轮换 指标 ) W G EE X= {zi， 
Trst) LHRH, H Æ YS {yi,y:，… ,ym) 上 的 置换 群 , 定 
X GX H xf X XY 的 作用 为 
(g,h)(z=,y) = (g€xz),h(y)), 


则 GXH 的 轮换 指标 为 
; 1 
Z(G x H;t °) = ———— LED CR) 
ih GTH ls 
k€ H1<!<£m 


ERAO S pCh) 分 别 表示 g 与 4 0928 8 3y 9] DO AP 
ne 5 lat pot) ph) 

定理 9.8.9 ( 群 的 花环 积 的 轮换 指标 ) G 为 X 上 的 置换 
群 , 互 为 Y 上 的 置换 群 , 令 

GOH = {Cg;hi shs h,) | g € G,h, € H}, 
定义 G@H xf X XY 的 作用 为 
Cgihi stt hs) Cisy) = (g(xz,),h,(y)), 

则 GOH 的 轮换 指标 为 

Z(G@ Hits) = Z(G,Z1(H) ,Z(H),*,Z,(H)), 
其 中 Z/(H)=Z(Hit,,ta "t stm) ,k=1,2,.,n. 

定理 9. 8. 10 (器 群 的 轮换 指标 ) 设 G 是 X EHER, H 
是 Y 上 的 置换 群 , 令 

H° = Gx H, 
Y* 为 所 有 X 到 Y 的 映射 的 集合 ,定义 H° 对 Y* 的 作用 为 
(g,h) + f = hfg, 
MJ H° 的 轮换 指标 为 
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Z(H°S;n …) = akad 
Saikia TGT. rem 2113 
其 中 àgh) = [Í SAT o, 

k21 rik 


agh) =+ Pecah gh, 


其 中 py(r,k) 为 因子 格 的 Mebius 函数 ( 见 12.44). 
9.9 Pólya 定理 


定义 9.9.1 设 G 是 集合 X={1,2,…,n} 上 的 一 个 置换 群 ， 
A={a azs an) ,0 二 A* 为 全 体 X 到 A 的 映射 . 定义 G 对 0 
的 作用 为 : VY gEG,fEQN 有 
g(f) = em. 
则 每 一 个 轨道 
Q, ,=f= (g(f) | g€ G) 
称 为 一 个 映射 格式 (function or mapping scheme) 代 表 了 映射 的 一 
个 等 价 类 ,f 是 这 个 格式 的 代表 元 . 
定理 9.9.2 Pólya 定理 该 定理 是 映射 格式 数 的 计数 定理 . 
设 G 是 X={1,2,…,n} 上 的 一 个 置换 群 , A= {asas 
a,),G 对 A* 的 作用 为 : g(f)= fg, V f€ AX, NJ AX 在 G 作用 
下 的 映射 格式 数 为 
Z(G;m,m,* ,m). 


r. SS 
o 更 直观 地 看 : 设 / 一 (。 , .。 ) 
jy Ned 
gA) g(2) … gin) 
g( = ` Ww )= i 


f: 与 了 的 差别 只 是 点 号 作 了 一 个 置换 - 
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BJE m 代入 G 的 轮换 指标 中 各 变量 *, 所 得 之 值 . 

Pólya 定理 的 魅力 在 于 把 一 个 十 分 复杂 的 求 等 价 类 数目 的 问 
题 与 方法 表述 得 十 分 简单 . 

下 面 给 出 映射 格式 的 生成 函数 的 定义 . 首先 对 集合 A 的 元 素 
定义 权 : w(aj) 二 wj,j 二 1,2,…,m， 然后 对 每 一 个 映射 定义 权 : 

wf) = Il! f(D) = wi wewa sn 二 ri 二 十 rm = n. 
由 于 同一 格式 中 的 映射 的 权 都 相同 ,所 以 可 定义 映射 格式 的 权 : 
wf)=w(f). 

定义 9.9.3 如 果 权 为 wwr … wp 的 映射 格式 数 为 
Crna…r,;， 则 函数 

Flw ,ru Wwa) = > C, =, WE WE etwi 

称 为 映射 格式 的 生成 函数 (generating function) 或 计数 函数 
(enumeration function). 

对 于 X 中 的 任 一 元 素 i,zw(F(Gi)) 可 能 为 w, w,,…, 或 
Was F? 

h(w) = w, + wz + e + Wms 

称 为 元 素 生 成 函数 或 元 素 计 数 函 数 . 

定理 9.9.4 Pólya 定理 (映射 格式 数 分 类 计数 函数 ) 设 
G 为 X 上 的 置换 群 ,A={al,as,…,a,},G 对 A* 的 作用 为 
8( 有 三 fg“， 则 映射 格式 计数 函数 为 

Flw toy Wn) = Z(G;h(ze)). 

HP Alw) = w +w + + wn ZCG; hCw)) = Z(G;h (6), 
hut), h Cu2)), BD #£ G 的 轮换 指标 表达 式 中 ,变量 i 用 
(w*) 代 替 ,k==1,2,…,n. 

该 定理 实际 上 是 一 个 非常 复杂 的 定理 ,但 最 后 可 用 一 个 非常 
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简洁 的 式 子 Z(G;h(w) ) 表 达 , 并 且 有 非常 便于 记忆 的 方法 : 映射 
格式 生成 函数 可 由 将 元 素 生 成 函数 h(w) 代 入 G 的 循环 指标 而 
得 到 . 
HF G, X, A, huD HJA E] , Pólya 定理 可 应 用 于 不 同 的 问题 . 
定理 9.9.5 de Bruijn 定理 (对 某 个 A 上 的 置换 不 变 的 映射 
格式 数 ) 设 X 上 的 置换 群 G 作用 于 A* E. g(f)= fg '.g€ G. 
fEA*. 了 为 一 个 映射 格式 . 现 取 A 上 的 某 个 置换 o, 定 义 o 对 了 
的 作用 为 : D=). 车 of)= 了 ，, 则 称 o 对 了 不 变 . 在 所 有 映 
射 格式 中 对 o 不 变 的 格式 数 的 计数 函数 为 
Z(Gip1is pa Pn)» 
其 中 
P, = D wla)wlola)) erwi? Ca)), 


fiamu 
“EA 


k=1,2,=,n. HH {al(a)=a}= Øh} p =0. 


9.10 Pólya 定理 的 应 用 


9.10.1 着 色 问 题 


W X={11,2,…，, 对 代表 ”个 点 ,G 为 X 上 的 一 个 置换 群 ,A= 
{alyaz，…,an} 为 颜色 集合 , 则 AX 为 X 上 的 所 有 着 色 集 合 ,了 称 
为 一 个 着 色 格 式 , 则 由 P6lya 定理 可 求 出 着 色 格 式 数 或 着 色 格 式 
数 的 计数 函数 . 

例 9.10.1 用 m 种 颜色 对 正六 面体 的 顶点 着 色 , 求 本 质 上 不 
同 的 着 色 方 法 数 及 其 生成 函数 . (本 质 上 不 同 指 在 旋转 群 作用 下 
不 在 同一 轨道 上 的 着 色 方 法 , 即 不 同 的 着 色 格式 . ) 

解 令 X={1,2,3,4,5,6,7,8} 为 正六 面体 的 顶点 集合 ,A 二 
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laisar san) H m MAERA. G= 1(0(1234)(5678),---) 为 该 
正六 面体 的 旋转 群 ,共有 24 个 元 素 . 首先 求 出 G 的 循环 指标 ， 
可 得 
Z(Gyti,*" ,ts) = PTE +8 +9 十 613). 

于 是 由 定理 9. 9. 2 得 本 质 上 不 同 的 着 色 方 法 数 为 Z(G,m,*… ,m) 二 
g m + 17m° + 6m). 

由 定理 9. 9. 4 得 着 色 格 式 的 计数 函数 为 
Fogg (tn) = Z(G;h(w)) 


= 
24 


+ 9(xot + u; + ° + wn) + 6(zol + ** + wh) d. 


(Ga + + wn)? + 8(uo) + °° + Wn)? wi H e A wd 


4 m 是 具体 数 时 ,很 易 得 到 : 

D Caa, wh 
类 似 可 求 正 ”面体 的 顶点 着 色 问 题 或 面 着 色 问 题 . 还 可 解决 化 学 
分 子 结构 的 计数 问题 ,把 不 同 的 原子 对 应 于 颜色 ,例如 葵 环 上 结合 
不 同 原 子 得 到 的 化 合 物 数 ,就 是 对 正六 边 形 的 顶点 的 着 色 问 题 . 

例 9.10.2 用 6 种 颜色 ai,ai,az,ai,as,ai 对 正六 面体 的 6 个 
面 着 色 , 这 时 A = {aiyai,asyaz sa3,43), 取 A 上 的 一 个 置换 h = 
(alyai)(as ra) Caa as), 求 对 有 不 变 的 着 色 格 式 数 . 

R Rt X = (1,2,3,4,5,6) 代表 六 个 面 , 旋转 群 G = 
{(1),(1234)，…} 仍 为 24 个 元 素 , 但 表达 形式 与 例 9. 10. 1 RA, 
可 得 轮换 指标 为 

Z(Gia yst) = Z 
设 权 函 数 wla) = w wla) = xi = 1,2,3. 由 定理 9. 9. 5, 需 计 
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Gd + 366 + 6ft + 60 + 88). 


算 pi: 
pı = 0,p: = 2w zu 十 2w w+ 24005, ps = ps = 0, 
由 于 p, ,ps EIA PR HA, H ARR , FEI h PEWA të, R 
数 为 
Fow sis) =Z(G3pr, pO = 24 * 6 


=2(witw' 二 twats ww)’. 
总 格式 数 为 F(1,1,…) 一 2。3: 一 54. 


P E wi w1 w w w w JJI BJ 
系数 ,由 上 式 可 得 2 mH = 12. 


# 9. 2 列 出 正 多 面体 项 点 着 色 格式 数 . 


表 9.2 正 多 面体 顶点 着 色 格式 数 


Fi a a 2 
gO 17m4 + 6n2) 


ta 4 3 2 
Ao 3n! +12 + 8r?) 


so Cm + 15nto + 20ns + 


24n:) 


6 n + 1505 +A4nt) 


9.10.2 布置 问题 


将 一 些 物 体 放 人 一 些 房间 的 问题 可 以 与 映射 格式 问题 类 似 地 
来 讨论 . 
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例 9.10.3 将 4 个 物体 {B,B,C,C} 放 入 两 个 房间 {a,5} 内 ， 
问 有 多 少 种 放 法 (允许 一 个 房间 为 空 )? 

解 令 XX={1,2,3,4), 其 中 1,2 代表 物体 B,3,4 代表 物体 
C,A=={a,5} ,每 一 个 布置 对 应 一 个 映射 f:z 一 A. 

令 G={(1),(12),(34),(12)(34)} 是 X 上 的 一 个 置换 群 , 则 
原 问 题 的 布置 数 就 是 G 作用 于 Ax 的 映射 格式 数 ,可 用 Pelay 定 
理 求 得 . G 的 轮换 指标 为 


Z(G;ty,ts ty t.) = +G +2ñt +Ë), 


则 布置 数 为 
N = Z(G;2,2,2,2) = 9. 


UE EE O] 
F(w sw) =H Cn +w)‘ 十 2(r +w)’ (xo? 二 wi) 


+ Gol 二 wi)?} 
= + 2wi vw + 3w? wi + 2w wi + wt. 
取 o=(a,5), 则 对 o 不 变 的 布置 格式 计数 函数 为 : pi =0, ps = 
2w w: ,由 定理 9. 9. 5 得 . 
F. (w sw) = wui, 

即 只 有 一 个 布置 格式 满足 对 不 变 , 即 BC| BC 

如 果 不 考虑 房间 a 与 5 的 区 别 , 问 这 样 的 布置 方法 数 是 多 少 ? 
设 全 部 布置 格式 的 集合 为 @,{a,p} 上 的 置换 群 为 H— {(1)， 
(a,5)} ,日 对 0 的 作用 为 h( 了 )==h 了 ,这 时 可 用 Burnside 引 理 来 求 
该 数 . 单位 元 (1) 的 不 动 点 数 为 |Q| 二 9,(a,5) 的 不 动 点 数 为 1 , 故 


1 1 
N= — > h) = — =5. 
THI ZŠ 2 (9 + 1) 


这 5 种 布置 方法 为 : IBBCC,B| BCC,C| BBC, BB| CC, BC| BC. 
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9.10.3 开关 线路 与 布尔 函数 的 计数 问题 


n 个 开关 组 成 的 开关 线路 对 应 一 个 n 元 布尔 函数 : f(x st 
z,): {0,1}" 一 10,1}. 可 以 通过 计算 布尔 函数 的 数目 来 计数 不 同 
的 开关 线路 的 数目 ,下 面 分 几 种 情形 计算 布尔 函数 的 数目 . 

(1) 全 部 布尔 函数 数目 设 A={0,1},X==A", 则 全 部 布尔 
函数 的 集合 为 A* ,所 以 全 部 布尔 函数 的 数目 为 14Ax|=22. 但 如 
果 两 个 函数 仅仅 是 自 变量 的 次 序 不 同 , 则 认为 这 两 个 函数 是 等 价 
的 ,因此 ,等 价 类 的 数目 就 是 A* 在 S, 作用 下 的 函数 格式 数 . 

(2) 在 S, 作用 下 的 格式 数 < G= S,, E X. G X| Q = AX 的 
作用 为 :s€ S,, f€ A”, 0f) 5 fC Eai Z< sts Lan) W O E S, 
作用 下 的 格式 数 为 

Z(S,;2,…,2). 

(3) 在 C;x S, 作用 下 的 格式 数 如果 考虑 自 变 量 >, 的 两 个 
取 值 0,1 可 交换 , 即 两 个 函数 fi 与 fo, REE f, 的 自 变量 取 值 
中 ,0 与 1 互 换 , 就 变 成 户 , 则 认为 它们 是 等 价 的 ,同时 考虑 (2) 中 
的 自 变量 次 序 的 置换 ,可 令 

G = C; X S, = { (2,0) | x € Co E S,}, 
E X. G XJ Q = AX 的 作用 为 


(m,o)f(mi, zv s Ta) = f(mriv | XZ, "o KT.) 
M O E G 作用 下 的 函数 格式 数 为 
Z(G;2,2,--.,2). 


(4) 考虑 变量 次 序 的 置换 及 自 变量 与 因 变量 值 的 对 换 的 函数 
格式 数 如果 除 了 考虑 (2) 与 (3) 的 分 类 外 , 当 一 个 函数 /, 的 函数 
值 中 0 与 1 互 换 时 变 成 了 函数 f, ,就 认为 f, 与 f, 等 价 ,由 此 得 到 
的 等 价 类 数目 可 进一步 减少 . 

对 ?从 1 到 5 所 得 结果 列 于 表 9.3. n=1 时 布尔 函数 及 函数 
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22 =4294967296 


37333248 


在 C;x S, 作用 下 
的 函数 格式 数 
在 C; x S, 作用 下 
且 考 碟 因 变量 值 
0,1 互 换 的 等 价 
类 数 


1228158 


516126 


f. (r) 
全 部 布尔 函数 


在 S, 作用 下 的 西 
数 格式 


在 C; x S, 作用 下 
的 函数 格式 


在 C, x S, 作用 下 
且 因 变量 0,1 2 
换 的 函数 格式 
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9.10.4 图 的 计数 问题 


用 Pólya 计数 理论 可 解决 不 同 构 的 图 的 计数 问题 i V = 
{1,2,…,n) 为 顶点 集合 ,X=V 的 二 元 子 集 一 { 人 7) lijevu?» 
A={0,1}), 则 f=X 一 A 对 应 一 个 图 G 一 (V,E), 当 大 4 一] 
时 {i,j} EE, 否 则 {i,j} € E. 设 G 是 X 上 的 一 个 置换 群 ,定义 G 
对 A* 的 作用 为 

g(f)(i,j) = fdg gG), 
HJ AX 在 G 作用 下 的 不 同 图 类 可 用 Pólya 计数 理论 求 得 ( 见 
9.11 节 ). 


9.11 图 的 计数 


一 个 图 G=(V,E) 的 点 集 V 中 的 每 个 点 是 带 标号 的 , 称 此 图 
为 有 标号 图 (labeled graph). 如 果 把 互相 同 构 的 图 ( 同 构 概 念 见 
10.8 节 ) 看 作 是 相同 的 , 则 每 一 个 同 构 类 称 为 一 个 无 标号 图 
(unlabeled graph). 

因此 ,图 的 计数 问题 通常 分 为 有 标号 图 的 计数 和 无 标号 图 的 
计数 . 

定义 9.11.1 设 点 数 为 n, 边 数 为 m 的 某 类 图 的 个 数 为 
Cm; 则 以 下 的 形式 级 数 

F (zy) = > Crna" y", 

称 为 该 类 图 的 生成 函数 或 计数 函数 ， 

当 n 固定 时 ,生成 函数 可 表 为 

F,Cy) = SIG." 

其 中 C。 为 边 数 为 m 的 该 类 图 的 数目 . 

当 只 考虑 点 数 时 ,生成 函数 可 表 为 
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F(z) = XOT’; 
其 中 C, 为 n 阶 该 类 图 的 数目 . 
定理 9.11.2 (有 标号 简单 图 的 计数 ) nn 阶 有 标号 简单 图 的 
生成 函数 为 


G,(y) = RESSA ， 


总 数 为 G,(1)=2(;). 

定理 9. 11.3 “与 某 个 图 同 构 的 有 标号 图 的 数目 ) G= 
(V,E) 为 已 知 的 一 个 图 ,T(G) 为 G 的 自 同 构 群 ( 见 10. 8 节 ) , 则 与 
G 同 构 的 所 有 有 标号 简单 图 的 数目 为 

! 

定理 9.11.4 Cayley 定理 〈 树 (有 标号 ) 的 数目 ) n 阶 树 的 
数目 为 n". 

定理 9.11.5 (无 标号 有 根 树 的 计数 ) W T(x) 是 无 标号 有 
根 树 的 生成 函数 , 则 T(z) 满 足以 下 方程 


TC) = zexp{ 2) [ T(z*) /kJ). 
kel 
且 可 算得 
T(x) =<x+- r + 2x=° + 4z* 十 9z5s 十 20zs + 48x' 
+ 115z° 十 286z? +7192" + ... 
设 T, Èn 阶 有 根 树 的 数目 , 则 T, 有 以 下 递 推 公式 
Tes (DdT,) Tn. 
kwl dik 


定理 9. 11.6 (无 标号 树 的 计数 ) 设 (zx) 为 无 标号 树 的 计 
数 函 数 ,T(z) 为 无 标号 有 根 树 的 计数 函数 , 则 有 以 下 关系 


了 HTa) —T(z2)), 
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且 有 
t(x) =r H T + z: + 2z' + 32 + 6r° H llar’ 
十 23zs + 47z° +1061 十 … 
定理 9.11.7 (无 标号 简单 图 的 计数 ) BSP 为 对 称 群 S。 
在 [1,n] 的 二 元 子 集 上 对 应 的 群 ( 见 定理 9. 8.6), 则 n 阶 无 标号 简 
单 图 的 生成 函数 为 
F,(y)= (S? ;1+y) 


1 
= 之 In 2u eeen A, lAa ee An! 


a) 
À, 


. (Hl a+) (0 +y) 
kE 730 
è (a+ a yo (J A H yenyeaa, )， 
= k 
其 中 >; 为 对 满足 方程 1. 十 2 .十 … 十 nm。 一半 的 所 有 非 


负 整 数 解 求 和 (具体 数目 见 表 9. 5). 
定理 9. 11.8 (连通 图 的 计数 ) ea) 是 某 类 无 标号 图 的 
H 3k AK., Ca) 是 该 类 无 标号 连通 图 的 计数 函数 , H ga) = 


Dez" Ca) = X C" WA 
n=l nm] 
(1) 1+ g(x) = exp X, (Cla*)/k). 
k=1 
r-l 
(2) na, — ng, = > karg nis 
k=l 


C, = 5 Je daz. 


d\n 
其 中 必 满 足 log(1 十 g(z)) = 了 )asr*,p(d) 38 Möbius 函数 (参见 
k=1 


12. 4 节 ). 
定义 9.11.9 ( 自 补 图 的 计数 ) 设 G=(V,E), 令 G=(V,E), 
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HH E= EC(K,)NE,#kš G X G 的 补 图 . 若 G 兰 G,, 则 称 G 是 自 补 
图 ( self-complementary graph). 它 对 应 于 集合 A* 的 映射 格式 对 
颜色 对 换 o 一 (0,1) 不 变 的 映射 格式 数 ,可 用 定理 9. 9. 5 求 得 ,为 
P(S ;0,2,0,2,…)， 
自 补 图 的 计数 函数 为 
P(S ;0,21w,0,2rw,.). 
具体 数目 见 表 9. 5. 


89.5 某 些 无 标号 图 的 数目 


AM n Hamilton 外 平面 图 

1 

3 1 1 
4 3 2 
5 8 3 
6 48 9 
7 383 20 
8 6196 75 
9 262 
10 1117 
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10 图 的 基本 概念 与 参数 
10.1 图 的 定义 与 简单 分 类 


定义 10.1.1 图 (graph)G=(V,E) 是 由 集合 V 和 集合 下 构 
成 的 有 序 对 ,其 中 V={w,v,…,v,}) 称 为 ( 顶 ) 点 集 (vertex set), 
E={e1,ez，…,en}) 是 由 VXV 的 元 素 组 成 的 可 重 集合 , 称 为 强 集 
(arc set). 点 集 又 记 成 V(G) , 弧 集 又 记 成 ECG). 

34|V(G)| =n BF, ER G W Bt Corder)» n, X i |G | = n, # 
IV(G)| =n,|F(G)| =m, MEK G 为 一 个 (n,m) 阶 图 . 

定义 10.1.2 若 E(G) 是 一 个 多 重 集合 , 则 称 G 是 一 个 多 重 
图 (multigraph); 若 EC(G) 中 元 素 重 复出 现 的 次 数 最 多 为 p 次 , 则 
称 G 为 p- 图 . 

定义 10.1.3 车 对 E(G) 中 的 元 素 规 定 (v;,v) = Cosu), W 
# G 为 无 向 图 (undirected graph) ,否则 称 G 为 有 向 图 (digraph). 
对 无 向 图 G, 集 合 EGR HAE (edge set)、 有 向 图 通常 记 作 : 
D=(V,A), 其 中 人 A 为 G 的 弧 集 , 又 记 作 A(G). 

定义 10.1.4 元 素 (v,v)E€E(G), 即 两 个 端点 相同 的 弧 或 
边 称 为 一 个 环 (loop). 

定义 10.1.5 无 环 的 1- 图 称 为 简单 图 (simple graph) ,特别 
是 无 向 的 无 环 的 1- 图 ,通常 简称 为 图 . 

定义 10.1.6 只 有 一 个 点 的 图 , 称 为 平凡 图 (trivial graph). 

定义 10.1.7 FE(G) 王 好 的 图 称 为 空 图 (empty graph). 

定义 10.1.8 Vu, € V(G)G2j),FEJ# Cuv) € ECG) W 
简单 图 称 为 完全 图 (complete graph) ,n 阶 无 向 完全 图 记 作 天 ,. 
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定义 10.1.9 WV=XUYH XNY=Ø. Yuu EER 
u € X.u € Y Ru EY,v € X, MJ #£ G 是 一 个 二 分 图 或 二 部 图 
(bipartite graph) , 记 作 G= (X ,Y , E). 

定义 10.1.10 设 无 向 二 分 图 G= (X,Y,E)WW E | X| =n, 
[Y|=m.,Vu€ X,2€C Y 有 (u,v)EE, 称 为 完全 二 分 图 (complete 
bipartite graph), i fE K,.,,. 

定理 10.1.11 二 分 图 的 性 质 G 是 二 分 图 的 充分 必要 条 件 
JR: G 不 包含 奇 圈 . 

定义 10.1.12 i&V(G)=V, UV, U UV: V: NV; =@G=j), 
在 同一 个 WwW 内 的 点 之 间 无 边 相 联 , 则 称 G 为 k- 分 图 (kpartite 
graph). 

定义 10.1.13 完全 k- $E (complete k-partite graph) 
Kn mon 的 定义 与 完全 二 分 图 类 似 . 

定义 10.1.14 每 个 点 的 次 数 都 是 上 的 图 , 称 为 大 正则 图 
(regular graph). 

定义 10.1.15 无 圈 的 连通 图 称 为 树 (tree). 

定理 10.1.16 树 的 等 价 条件 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 图 ， 
p=|Vl,q= E| ,m 1 F fr 8 36 4fr ; 

(1) G 是 一 个 树 . 

(2) G 的 任意 两 个 点 由 唯一 的 一 条 路 联结 . 

G) G 是 连通 的 , 且 g=p 一 1. 

(4) G 是 无 圈 的 , 且 g=p 一 1. 

(5) G 是 无 圈 的 , 且 Ye==(v,v) 儿 E 则 G+ 十 e 恰 有 一 个 圈 . 

定义 10.1.17 G 的 每 一 个 连通 分 支 都 是 树 , 则 称 G 是 森 
林 (forest). 

定义 10.1.18 设 G 是 一 个 无 向 图 ,车 对 G 的 每 一 条 边 规定 
一 个 方向 ,由 此 得 到 的 有 向 图 D 称 为 G 的 一 个 定向 (orientation)， 
G RRA D 的 基 图 (underlying graph). 


定义 10.1.19 K, 的 一 个 定向 称 为 竞赛 图 (tournament). 

定义 10.1.20 有 欧 拉 闭 迹 的 图 称 为 欧 拉 图 (Euler graph). 

定义 10.1.21 有 哈密 尔 顿 圈 的 图 称 为 哈密 尔 顿 图 
(Hamiltonian graph). 

定义 10.1.22 设 C=(V,E) 是 一 个 简单 图 , 若 G 与 它 的 补 
EG (定义 见 9. 11.9) 同 构 , 则 称 G 为 自 补 图 (selfcomplementary 
graph). 

EX 10.1.23 设 G(V,E),G 的 线 图 (line graph) L(G) KE X 
为 : L(G) 为 点 集 为 G 的 边 集 ,L(G) 中 两 点 相 邻 当 且 仅 当 G 中 两 
边 相 邻 . 

定义 10.1.24 图 G 的 全 图 (total graph)T(G) 定 义 如 下 : 
T(G) 为 点 集 是 VC(G) UE(G),T(G) 中 两 点 相 邻 当 且 仅 当 它 们 在 G 
中 相 邻 或 相关 联 . 


10.2 邻接 与 关联 


定义 10.2.1 若 e=(uyuw)EEGG), 则 称 w 和 v; Æ e 的 端 
点 (endpoint); 若 “是 有 向 图 中 的 弧 , 则 称 w 是 e 的 始 端 (initial 
endpoint), v; 是 e 的 终端 (terminal endpoint), e 是 v: 的 出 弧 
(outarc),e Æ v; RAM (inarc). 

EX 10.2.2 车 e=(v,vj)EE(G), 则 称 v 55 o, 相 邻 或 邻 
接 (adjacent) ,e 与 v;、v, 关联 (incident). 当 两 条 边 有 公共 端点 时 ， 
称 它们 相 邻 或 邻接 . 

定义 10.2.3 在 图 G 中 与 v 相 邻 的 点 的 集合 称 为 邻 集 
Ncw). E G EA MR, W Na (v)={uEV|(u,v)EA(G)}) 称 为 v 
的 内 邻 集 (inner neighbour set); N£ Cv) = (u € V|(o u) € 
A(G)) , 称 为 v 的 外 邻 集 (outer neighbour set). No (o) = Nç w) U 
N (o). 
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定义 10.2.4 设 G=(V,E) 是 简单 图 , 则 

1, (usu) € E; 
Tlo, 否则 ， 
称 为 G 的 邻接 矩阵 (adjacent matrix)， 类 似 可 定义 p EH 483 36 
阵 , 这 时 av 为 w 到 wv; 的 弧 的 数目 . 

定义 10.2.5 设 G=(V,E),V={v,w,**,v},E= (e, 
es， sEm} DI 


A = (aj )nxns a; 


[1， 与 ef 关联; 
lo, 否则 ， 
称 为 G 的 关联 和 矩阵 Cincident matrix) , 记 作 C(G). 


C= (c;), s C; = 


10.3 度 、 度 序列 与 边 数 


定义 10.3.1 设 与 v 关 联 的 边 数 ( 环 算 2), 称 为 v 的 次 或 度 
(degree) , 记 作 d(v). # G 为 有 向 图 , 则 G 中 以 v 为 终点 的 弧 数 
称 为 入 度 (indegree), 记 作 d” (u) ;以 vv 为 始 端的 弧 数 称 为 出 度 
(outdegree) , 记 作 d* (o). 

定义 10.3.2 图 G 中 的 最 大 度数 记 作 A(G), 最 小 度数 记 作 
6(G) ,这 两 个 记号 几乎 在 所 有 的 图 论文 献 中 作为 统一 的 专用 
符号 . 

定理 10. 3.3 度 的 性 质 ”对 任何 图 G=(V,E), 有 

a) Jd) = 2| E |; 

(2) XG) = 2>G 包含 一 个 图; 

(3) 设 | V |= n,# G 不 含 完 全 上 子 图 , 则 有 

ZORE | 
定义 10.3.4 B G=(V,E),V= u sv ssu}, MEA] 
d (u) ,d,(u.), °: d, (un) 
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称 为 G 的 度 序列 (degree sequence). 

设 d=(di,d,，…，d,) 是 一 个 非 负 整数 序列 ,车 有 一 个 图 的 
度 序列 为 d, 则 称 d 为 图 序列 (graph sequence). 

整数 序列 是 图 序列 的 充 要 条 件 有 以 下 定理 . 

定理 10.3.5 整数 序列 di >d; >= >d, (n>2) — ` f 
图 的 度 序 列 的 充 要 条 件 是 同时 满足 以 下 条 件 : 

G) d,2>1; 


(2) >)di >2(n—1); 
i=] 
(3) 22 是 偶数 ， 


(4) Xa. < Xaa, 2,…,n) ,其 中 di 是 满足 j 二 i 及 


d; > Sia] 的 指标 j 的 个 数 与 满足 二 1 及 由 二 ;的 指标 7 的 个 数 
之 和 . 

定理 10.3.6 整数 序列 di >d: > >d, (n> 2) — A fi £ 
2 连通 图 的 度 序列 的 充 要 条 件 是 同时 满足 以 下 条 件 : 

(1) d, > 2; 


(2) Jd; >2(n+d, —2); 
i=] 


(3) >a, 是 偶数 ; 


(4) 2d: < >, Q = 1,2,---,n), 3t rh d, 的 意义 同 (定理 


10. 3. 5) PRICA). 
定理 10.3.7 不 含 (m 十 1) 团 的 图 的 最 大 边 数 (Turan 定理 ) 
设 G 是 n 阶 图 ,不 含 (m 十 1) 团 , 则 有 


| EG EG 二 (3)= a- D(a- 2) 
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= 人 (> “+m-D( +), 


Hp qf Z pel Z LARK G 衬 T。. 时 等 式 成 立 ,图 Tv. 的 


意义 见 定义 10. 10. 21. 

定理 10.3.8 不 含 (m 十 1) 独 立 集 的 图 的 最 少 边 数 (Turan E 
理 的 另 一 形式 ) 

W G E n 阶 图 ,不 含 (m 十 1) 独 立 集 , 则 有 


| E(G) |> | EC(Ts,) |= (q— D(x 一 侣 )， 


其 中 g 的 意义 同 定理 10. 3. 7, 当 且 仅 当 G 宇 T,,, 时 等 式 成 立 . 

定理 10.3.9 Turan 定理 的 另 一 表达 形式 设 G=(V,FE)， 
IV|=n, 不 含 &- 团 , 则 有 

1EI< 全 一 地 一 + (7), 
其 中 -是 被 上 一 1 除 所 得 之 余数 : mn= (4 一 1) 上 十 ,0 去 r 一 一 1， 
且 上 式 中 之 最 太 值 可 达到 ,达到 此 最 大 值 的 图 在 同 构 意义 下 唯一 ， 
为 以 下 形式 的 完全 & 一 1 分 图 ， 
K 


tatry un s att 
eirt + 


特别 是 , 当 G 中 不 含 三 角形 时 有 |E|<| Ë 上 
定理 10. 3. 10 连通 度 为 m 的 图 的 边 数 设 G=(V,E) 是 连 
通 度 为 m 的 阶 图 , 则 有 


IE |>” 


达到 最 少 边 的 图 万 ,, 的 构造 见 定 义 10. 10. 22. 


10.4 +E 


定义 10.4.1 Ë G=(V,E), H=(V,, E) V, CV 和 
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E,SE, MJ 8 H Æ G É) FÆ (subgraph), G E H W 3 B 
(extension graph) ,i fE HC G. 

定义 10.4.2 i H,G 为 两 个 图 , 若 满足 HC G MVH) = 
V(G) , 则 称 H ÆG 的 生成 子 图 (Cspanning subgraph). 有 些 书 中 
又 称 为 支 返 子 图 . 若 G 的 生成 子 图 是 树 , 则 称 它 是 G 的 生成 树 
(spanning tree). 

定义 10.4.3 H G=(V,E), V, SV, E, E, in ELV: ]Ą E 
中 两 个 端点 均 在 Vi 中 的 边 的 集合 ,V[E JA E, 中 的 边 的 端点 集 
合 , 则 称 GCV J= (V, ,E[V, DA H V, 导出 的 导出 子 图 (induced 
subgraph);G[ E, ]=(V[ E, ], E, ) X h E, 导出 的 子 图 . 


10.5 路 与 圈 


定义 10.5.1 图 G 中 前 后 互相 关联 的 点 边 序列 : W = 
Wen erv erv 称 为 一 个 通道 (walk). 车 1 是 G 中 一 个 通道 ,其 
中 的 边 不 重复 , 则 称 : 是 G 中 一 条 迹 (trail). 迹 所 含 的 边 数 称 为 该 
迹 的 长 度 . 若 P R. G 中 一 条 迹 且 其 中 点 不 重复 , 则 称 PHG 中 一 
条 路 (path). 

定义 10.5.2 G 中 一 条 起 点 与 终点 相同 的 闭路 C 称 为 一 个 
M cycle). 在 有 向 图 中 若 圈 上 的 弧 的 方向 保持 一 致 , 则 称 它 为 回 
路 (circuit). 

定义 10.5.3 G 中 包含 每 一 条 边 的 迹 称 为 欧 拉 迹 (Euler 
trail). 包含 每 一 个 点 的 路 (图 ) 称 为 哈密 尔 顿 路 ( 圈 )(Hamiltonian 
path (cycle)). 有 欧 拉 闭 迹 的 图 称 为 欧 拉 图 ,有 了 哈密 尔 顿 圈 的 图 
称 为 哈密 尔 顿 图 . 

定理 10.5.4 设 G 是 连通 图 , 则 图 G 中 有 欧 拉 迹 的 充分 必要 
条 件 是 G 中 奇 次 点 的 数目 过 2.G 中 有 欧 拉 闭 迹 的 充分 必要 条 件 
是 G 中 无 奇 次 点 . 
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定义 10.5.5 i G=(V,E),E=(e e, s e,) C E G 中 一 
个 圈 , 则 向 量 
Qa = (usus sUn)» 
其 中 
1, Maec 
“Tlo 否则 
则 称 a 为 一 个 对 应 于 C 的 圈 向 量 (cycle vector). 
定义 10.5.6 ana, a, 是 图 G 的 圈 向 量 ,满足 (运算 在 
域 (Z: ,十 ) 中 进行 )， 
d) wu ,az ,… ,a, 线性 无 关 ， 
(2) G 中 任 一 个 圈 向 量 a 均 可 由 a, ,a,，…,a, 线性 表 出 , 则 称 
aa sa, 为 G 的 一 组 圈 基 (cycle basis). 
由 圈 基 在 Z? 中 生成 的 线性 子 空间 称 为 图 G 的 圈 空 间 (cycle 
space) ,图 空间 中 每 一 个 向 量 是 图 向 量 或 一 些 轿 向 量 之 和 . 
定义 10.5.7 图 G 的 圈 空 间 的 维 数 称 为 G 的 圈 秩 (cycle 
rank), 记 作 Y(G) ,并 满足 以 下 等 式 : 
Y (G) = m—n+tw(G), 
其 中 n=|1V|,m=|E|,w(G) 为 G 的 连通 分 支 数 目 . 
定义 10. 5.8 图 的 物 (rank) 定 义 为 r(G)=n—w(G). 


10.6 距离 与 中 心 


定义 10.6.1 设 u,v 为 图 G 中 两 点 , 则 wu 与 v 之 间 的 最 短路 
的 长 度 ( 路 长 指 路 中 所 含 的 边 数 ) 称 为 w 与 v 之 间 的 距离 
(distance), 记 作 d(u,v). 
定义 10.6.2 设 G=(V,E), 图 G 中 两 点 之 间距 离 的 最 大 
值 , 称 为 G 的 直径 (diameter) , 记 作 d(G) , 即 
q (G= max d(u,o). 


G = 1,2,**,m), 
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设 o € V, 与 其 他 各 点 距离 的 最 大 值 , 称 为 w 的 离心 率 
(eccentricity) , 记 作 oC o) , 即 
plv) = max(d(u,o)). 


图 G 中 的 最 小 离心 率 , 称 为 G 的 半径 (radius), 记 作 r(G) , Bl 
r(G) = min{p(v)}. 
因此 ,图 G 的 半径 不 一 定 是 图 G 的 直径 的 二 分 之 一 . 
定义 10.6.3 图 G 中 离心 率 等 于 图 的 半径 的 点 v : po(u) 一 
r(G) 称 为 G 的 中 心 点 . 中 心 点 的 集合 称 为 G 的 中 心 (centre). 
图 G 中 最 长 圈 的 长 度 称 为 G 的 周 长 (circumference),G 中 最 
短 圈 的 长 度 称 为 ( 腰 ) 围 长 (girth). 


10.7 图 的 运算 


定义 10.7.1 设 G=(V,E),V'CV,E'’CE, 则 规定 以 下 
记号 : 
G—V'=G[V\V'] BRA G PARTE V 及 与 其 关联 的 边 . 
G 一 E' 二 GL[LE\E'], 即 从 G 中 去 掉 边 子 集 E”. 
# ECVXVNE, 则 规定 G+E,=(V,EUE,). 
此 外 还 规定 : G 一 v=G 一 {v},G 一 e=G 一 {e}. 
定义 10.7.2 设 G=(Vi,Ei),G; 二 (V;,E;) 为 两 个 图 , 则 
G, U G; = (V, UV;,,E, U E), 
G N G; = (V, N V, ,E, N E), 
分 别称 为 G, 与 G, 的 并 人 (union) 和 交 (intersection). 
当 G, 与 G, 不 相交 时 ,它们 的 并 记 作 G, +G. 
定义 10.7.3 设 G 与 G; 为 两 个 图 ,将 G 的 每 一 个 点 与 G 
的 每 一 个 点 用 边 相连 ,所 得 的 图 称 为 G, 与 G, 的 联 (join), 记 作 
G, V G. 
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定义 10.7.4 ŠG =(V,,E,), G,=(V,,E,). + 
V=V,XxXV,, 
E= (((u,u),(u,u )) | uv; € Er} U ((Ga,u),(ue,2)) | u, € E} 
则 图 的 笛 卡 儿 积 (cartesian product of graphs) 为 

G, X G; = (V, E). 

定义 10.7.5 É G=(V,E),§ E ={(u,v)| (u,u) € E}, MJ 
G 三 (V,E') 称 为 G 的 补 图 (complement). 

定义 10.7.6 设 晶 是 G 的 子 图 ,将 G ba H 的 边 ,所 得 之 
ECHE H, RATA H 的 余 (complement). 

定义 10.7.7 Wk G= (V, E), MÆ (power) G 定义 为 : 
V(Gt)=V, 

E(Gt')= ((u,o)|do(u,o)<k) ,其 中 dc (u,v) 表 示 u,v 两 点 
在 G 中 之 距离 . 

定义 10.7.8 设 e€EE(G), 将 e 收缩 为 一 点 , 记 作 Ge. 令 
G 一 G.…e, 称 G 为 G 的 一 次 初等 收缩 ,车 G, EG 经 过 若干 次 初 
等 收缩 得 到 , 则 称 G 可 收缩 到 G,, 或 G 是 G 的 收缩 
(contraction). 

定义 10.7.9 i G, =(V,,E,),G;=(V; ,已 ), 则 图 的 合成 或 
字典 积 (composition or lexicographic product of graphs) G, [G, ] = 
(V,E), 其 中 

V =V, XV,,E = {{ (usu), (vv ))} | Gu) € E, 

或 MI = v Hus v) e E; ). 

定义 10.7.10 车 在 一 个 图 G 的 一 些 边 上 加 一 些 点 ,所 得 的 

图 G' 称 为 G 的 细 分 (subdivision). 


10.8 WHAK ASSA 


Ë G, =(V, ,E,) ,G;, = (V, , E, ) 为 两 个 图 . 
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定义 10. 8.1 FERH f: V1->V; 满足 
(usw) € ES), f(o,)) € E., 
则 称 G, 5 G: 同 构 (isomorphic) : 记 作 G, =G... 
定义 10.8.2 设 G=(V,E), 基 有 双 射 /:V->V 满足 
(myz) € ESSC), Fw)) € E, 
则 称 f E: G 上 的 一 个 自 同 构 (automorphism). 

G 上 的 所 有 自 同 构 的 集合 记 作 研 (G) 或 者 Aut(G) ,对 映射 的 
复合 构成 一 个 群 , 标 为 G 的 自 同 构 群 (automorphism group) ,或 简 
称 为 图 G 的 群 . 

猜想 10.8.3 设 G=(V,E),H==(U,F) 为 两 个 n 阶 图 , 若 对 
EA i(1<;<cn),G,=G—u,,H,= H—u,,# GZH, , 则 G= H. 
此 猜想 称 为 Ulam 猜想 也 称 为 重 构 猜想 (reconstruction 
conjecture), ZS KRH. 

EX 10.8.4 设 G=(Vi,E,),G, 一 (V,,E,) 为 两 个 图 , 若 存 
在 映射 f: Vi 一 V; 满足 

sw) € E(f), f(u,)) € E, 
M f B G, 到 G, 的 一 个 同 态 (homomorphism). 

定义 10.8.5 设 G, 与 Gs 是 通过 对 同一 个 图 G 的 边 细 分 而 

得 到 ,所 谓 细 分 是 在 某 些 边 上 加 一 些 点 , 则 称 G 与 G, FJ EE 


(homemorphic). 


10.9 图 的 独立 集 、 团 和 覆盖 


定义 10.9.1 设 G=(V,E),SCV, 车 S 内 任何 两 点 之 间 均 
无 边 相 连 , 则 SE G 的 一 个 独立 集 (indepedent set). G 中 一 个 完 
全 子 图 称 为 G 中 的 一 个 团 (clique). MC E,# M 中 的 边 互 相 不 相 
邻 , 则 称 M R: G 中 一 个 边 独 立 集 , 又 称 匹 配 (matching). 
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定义 10.9.2 G 中 最 大 独立 集 的 基数 称 为 C 的 独立 数 
(indepedent number) , 记 作 a(G). G 中 最 大 团 的 基数 , 称 为 G 的 
Ag clique number) ,有 时 记 作 (G). G 中 最 大 匹配 的 基数 , 称 为 
G 的 边 独立 数 (edge-independence number) , 记 作 a” (G). 

定义 10.93 设 G=(V,E),CCV,C 包 含 E 的 每 条 边 的 至 
少 一 个 端点 , 则 称 C 为 G 的 点 覆盖 (vertex cover). 设 LEE, # G 
的 每 一 点 都 是 工 中 某 边 的 端点 , 则 称 工 是 G 的 边 覆盖 (edge 
covering). G 中 最 小 覆盖 的 基数 , 称 为 G 的 覆盖 数 (covering 
number) , 记 作 8(G); 

G 中 最 小 边 覆 盖 的 基数 称 为 G 的 边 覆盖 数 (edge covering 
number), 记 作 8 (G). 

定理 10.9.4 设 G=(V,E) 为 简单 图 ,|V|=n,1E|=m, 则 
G 的 独立 数 a(G) 有 以 下 估计 式 : 


2 
j 
(1) a(G)Zy +n 


等 式 成 立 当 且 仅 当 G 的 每 一 连通 分 支 是 阶 数 相同 的 团 . 


(2) a(Gy> nm, 


等 式 成 立 当 且 仅 当 G 的 每 一 连通 分 支 是 2- 团 或 3- 团 . 

定理 10.9.5 设 G=(V,E) 是 一 个 图 , 则 有 独立 数 与 覆盖 数 
之 间 的 关系 : 

A) SCV, 则 S 是 独立 集合 WN\S 的 点 覆盖 . 

(2) a(G)+ËXG)= ||VV(G)|. 

(3) 对 非 空 图 G A a (G+ G= |V(G)|. 

(4) HAA G B ó>0 有 

a(G) = B'(G); a’'(G) = RG). 

不 含 (m 十 1)- 团 或 不 含 (mx 十 1)- 独 立 集 的 图 的 边 数 的 估 值 见 

10.3 节 . 
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定理 10.9.6 £ k-Bls hr E BOB Ramsey 定理 的 图 
论 形式 ). 

Ramsey 定理 对 任何 正 整数 上 和 /都 存在 一 个 最 小 的 正 整 
KYED ,对 任何 阶 数 n 宇 Y(k,1) 的 简单 图 ,或 者 包含 - 团 ,或 者 
包含 上 独立 集 . 数 yk, DERA Ramsey 数 . 已 知 的 Ramsey 数 
Yk DAK 8. 6. 

广义 Ramsey 定理 iË bi, k, h, 为 m PERY, H m 种 颜 
色 对 完全 图 K。 的 边 着 色 , 则 存在 最 小 的 正 整数 Yk kzit okm) 
使 K, 的 着 色 必 含有 第 一 种 颜色 的 Ai - 团 , 或 第 2 种 颜色 的 k- 
团 ,…… ,或 第 m 种 颜色 的 人 v- 团 . 


10. 10 一 些 特殊 图 类 


定义 10. 10. 1 Petersen 图 : 该 图 最 初 是 由 Petersen 用 来 作 
为 一 个 没有 割 边 的 3- 正 则 图 不 能 分 解 为 3 个 1- 因 子 的 和 的 一 个 
例子 . 后 来 , 它 陆 续 被 发 现 具有 许多 特殊 的 性 质 , 在 很 多 问题 中 都 
被 作为 一 个 特例 或 反例 ,以 致 可 以 说 ,Petersen 图 是 图 论 中 最 重要 
的 一 个 特殊 的 图 (图 10. 1). 它 的 性 质 有 

a) 3- 正 则 ; 且 是 一 个 5- 笼 ; 

(2) 非 平 面 图 ; 

(3) 第 二 型 边 色 数 图 ; 

(4) 非 哈密 尔 顿 图 ;但 有 哈密 尔 顿 路 , 旦 满足 条 件 : oG- S) < 
1S|1,YVSEV(CG)( 参 看 11. 4 节 ); 

(5) 是 点 传递 图 但 不 是 Cayley 图 . 

定义 10. 10.2 广义 Petersen 图 类 P(n,2): 设 ”为 三 5 的 奇 
数 , 由 nn 个 外 点 组 成 一 个 外 圈 , 图 内 有 nn 个 内 点 ,每 个 内 点 与 对 
应 的 外 点 相连 ,相隔 的 两 内 点 相连 . RAER: 是 第 一 型 边 色 
数 图 . 
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图 10.1 图 10.2 


定义 10. 10.3 Meredith 图 类 M,.. : 该 类 图 是 在 Petersen 图 
的 基础 上 构造 出 来 的 . 在 Petersen 图 中 将 每 一 个 点 用 Ki IÈ 
替 , 并 连 成 一 个 &- 正 则 图 (图 10. 2). 它 具 有 以 下 性 质 : 


设 |V1 一 ”mm 一 L + JW m= 偶数 时 ,G 是 第 一 型 边 色 数 图 ， 
否则 是 第 二 型 的 . 
定义 10.10.4 设 r(k,/) 为 Ramsey 数 ( 见 8. 17 节 ), 则 顶点 


数 为 r(k,1) 一 1, 既 不 包含 &A- 团 也 不 包含 -独立 集 的 图 称 为 
Ramsey(k,1) 图 . 见 图 10. 3 一 图 10.6. 


Q %@ 


图 10.3 Ramsey(3,3) 图 图 10.4 Ramsey(3,4) 图 
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图 10.5 Ramsey(3,5) 图 图 10.6 Ramsey(4,4) 图 


定义 10.10.5 设 G 是 一 个 直径 为 d 的 & 次 正则 图 ,n= 
|ə(G) |. 如 果 
n= 1 十 上 十 &(E 一 1) 十 … 十 RE 一 1) 和 1， 
则 称 G 为 一 个 Moore 图 . 
定理 10. 10.6 HBH d. KAA k EMKA g 的 连通 图 为 
Moore 图 的 充 要 条 件 是 g 王 2d 十 1. 
定理 10.10.7 设 G 是 直径 为 4 BJ) k WK Moore 图 , 则 当 &=2 
时 ,G 为 多 边 形 , 且 (2d 十 1)- 边 形 也 一 定 是 一 个 Moore 图 . 4 k>3 
时 , 必 有 d=2 H k€ (3,7,57). 
定义 10.10.8 设 卫 是 一 个 有 限 群 ,2 为 一 的 一 个 子 集 且 满 
EIEN, YLEN r EN. 群 卫 关 于 子 集 2 的 Cayiey 图 G Æ 
义 如 下 : 
V(G) = P,E(G) = ((g,h) | g'h € Q), 
记 作 G=G(T,0). 
定理 10. 10.9 Cayley 图 的 性 质 
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(1) G(T',Q)8 38 BJ 832 REN) =G. 

(2) Cayley 图 是 顶点 传递 图 . 

(3) P ñjZe IE] gs L (P) < Aut(G). 

例 10.10.10 设 T=S;,0={(12),(23),(13)}, 则 Cayley 图 
G=G(S, ,2) 同 构 于 K... ,如 图 10.7 所 示 . 


(1) (12) 
(13) (123) 


(132) (23) 


并 非 每 个 点 传递 图 都 是 Cayley 图 , Petersen 图 是 点 传递 图 ， 


但 它 不 是 Cayley 图 . 
定义 10.10.11 循环 图 (circulant graph): 设 图 G 6548448 
阵 4(G) 为 以 下 形式 的 循环 矩阵 : 
0 az a3 * Am2 a, 
ari 0 æ a, a, 
A(G) = Ze- a O a, a,-s 
as a as; 0 us 
a; as a, ar) 0 
循环 图 有 以 下 性 质 ， 


D 循环 图 是 正则 图 ; 
(2) 循环 图 的 特征 值 为 
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a 
9 1 a . 
Ai 一 Jaw” w i= 0,11, n—1, 


其 中 a 二 0,w 二 e* 为 nn 次 单位 根 . 

循环 图 亦 可 直接 定义 如 下 : 设 G,(ri,re，… sri) 为 n 阶 图 ,0 一 
rir, rn V= {U u o Unho E= { (U s Vign )|i=1,2,", 
nj=1,2,-- k) ,其 中 itr 为 模 n 的 运算 . 

循环 图 也 可 以 简单 地 定义 为 循环 群 上 的 Cayley 图 . 

定义 10.10.12 设 图 G==(V,E),IV|==n,|E|=m, 车 存在 
单 射 9: V->[0,m]( 称 9 为 V 上 的 标号 ) 满 足 : Ve eÉ € E R. e, = 
e 有 0 Ce) AO (es), 其 中 9(e)==190(u) 一 9(v)|,e= 二 uv， 即 任意 两 
条 边 的 标号 差 都 不 相同 , 则 称 G 为 优美 图 (graceful graph), 称 0 
为 G 的 一 个 优美 标号 . 

猜想 10. 10.13 优美 树 猜 想 (graceful tree conjecture, A. 
Rosa,1966); 所 有 的 树 都 是 优美 的 . 

(参看 马克 杰 ,《 优 美 图 ), 北 京 大 学 出 版 社 ,1991. ) 

EX 10.10.14 设 G 是 一 个 简单 图 ,如果 G 的 每 个 导出 子 图 
的 色 数 x 等 于 其 极 大 团 的 点 数 w, 则 称 G 为 完美 图 (perfect 
graph). 

设 G 是 一 个 二 分 图 , 则 G 的 补 图 、 线 图 及 线 图 的 补 图 都 是 完 
美 图 . 

定理 10. 10.15 完美 图 定理 完美 图 的 补 图 是 完美 图 . 

猜想 10.10.16 ” 强 完美 图 猜想 G 为 完美 图 当 且 仅 当 G 
和 G 都 不 含 奇 圈 这 样 的 导出 子 图 . 

定义 10.10.17 若 图 C 不 是 完美 的 ,但 它 的 所 有 真 导出 子 图 
都 是 完美 的 , 则 称 G 为 临界 非 完美 图 . 利用 临界 概念 ,可 以 把 强 完 
美 图 猜想 如 下 : 奇 圈 及 其 补 图 是 仅 有 的 临界 非 完 美 图 . 

定义 10.10.18 围 长 为 &, 点 数 最 少 的 人 -正则 图 称 为 一 个 
(k g)-Æ (cage). 并 有 以 下 结果 : 
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(1) É f(k,g) 为 (k,g)- 舌 的 点 数 , 则 /(2,g) = 二 g, 对 上 宇 3， 有 
&AC&R 一 1)7 一 2 


ks '8 = 27 二 1; 
(k,g) 
atti q A, ai 
k—2 E 


(2) (2,g)- 笼 为 g - ËB; D-H Kiis (k,4)- E 3 Kaa. 

(3) 对 223 和 g 宇 5, 上 述 (1) 中 等 式 成 立 仅 当 g=5 M k=3, 
7,57 或 g=6,8,12. 

(4) 对 于 g 宇 3, 存 在 一 个 (3,g)- 笼 ,对 于 g=3 到 8, 存 在 唯一 
的 (3,g)- 笼 ， 

已 知 的 (3,g)- 笼 列 于 表 10. 1. 


R101 已 知 的 (3,g)- 短 


Heawood 图 
McGee 图 
Tutte-Coxeter 


Petersen 


图 10.8 为 Heawood Ë /(3,6)- 3. 
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图 10.9 为 McGee 图 /(3,7)- 笼 : 图 10.9 按 所 注 的 标号 
的 并 . 


10.9 


图 10. 10 为 Tutte-Coxeter 图 (3,8)- 笼 : 所 示 两 图 按 标号 


es 
2 


定义 10. 10. 19 立方 图 (kecube)， 有 2 个 点 ,每 个 点 对 应 


一 个 & 位 二 进 制 数 ， ,两 点 相 邻 的 充分 必要 条 件 是 它们 对 应 的 二 进 
制 数 恰 有 一 位 不 同 . 


图 10. 11 为 3- 立 方 图 ， 


图 10. 10 
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001 


111 


000 


110 


100 


图 10.11 


图 10. 12 为 4- 立方 图 . 


1111 


1101 


EX 10.10.20 ” 度 序列 最 优 的 非 哈 密 尔 顿 图 Crn: 设 二 2m, 令 
Cmn = K, V (Ks + K, x.) 
则 C。。 有 以 下 性 质 ， 
(1) 车 G 是 一 个 1V(G) | 三 3 的 非 哈密 尔 顿 简单 图 , 则 有 某 个 
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Cun。 其 度 序 列 优 于 G 的 度 序列 (所 谓 度 序列 的 优 劣 指 : 设 两 个 图 
的 度 序 是 分 别 为 S = (di,d;，*…,d,),S, = (diyds，…,d’), 车 有 
d, > di(i 一 1,2,…,n), 则 称 度 序列 S, 优 于 度 序列 S,). 

(2) Cn 的 度 序 列 为 


(mmn —m— Ll, ,n—m—l,n—1,=*,n—1). 
— ——— 
m 个 nn 一 2m 个 m 个 


(3) Cn 的 边 数 
| E(C...) |= T+ [m + (n—2m)(n—m— 1) -+-m(n— 1)1. 


10.13 WE C,..,. 图 10.14 为 图 Cis. 10.15 为 图 C;.;. 


图 10.14 图 10.15 


定义 10. 10.21 不 含 (m 十 1)- 团 的 边 数 最 多 的 图 T。,(Turan 
图 ): 设 T。, 为 ” 阶 不 含 (m 十 1)- 团 的 边 数 最 多 的 图 . 它 的 构造 如 


下 :Tm 是 一 个 完全 m 分 图 ,每 一 部 分 有 | Z- | 个 或 | AA 
一 部 分 的 点 互相 不 相 邻 ,不 同 部 分 的 点 之 间 均 有 边 相 连 ,参看 ( 定 
H 10. 3.7). É n=mt+r,0<+r<—m , IJ 


Toia A 
m—r+ r+ 
图 10.16 为 图 T.s. 
ZX 10.10.22 ”连通 度 为 m HARRE Hn: 设 Hn, 
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是 连通 度 为 m 的 n 阶 图 , 则 万 ,., 的 构造 如 下 : 
(1) 4 m=2y Bf i V(H,,,,) = 
(0,1,2,3, n— 1}, W) 瓦 (五 。,) 为 
i— y < j + Y (mod n) BJ # 
ij € E. 
(2) 当 m=2Y+ 1 H nn 为 偶数 
时 , 先 按 (1) 作 出 万;,., ,然后 再 连接 


¿BJ + [o<i< 2). 

(3) 34 m=2y+ 1 B n 为 奇数 
时 , 先 按 (1) 作 出 万 ;,,,， 然后 再 连 
接 0 到 21 和 z+1l，i 到 


2 2 
.  n+i 。 “天 一 
i+; (1<i< > ). 
且 有 


| E(H,..) |=[” 1 
图 10.17 为 图 H... ,图 10.18 为 图 H; ,图 10. 19 为 图 H;,,. 
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定义 10. 10.23 有 人 曾 猜 想 ,每 一 个 3- 正 则 的 3- 连 通 可 平 
面 图 含有 一 个 哈密 尔 顿 图 .Tutte 
作出 了 一 个 46 阶 的 3- 正 则 3- 连 
通 的 可 平面 图 ,但 不 是 哈密 尔 顿 
的 ,从 而 否定 了 此 猜想 . 这 个 图 常 
被 称 为 Tutte 图 (图 10. 20). 

图 10. 21 为 Herschel 图 , 该 
图 的 特点 是 二 分 图 , 非 哈密 尔 顿 
图 ,但 有 哈密 尔 顿 路 . 


图 10.20 


图 10.21 
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图 10. 22 为 Grotzsch 图 ,是 围 长 为 4 的 点 着 色 4- 临 界 图 . 
图 10. 23 为 Coxeter 图 ,此 图 具有 以 下 性 质 : 

(1) 第 二 型 边 色 图 . 

(2) 顶点 传递 的 , 含 哈密 尔 顿 路 但 不 含 哈密 尔 顿 图. 


图 10.22 图 10.23 


定义 10. 10.24 Mobius 梯 M,: 有 2s 个 点 . EH Cs, 上 连接 
对 顶点 的 边 所 构成 的 3- 正 则 图 . 具有 以 下 性 质 : 

(1) M, 的 特征 值 为 

À, = 2 cosxj/s+ (— 1)'j, 7=0,1,,2s—1. 
(2) M, 的 色 多 项 式 为 
P, Cu) = G — 3u +3)' + (u — DDG — u) — (1—u)'] — 1. 

定义 10.10.25 超 八 面体 图 (hyperoctahendron ) H, , 即 为 

Ko,2,..,2 y25 个 点 的 s 分 图 ,具有 以 下 性 质 : 


(1) 其 特征 值 谱 为 
2s—2 0 一 2 
SpecH, = ( 1 s ,—1): 
(2) 其 色 多 项 式 有 以 下 递 推 公式 : 
Pilu) ==, 


P,(u) =u(u—1)P,, (u —2) +uP,., (u — 1),s > 2. 
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11 图 论 中 若干 问题 
11.1 图 的 连通 性 


11.1.1 基本 概念 


定义 11.1.1 若 图 中 任何 两 点 之 间 都 有 路 连接 , 则 称 此 图 是 
连通 图 (connected). 

定义 11.1.2 图 G 中 的 一 个 最 大 连通 子 图 称 为 G 中 的 一 个 
连通 分 支 (component);G 的 连通 分 支 的 个 数 称 为 G 的 连通 分 支 
数 , 记 作 w(G). 

定义 11.1.3 WG 为 连通 图 ,vEV(G), 若 G 一 "不 连通 , 则 
FK u g R| EK (cut vertex). e€ E(G),# G 一 e 不 连通 , 则 称 e A G 
的 一 个 割 边 (cut edge) , 割 边 又 称 桥 (bridge)， 

定义 11.1.4 设 G=(V,E),V CV, 若 G 一 V' 不 连通 , 则 称 
V' 是 G 的 点 割 集 (vertex cut). CE, 若 G 一 EF 不 连通 , 则 称 E 
ÆG 的 一 个 边 割 集 (edge cut). 

定义 11.1.5 G 中 最 小 割 集 的 基数 称 为 G 的 连通 度 
(connectivity) , 记 作 x(G). G 中 最 小 边 割 集 的 基数 , 称 为 边 连通 
度 (edge connectivity) , i fE x(G). 

定义 11.1.6 # (G) >k, WJ # G 是 一 个 -连通 图 (k- 
connected graph). 若  (G)2= k, MEK G 是 一 个 上 - 边 连 通 图 (k- 
edge-connected graph). 

定义 11.1.7 图 内 的 一 个 极 大 2- 连通 子 图 称 为 图 中 的 一 个 
块 (block). 一 个 2- 连 通 图 可 称 为 一 个 块 . 


定义 11.1.8 若 G 是 A- 连 通 的 , 且 YeEE(G), 下 一 < 不 再 是 
&- 连 通 的 , 即 <(G 一 e 一 A, 则 称 G 是 极 小 有 -连通 图 (minimally 大 


connected graph). 
11.1.2 连通 图 的 性 质 


定理 11.1.9 Menger 定理 设 G 是 简单 图 , 则 G 是 上 连通 
的 充分 必要 条 件 是 G 中 任何 两 点 之 间 有 上 条 独立 路 ( 指 无 公共 点 


的 路 ). 
定理 11.1.10 设 G 是 连通 图 , 则 G 是 树 的 充分 必要 条 件 是 
G 的 每 一 条 边 是 割 边 . 


定理 11.1.11 车 图 G 是 连通 的 , 则 |E(G)| 宇 |V(G)| 一 1. 
定理 11.1.12 车 G=(V,EE) 不 是 上 -连通 的 , 则 存在 
Vi, V. V, 1V,=@,|V,|==m2>1,|V,|=xm2:1,n +n, +k—1= 
n 使 
Vo, € V,G = 1,2) A dlu) Sn + k —2. 
定理 11.1.13 HA G HEFINA dn) Sdn) < --- < 
dlu), BFE ROS Sn) fE d o )Si+k—1,j=1,2,-.,n—1— 
d(o,-,+4) M) G Æ k - PE 308 H. 
定理 11.1.14 设 G 为 n 阶 图 , 则 有 : 
(1) 26+2—n<x«r(G)<é. 
(2) Vo€ V(G),e€ E(G)# 
K(G) — 1 <<(G — v) < x(G) 
K'(G)—1 <r (G— v) < (G) 
(3) 设 S 是 点 数 为 n, 边 数 为 m 的 图 的 集合 , 则 有 


maxkc(G) = maxx’ (G) = | 2: | 
s s n 


定理 11.1.15 3- 连通 图 构造 定理 (Tutte 定理 ) G 是 3- 连 
通 图 的 充分 必要 条 件 是 G 是 一 个 轮 或 对 一 个 轮 重 复 施 以 下 列 两 
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种 运算 所 得 到 的 图 : 

a) 加 一 条 边 ; 

(2) 分 型 任何 一 个 次 数 三 4 的 点 z: 用 两 个 相 邻 的 点 z z Ç 
替 工 ,将 工 的 每 一 个 邻 点 与 zx' 或 x 相连 ,并 使 与 x 的 次 数 都 大 
于 或 等 于 3. 

定理 11.1.16 极 小 2- 连 通 图 的 性 质 

(1) 设 G 是 2- 连 通 图 , 则 G 是 极 小 的 充分 必要 条 件 是 G 中 任 
何 一 个 圈 中 没有 弦 ( 即 两 端 在 圈 上 的 边 ). 

(2) n Erik X 2- 连 通 图 至 少 含 有 (zz 十 4)73 个 2 次 点 , 且 对 
m 三 一 1,0(mod 3) 这 是 最 少 的 可 能 . 

(3) É G k: n 阶 极 小 2- 连 通 图 且 n 宇 4, 则 |E(G) | 三 2n 一 4， 
H K;,,_;: 是 唯一 的 一 个 n 阶 , 边 数 为 2n 一 4 的 极 小 2- 连 通 图 . 

定理 11.1.17 极 小 -连通 图 的 性 质 ik G= (V , E) E R /|s 
k- 连 通 图 , 则 有 : 

—1)n+2 


D 次 点 的 个 数 宇和 


(2) 当 nZ3k—2 BF, |E(G)| S<k(n—k). 4 n>3k—1 时 有 
LEG) | 二 k(n 一 k) 的 充分 必要 条 件 是 GSK,- 


11.2 图 的 平面 性 


11.2.1 平面 图 及 有 关 参 数 


定义 11.2.1 一 个 图 G 若 能 画 在 一 个 平面 上 而 使 它 的 边 仅 
在 顶点 处 相交 , 则 称 G 为 一 个 平面 图 (planar graph) ,否则 称 为 非 
平面 图 (有 些 书 上 称 G 为 可 平面 化 的 或 可 平面 图 ,而 把 已 画 在 平 
面 上 其 边 仅 在 顶点 处 相交 的 图 称 为 平面 图 . ) 
定义 11.2.2 平面 图 将 平面 分 为 一 些 连通 闭 域 ,每 个 闭 域 称 
为 一 个 面 (face) ,无 界 的 面 称 为 外 面 (outer face) ,其 余 的 面 称 为 内 
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Bü (inner face). 某 个 面 f 的 边界 所 含 的 边 数 , 称 为 f 的 次 
(degree) 记 作 d(f). 设 G(V,E,F) 为 平面 图 ,其 中 下 是 G 的 面 的 
合 , 则 有 下 面 定理 . 

定理 11.2.3 

(1) 欧 拉 多 面体 公式 (Euler polyhedron formula) 1V | 一 
IE| +IF|=2. 

(2) |[E|<3[V|—6,|V|>3. 

(3) # G R 2-3E48 0, HAS = fE ,W|| E| <2|V I 一 4. 

(4) # G 中 每 一 个 面 是 三 角形 , 则 | 已 | 入 21V| 一 6. 

(5) # G 中 每 一 个 面 是 4- 圈 , 则 |E|=2|V| 一 4. 

(6) 车 G 中 每 一 个 面 是 - 圈 , 则 |E|=&(|V| 一 2)/(k 一 2). 

(7) 对 1V| 宇 4,G 中 至 少 有 4 个 点 次 数 不 超 过 5. 


(8) Da) =2 | E |. 
IEF 


11.2.2 平面 图 的 条 件 及 性 质 


EA 11.2.4 K; ,K:.: 是 非 平面 图 . 

定理 11. 2.5 Kuratowski 定理 一 -个 图 是 平面 图 的 充分 必 
要 条 件 是 它 不 含 Ks R K;,; 的 细 分 作为 它 的 子 图 (图 的 细 分 见 定 
X 10.7.10). 

EE 11.2.6 Harary 定理 一 个 图 是 平面 图 的 充分 必要 条 
件 是 它 没有 可 以 收缩 到 Ks 或 Kaa 的 子 图 (图 的 收缩 见 定义 
10. 7. 8). 

EX 11.2.7 W G=(V,E,F)E: — 4-8 Ë] ,# x Z + BE 8 
加 入 边 而 保持 其 平面 性 , 则 称 G 是 极 大 平面 图 (maximal planar 
graph). 

极 大 平面 图 有 以 下 性 质 . 

定理 11.2.8 (1) 若 G 是 极 大 平面 图 , 则 每 个 面 是 一 个 三 角 
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J.B IE|=3[|V|—6. 

(2) # G 是 阶 数 三 4 的 极 大 平面 图 , 则 G 是 3- 连通 的 . 

定义 11.2.9 设 G(V, 正 ,F) 是 一 个 平面 图 , 令 C =(V`, 
E' F') ,其 中 六 一 FE 定义 如 下 : e =(f,, f) EE Se EM 
f 与 面 f; 的 公共 边界 土 . 则 称 G 为 G 的 对 偶 图 (dual graph). 
对 偶 图 有 以 下 性 质 . 

定理 11.2.10 (1) 平面 图 G 的 对 偶 图 G' 仍 为 平面 图 . 

(2) 若 G 是 连通 的 平面 图 , 则 G”… =G. 

(3) 同 构 的 平面 图 可 能 有 非 同 构 的 对 偶 图 . 这 是 由 于 一 个 图 
可 能 有 不 同 的 平面 化 方法 . 

例 11.2.11 G; 二 6;, 但 它们 有 不 同 构 的 对 偶 图 , 见 图 11. 1. 


2 


Cb) G, 
图 11.1 


定理 11.2.12 平面 图 的 连通 性 有 以 下 结果 : 

(1) 4- 连 通 平面 图 是 Hamilton 的 . 

(2) 每 一 个 5- 连 通 平 面 图 至 少 有 12 个 点 . 

(3) 并 非 每 个 极 大 平面 图 是 Hamilton 的 . 

(4) 无 6- 连 通 的 平面 图 . 

(5) # G 是 一 个 极 大 平面 图 且 每 个 三 角形 界定 一 个 区 域 , 则 
G Æ Hamilton 的 . 
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EX 11.2.13 若 一 个 平面 图 可 使 它 的 所 有 点 位 于 同一 个 面 
的 边界 上 ,通常 将 此 面 画 成 外 面 ,这样 的 图 称 为 外 平面 图 
(outerplanar graph). 如 果 一 个 外 平面 图 不 能 再 加 边 而 保持 它 的 
外 平面 性 , 则 称 它 为 极 大 外 平面 图 (maximal outerplanar graph). 

定理 11.2.14 外 平面 图 有 以 下 性 质 : 

O) 设 G 是 连通 的 , 且 不 是 一 条 路 , 则 G 是 外 平面 图 的 充分 
必要 条 件 是 G 不 含 K, 或 K,.; 的 细 分 作为 子 图 . 

(2) 一 个 2- 连 通 的 n 阶 外 平面 图 是 一 个 7- 圈 上 加 一 些 不 相交 
的 弦 . 

EH 11.2.15 极 大 外 平面 图 的 性 质 ， 

(1) 一 个 nn 阶 极 大 外 平面 图 是 一 个 边 形 的 一 个 三 角形 前 分 . 

(2) 一 个 n 阶 极 大 外 平面 图 有 n 一 2 个 内 面 ,2n 一 3 条 边 . 

G) 至 少 有 2 个 二 次 点 ,至 少 有 3 个 点 次 数 去 3. 

(4) 连通 度 <K(G) 一 2. 


11.3 图 的 拓扑 不 变量 


11.3.1 定向 曲面 与 非 定向 曲面 


定义 11.3.1 定向 曲面 (orientable surface); 球面 S, , 环 面 
(torus)S ,双环 面 S, ,三 环 面 S, ,…( 见 图 11. 2). 


e EE Pei 


构成 : 在 球面 上 加 上 个 环 柄 (handle) 构 成 S,. 任何 一 个 图 可 
以 画 在 一 个 定向 曲面 上 使 没有 相交 边 . 
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定义 11.3.2 Möbius 带 是 一 个 既 非 闭 的 又 非 定 向 的 曲面 ， 
其 边界 为 一 连续 闭 曲 线 ( 见 图 11.3). 一 般 地 非 定 向 曲面 
(nonorientable surface) 是 指 : 曲面 上 一 个 法 向 量 沿 曲 面 上 某 一 连 
续 闭 曲线 运动 不 离开 曲面 也 不 越过 曲面 的 边界 回 到 原来 的 点 而 该 
法 向 量 反 向 . 

将 球面 上 开 一 个 洞 , 接 上 一 
个 Möbius 带 形成 一 个 闭 曲 面 称 
为 射影 平面 (projective plane). 
接 上 的 Möbius 带 称 为 一 个 交叉 
套 (crosscap). # F k 个 交叉 套 的 
曲面 记 为 Ni ,k==1,2,…， 任何 一 
个 图 可 以 画 在 某 个 N. 上 面 使 得 
没有 相交 边 . 

定理 11.3.3 根据 曲面 分 类 定理 ,任何 一 个 定向 曲面 都 可 以 
由 球面 上 加 上 若干 个 环 酉 得到. 任何 一 个 非 定 向 曲面 都 可 以 由 球 
面 上 接 . 上 若干 个 交叉 套 得 到 . 

定义 11.3.4 由 球面 添加 了 个 环 柄 的 定向 曲面 S, 的 亏 格 
(genus) 就 定义 为 这 个 非 负 整数 k, TAH YCS) =k. 而 由 球面 添加 
了 个 交叉 套 所 得 到 的 曲面 N , 的 ( 非 定 向 ) 亏 格 ((nonorientable) 
genus) 定 义 为 这 个 正 整数 上 , 记 为 Y(N,)==k. 

定义 11.3.5 曲面 S 的 欧 拉 特征 x(S)(Euler characteristic) 
定义 为 : 


11.3 


x(S,) =2—2h, 对 定向 曲面 S,. 
XCN =2 一 有 ,对 非 定向 曲面 N.. 


11.3.2 图 的 曲面 嵌入 与 亏 格 


定义 11.3.6 所 请 把 一 个 图 G 嵌入 (embedding) 到 一 个 曲面 
S 上 ,是 指 把 G 的 顶点 和 边 都 画 在 S 上 ,使 任何 两 条 边 至 多 只 在 
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顶点 处 相交 . 如 果 图 G W x A #| f Hii S 上 , 则 S 一 G 是 一 些 开 
集 的 并 ,其 中 那些 拓扑 同 胚 于 一 个 开 圆 盘 或 2- 胞 腕 (2-cells) 的 开 
集 叫 这 个 嵌 人 的 面 (faces), 如果 所 有 的 开 集 都 是 面 , 则 称 该 媒人 
为 2- 胞 腔 艇 人 (2-cell embedding). 
定义 11.3.7 图 CG 的 亏 格 定义 为 它 可 以 庶 人 到 其 上 的 定向 
曲面 的 最 小 亏 格 ,一般 记 为 yX(G). 亏 格 为 YX(G) 的 艇 入 叫 图 G 的 
R/M À (minimal embedding). 连通 图 的 极 小 嵌入 一 定 是 2- 胞 
ERA. 
— A Eq EE I] = F , #8 E T DA A. GS 3E E a h Im 65 D 
亏 格 . 
定理 11.3.8 如 果 连 通 图 G 在 曲面 S 上 有 一 个 极 小 典 入 ， 
则 有 
p—qa+ f= xS), 
其 中 p= 二 1V(G)|,g 二 1E(G)|, 而 f 是 嵌入 的 面 数 ,具体 地 ,有 
PP 一 9 十 f 二 2 一 2h, 其 中 是 图 G 的 亏 格 . 
b—q+ f = 2 一 上 ,其 中 上 是 图 G 的 非 定 向 亏 格 . 
称 它们 为 推广 的 欧 拉 多 面体 公式 . 
定理 11.3.9 SG=(V,E) 是 连通 的 ,|V|=p 宇 3,|E|=g， 
7 二 7(G) 为 图 的 亏 格 , 则 有 


1 
(1) yz>+q—+ (p. 
(2) # G 内 无 三 角形 , 则 


y> da-dog- 
(3) 若 每 个 面 是 三 角形 , WJ 
q= 3(p —2+ 27. 
(4) 若 每 个 面 是 四 边 形 , 则 
g = 2(p—2-+2. 
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定理 11.3.10 若干 种 图 的 亏 格 
(1) p 阶 完全 图 的 亏 格 为 


rk = [= 902 =D 1 


(2) 完全 二 分 图 的 亏 格 为 


Y(K,...) K. 1 


(3) k-3F J E Q, 的 亏 格 为 
y(Q,) = 1 + (& — 4)2* 2. 
定义 11.3.11 将 图 G 分 解 为 平面 图 的 并 的 最 小 数目 , 称 为 
G 的 厚度 (thickness), 记 作 0(G). 
定理 11.3.12 (1) 完全 图 的 厚度 
0(K,) >27 | 
p=5—8, 6(K,) = 2, 
0K) =K) = XK) = 3, 
Pp Æ 4(mod 6) H p Z 9 BR, EË p > 46,0(K,) = Pt: J 
Ka) ecg 4,0( Kz) = 5,0( K.) ws 6,0( K.) = 7. 
(2) 完全 二 分 图 的 厚度 
Kman) = [ 
(3) 立方 图 Q, 的 厚度 
aa» =[ H] 
定义 11.3.13 图 的 叉 数 (crossing numbers) # X X $e È E 
在 平面 上 时 两 交 边 对 的 最 小 数目 , 记 为 (G). 显然 v(G)==0 4 R 
仅 当 G 是 可 平面 图 . 


定理 11.3.14 (1) Kosi SIER eE]. 


mn ] 
2(m+n— 2) ` 


Durel] 


(3) xC, XC, ) =n, 4 n23. 
(4) v(C, XC, ) =2n, 4 n2>4. 
(5) (K. XC,) =3n, 4 n23. 


11.4 图 的 Hamilton 问题 


11.4.1 Hamilton 图 的 必要 条 件 


定理 11.4.1 Hamilton 图 的 必要 条 件 # G= V, E) Ë 
Hamilton 图 , 则 对 V 中 任何 非 空子 集 S 有 w(G 一 S) 和 1S|， 
这 里 w( 互 ) 表 示 图 H 的 连通 分 支 数 . 


11.4.2 Hamilton 图 的 充分 条 件 


定理 11.4.2 最 小 次 条 件 或 Dirac 条 件 (Dirac condition) 
n(n 宇 3) 阶 简单 图 G 车 满足 6 三 n/2, 则 G 是 Hamilton 图 . 

定理 11.4.3 KKR 设 G 是 简单 图 ,|V(G)|==n 宇 3, 若 
IHEM kà ISALT) ,次 数 <k 的 点 数 少 于 &; 当 是 奇数 时 ,还 需 
满足 次 数 三 (n 一 1)/2 的 点 数目 三 (mn 一 1)/2, 则 G 是 Hamilton 图 . 

定理 11.4.4 次 数 和 条 件 或 Ore 条 件 设 G=(V,E) 为 n 阶 
B B. Vu,o € V B uo E # d(u)-- d(%)2 n, N) G 是 
Hamilton 图 . 

定理 11. 4.5 次 序列 条 件 或 Chyatal R 设 ” 阶 简单 图 G 
的 次 序列 为 d, <d, Seed, ERA k(da k5) qd, 之 
n—k, Il] G 是 Hamilton 图 . 

定理 11. 4.6 ARRE 设 G=(V, 户 ) 是 简单 图 ,I|V|=n 宇 3， 
JE] =m, # # m> pa 1, M] G Æ Hamilton Ë. BH 4 


2 
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m=", )+1 时 , 非 Hamilton 图 只 有 C... R Cas. 这 里 Cn 的 


意义 为 Cs, =Kn V (Ks 十 K,.zn). 

定理 11. 4.7 PERH ” 设 G 是 简单 2- 连 通 图 ,1V(G)|= 
n 宇 3, 如 果 d (u, u) = 2= max(d(u),d(u))> n/2. JJ G 是 
Hamilton 图 . 


11.4.3 Hamilton 图 的 几 个 等 价 条 件 


定理 11.4.8 设 G=(V,E) 是 nn 阶 简 单 图 , 若 有 wu,vEV, 且 
uvt E WR. d(u)+ d(u)2 n, W) G 是 Hamilton 图 的 充分 必要 条 
件 是 G+ uo 是 Hamilton 图 . 

定理 11.4.9 设 G 是 ” 阶 简单 图 , 则 G 是 Hamilton 图 的 充 
分 必要 条 件 是 G 的 闭 包 C(G) E: Hamilton 图 . 

其 中 C 的 闭 包 CC(G) 的 定义 如 下 . 逐次 进行 以 下 运算 : "4 
uu E B. d(u) +d(o)2n 时 , 则 在 G 中 增加 边 uv, 直 至 不 能 再 加 
人 边 为 止 ,所 得 的 图 就 是 CCG). 


11.4.4 图 的 泛 圈 性 


定理 11. 4. 10 Hakimi 和 Schmeichel 定理 ” 阶 简 单 图 G 的 
非 降 次 序列 d, <a,<--. <d, 满足 条 件 : 


di < k < And, 2 n—k, 


则 G 是 泛 圈 图 (pancycle graph) 或 为 二 分 图 . 泛 圈 图 指 图 内 存在 
长 度 为 3,…,n 的 图 . 
定理 11.4.11 Bondy 定理 n(n 宇 3) 阶 简单 图 G 满足 条 件 : 
YI,yEV(G)B z=y€ E(G)# 
d(z)+ d(y) > n, 
N G 是 泛 图 图 或 K3.3. 
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11.5 图 的 匹配 与 因子 分 解 问题 


11. 5.1 基本 概念 


定义 11.5.1 设 G=(V,E) 是 一 个 图 ,一 个 边 独立 集 MC E 
称 为 G 的 一 个 匹配 . G 的 非 空 生成 子 图 称 为 G 的 因子 (factor). 
# G 可 分 解 为 一 些 边 不 相交 的 因子 的 并 ,就 称 为 G 的 因子 分 解 
(factorization) ,并 称 G 是 这 些 因子 的 和 . 

定义 11.5.2 若 G 的 一 个 因子 是 &- 正 则 的 , 则 称 它 是 G 的 
一 个 k- AF. 若 G 有 上 -因子 分 解 , 则 称 G 是 可 kk -因子 化 的 
(factorable). 

定义 11.5.3 设 M 是 G 的 一 个 匹配 ,vEV(G), 若 v 是 M 中 
某 一 条 边 的 端点 , 则 称 M 饱和 +»; 或 vy 是 M- 饱 和 的 . 

定义 11.5.4 设 M 是 G 中 的 一 个 匹配 ,M 饱和 G 中 的 每 一 
点 , 则 称 M 是 完全 匹配 (perfect matching)， 若 不 存在 M', 使 
IM'|> M| , 则 称 M ÆG 中 的 最 大 匹配 (maximum matching). 

定义 11.5.5 设 M 是 G 的 一 个 匹配 ,已 是 G 中 一 条 路 ,车 P 
上 的 边 交替 地 在 M 中 和 E\M 中 , 则 称 已 是 一 条 M- 交 替 路 . 设 P 
ÆG 中 一 条 M- 交 替 路 ,其 起 点 与 终点 均 不 是 ML 饱和 的 , 则 称 P 
是 一 条 M- 可 增 路 (augmenting path). 


11.5.2 图 中 存在 完全 匹配 的 条 件 


定理 11.5.6 (1) 设 G=(V,E), 则 G 中 有 完全 匹配 的 充分 
必要 条 件 是 ,对 任何 非 空子 集 SCV,# o (G—S)< !S|.Jt h 
e (H)Ël 万 中 含有 奇数 个 点 的 分 支 数 目 . 

(2) 每 一 个 无 割 边 的 3- 正 则 图 有 完全 匹配 . 

(3) 每 一 个 正则 的 二 分 图 (k 汪 0)G 有 完全 匹配 . 

(4) 设 G=(X,Y,E) 是 一 个 二 分 图 , 则 G 有 人 饱和 XX 的 每 一 点 
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的 匹配 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 非 空子 集 SC X HA | N(S)| = 
1S| ,其 中 N(S) 是 S 的 邻 集 . 

定理 11.5.7 设 M 是 G 的 一 个 匹配 , 则 M JE: G 的 最 大 匹配 
的 充分 必要 条 件 是 G 中 不 包含 M- 可 增 路 . 


11.5.3 匹配 与 覆盖 的 关系 


定理 11.5.8 (1) 对 G 中 的 任何 匹配 M 与 任何 覆盖 天 有 
IM|< KI. 

(2) 若 匹 配 M 与 覆盖 天 满足 |M| ==|1K|, 则 M 是 最 大 匹配 ， 
K 是 最 小 覆盖 . 

(3) 设 G==(X,Y,E) 是 二 分 图 ,M 是 匹配 ,K 是 覆盖 , 则 M 是 
最 大 匹配 ,K 是 最 小 覆盖 喇 |M|=|K|. 

定理 11.5.9 已 知 的 可 kk- 因子 化 的 图 : 

(1) Kaf 1-A F4. 

(2) 每 一 个 正则 二 分 图 可 1-A F4. 

(3) Koai n NEREZ H. 

(4) Ka 是 一 个 1- 因 子 和 一 1 个 生成 圈 之 和 . 

(5) 设 G 是 连通 图 , 则 G 可 2- 因 子 化 的 充分 必要 条 件 是 G 是 
2k -正则 的 . 

(6) 每 一 个 没有 割 边 的 三 次 正则 图 是 一 个 1- 因子 和 2- 因子 
之 和 . 

(7) 一 个 连通 图 可 2- 因 子 化 的 充 要 条 件 是 它 是 偶 正 则 图 . 

定义 11. 5. 10 一 个 非 空 图 可 分 解 为 一 些 生 成 林 的 和 , 且 每 
一 个 生成 林 至 少 包含 一 条 边 . 图 G 分 解 为 这 样 的 生成 林 的 最 少数 
目 称 为 这 个 图 的 荫 度 (arboricity) , 记 作 y(G). 

定理 11.5.11 设 G 是 一 个 (p,q) 图 ,g, E G 中 任何 一 个 
& - 子 图 中 最 大 边 数 , 则 荫 度 为 


q. 
7(G) = max[; A. 


E e 


完全 图 与 完全 二 分 图 的 荫 度 
nkp =[$] 


mn 
Kan) =[— i]: 
11.6 图 的 着 色 问 题 


11.6.1 点 着 色 与 边 着 色 


定义 11.6.1 设 G=(V,E) 是 图 ,A 二 {ai,as，…,as} 是 上 种 
颜色 的 集合 , 则 每 一 个 映射 f V 一 A 称 为 G 的 一 个 着 色 
(coloring) 或 上 -着色 ,每 一 个 映射 g: E 一 A 称 为 G 的 一 个 边 着 色 
(edge coloring) 或 上 - 边 着 色 . 

定义 11.6.2 设 f 是 图 G 的 一 个 着 色 或 边 着 色 , 若 相 邻 元 素 
着 不 同 的 颜色 , 则 称 了 是 一 个 正常 着 色 (proper coloring). 一 般 情 
况 下 ,不 加 说 明 的 图 的 着 色 指正 常 着 色 . 

定义 11.6.3 图 CG 的 正常 上 着 色 的 最 小 上 值 , 称 为 G 的 色 数 
(chromatic number) , 记 作 x(G); E G 的 正常 &- 边 着 色 的 最 小 
值 , 称 为 G 的 边 色 数 (edge chromatic number) , 记 作 x (G). 

定义 11.6.4 若 G 有 一 个 人 正常 着 色 , 则 称 G 是 k- 色 图 
(&-chromatic graph). # X(G)=k, Y vE V(G)# x(G—V)<k,Ml 
# G 是 上 - 色 临 界 图 (kcritical graph). 

色色 临界 图 有 以 下 性 质 . 

定理 11.6.5 (1) # G 是 一 个 & 色 临界 图 , 则 6(G) 宇 & 一 1. 

(2) 车 G 是 一 个 k- 色 临界 图 ,k 宇 3, 则 G 是 哈密 尔 顿 图 ,或 G 
的 周 长 宇 2k 一 2. 

定义 11.6.6 车 图 G 有 一 个 k- 边 正常 着 色 , 则 称 G 是 一 个 
k- 边 色 图 (k-edge-chromatic graph); 车 X(G)=k，VeEE(G) 有 
x (G—e)<k, 则 称 G 为 k- 边 色 临 界 图 (k-edge-critical graph). 
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&- 色 临界 图 有 以 下 性 质 . 

定理 11.6.7 (1) 设 G=(V,E),A 为 最 大 次 , 若 G 是 4- 边 色 
临界 的 , 则 V uve E 有 

d(u) +d(v) 三 A 十 2. 

(2) 边 色 临界 图 无 割 点 . 

G) # G 是 第 二 类 边 色 图 , 则 对 每 一 个 满足 SAG) H 
k,G 包含 一 个 &- 边 色 临 界 图 . 

定义 11.6.8 i y(G)=k,# G 的 任 一 k -着 色 所 对 应 的 
V(G) 的 划分 都 相同 , 则 称 G J ME — k-3& € Bü (uniquely k 
coloriable graph). 

唯一 着 色 图 有 以 下 性 质 . 

定理 11.6.9 (1) 在 一 个 唯一 右 色 图 的 -着 色 中 ,由 任何 两 
个 色 组 的 并 导出 的 子 图 是 连通 的 . 

(2) 每 一 个 唯一 让- 色 图 是 (k 一 1) -连通 的 . 

(3) 对 所 有 三 3 有 一 个 唯一 上 - 色 图 , 它 不 包含 同 构 于 K, 的 
子 图 . 

例 11.6.10 图 11.4 是 一 个 唯一 3- 着色 图 . 


图 11.4 11.5 
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例 11. 6. 11 11.5 是 一 个 没有 K, 的 唯一 3- 着 色 图 . 
11.6.2 色 数 X(G) 的 性 质 


定理 11.6.12 设 G=(V,E), 则 有 : 

(1) x(G)<A(G)+L. 

(2) 若 G 是 简单 图 且 非 奇 圈 也 非 完全 图 , 则 

x(G) < A(G). 

(3) Hajos 猜想 (1961) ”车 G 是 &- 色 图 , 则 G 包 含 K, 的 一 个 
细 分 .〈 该 猜想 对 上 = 二 4 已 证 明 . 已 有 人 证 明 对 上 宇 7 此 猜想 不 
RZ. ) 

(4) 车 G 是 一 个 (n,m) 简 单 图 , 则 


x(G) > 


n° — 2m` 
(5) 设 uvt ECG), ilu * VG 为 将 zx 与 v 等 同 起 来 所 得 之 
图 , 则 
x(G) < x((u * G) <1+XO). 
(6) RG Ën RA, L<, GREK, MFAS, ,的 不 相交 
并 , 则 有 


ag (2)=x® <k. 


(7) 设 G 是 ” 阶 图 ,a(G) 为 G 的 独立 数 , 则 n/a(G)<y(G)< 
n—a(G)+1. 


11.6.3 边 色 数 X(G) 的 性 质 


定理 11. 6.13 Vizing 定理 设 G 是 无 环 的 p- 重 图 , 则 
A< x(G) <A+p x (G) <| 34/2 |, 
且 存 在 x (G)=A+ p 的 图 . 
定理 11.6.14 若 G 是 简单 图 , 则 
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y(G) = 4A 或 x (G) = A+], 
称 满足 x (CG)= A 的 图 为 第 一 类 边 色 图 (first class for edge 
coloring) , 称 满足 x (G) = A + 1 的 图 为 第 二 类 边 色 图 (second 
class for edge coloring). 
第 一 类 边 色 图 有 : K, ,二 分 图 ,广义 Petersen 图 ,zz 为 偶数 的 
Meredith 图 M,.,( 见 定义 10. 10. 3) ,rt 一 偶数 的 Kr 


+ 
第 二 类 边 色 图 有 : Kari» Petersen 图 ,奇数 阶 正则 图 ， 


m>[ 3] -A 的 简单 (n,m) 图 ,m 为 奇数 的 Meredith 图 Mnn. 


Coxeter 图 ,rt 二 奇数 的 K, 

定理 11.6.15 某 些 图 为 边 色 数 : 
7 一 偶数 ; 
n 二 奇数 . 
(2) 设 G 是 二 分 图 , 则 x (G)=ACG). 
r(t 一 1 ) 十 1， rt 一 奇数 ; 
r(t 一 1)， rt 二 偶数 . 


A n=l, 
DrK] 
ns 


(3) X Kpu) = | 
t 


11.6.4 平面 图 的 着 色 


定理 11.6.16 四 色 定 理 ( 猜 想 ) 每 个 平面 图 是 4- 可 着 色 的 . 

定理 11.6.17 与 四 色 猜 想 等 价 的 命题 

(1) 每 个 平面 图 是 4- 可 面 着 色 的 . 

(2) 每 个 2- 边 连通 的 3- 正 则 平面 图 是 3- 可 着 色 的 . 

定理 11.6.18 五 色 定理 ”每 个 平面 图 是 5- 可 着 色 的 . 

定理 11. 6. 19 关于 第 一 类 边 色 数 图 有 以 下 结果 : 

(1) A28 的 平面 图 是 第 一 类 边 色 数 图 . 

(2) 猜想 : AZ6 的 平面 图 是 第 一 类 边 色 数 图 . 

(3) 设 G 是 外 平面 图 , 则 G 是 第 一 类 边 色 数 图 的 充分 必要 条 
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件 是 G 不 是 奇 圈 . l 
EX 11.6.20 用 4 种 颜色 对 图 G 的 顶点 着 色 ,不 同 的 着 色 
方法 数 是 的 多 项 式 , 称 为 G 的 着 色 多 项 式 chromatic 
polynomial) 记 作 Pe (4) 或 P,(G)，Pe(G) 有 以 下 性 质 . 
定理 11. 6.21 O) 递 推 公 式 设 G=(V,E) 为 简单 图 ,e€ EE， 
则 有 
Po (Q) = Po (à) 一 Poe Q), 


Pa Q) a Po... Q) + P... a Q). 


(2) degPeQ)=n=|V|. 

(3) Ps,(4) 的 系数 有 以 下 性 质 : 

1) Pe (4%) 的 首 项 系数 为 1, 常 数 项 为 0; 

2) Pi(4) 的 系数 为 正 负 交替 的 整数 ; 

3) Po(4) 的 系数 的 绝对 值 随 4 的 次 数 呈 单 峰 形 ; 

4) Po。(4) 的 不 为 0 的 系数 的 最 小 次 数 等 于 G 的 连通 分 支 数 ; 
5) 42"! 的 系数 为 一 |El. 


11.6.5 图 的 运算 的 色 多 项 式 


定理 11. 6.22 (1) 4 G 1 G, = 二 BZ 时 ,有 
P,(G, U G.) = P,(G.)P,(G,). 
(2) 4 GNG =K, 时 ,有 
P.(G, U G) = BG PGD, 
其 中 [A], =Q 1): Q —q+1). 
(3) 当 G, 与 G, 为 两 个 图 ,G, V G, 表示 两 个 图 的 连接 ,即将 
G, 的 每 一 点 与 G, 的 每 个 点 用 边 相 连 . 
P,(G, V G) = P, (Gi) ° P,(G;), 
其 中 多 项 式 之 间 的 运算 。 定 义 如 下 : 首先 将 每 个 色 多 项 式 写成 如 
下 形式 
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P,(G,) = > m,[A J, + 

其 中 m, HVG) yY- 色 前 分 数 ,[A],=AG 一 1)…( 一 7 十 1). 

P,(G,) = Jm, DJs 意义 同上 . 然后 按 规律 [4],[4], = 
Alr 作 乘 积 . 

B|]: Pi(Ks,3)= P,(N,)° P, (N,) =([A J, +314]: + [AJ], 

a LA], 十 6[4]s +11 [A] 十 6[A]， 十 [4]; 
二 XA5 一 945 十 36X4* 一 75X4? 十 78XA2 一 31》， 

定理 11.6.23 几 类 图 的 色 多 项 式 

(1) 空 图 的 色 多 项 式 为 4". 

《2) 完全 图 的 色 多 项 式 为 

Px Q) = AQ — 1) (Q — n+ 1). 

G) 了 为 树 的 充分 必要 条 件 为 了 的 色 多 项 式 为 1(A 一 1)"!. 

(4) 图 的 色 多 项 式 为 (4 一 1)" 十 (一 1)"(4 一 1). 

(5) 轮 的 色 多 项 式 为 

Py. Q) = AQ — 2)" + — D"AG 一 2). 

(6) 连通 图 G 的 色 多 项 式 PAKA), 

定义 11.6.24 设 G=(V,E) ,每 一 个 映射 £, VUE>A 称 为 
G 的 一 个 全 着 色 (total coloring). # 了 满足 相 邻 元 素 着 不 同 的 颜 
EWE Sf 是 正常 全 着 色 . 图 G 有 正常 &- 全 着 色 的 最 小 的 k 值 , 称 
为 G 的 全 色 数 (total chromatic number) , 记 作 xr(G). 

猜想 11. 6. 25 全 色 数 猪 想 设 xr(G) 是 图 G 的 全 色 数 , 则 
对 任何 图 G 有 

ACG) + 1 < xr(G) < A(G) 十 2. 

《此 猜想 尚未 证 明 , 只 对 一 些 特殊 图 类 证 明了 它 是 正确 的 ，) 

EX 11.6.26 满足 xr(G)=A(G) 十 1 的 图 称 为 第 一 类 全 色 
数 图 (first class for total coloring) ,满足 xr(G) 二 A(G) 十 2 的 图 
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称 为 第 二 类 全 色 数 图 . 

定义 11.6.27 设 G=(V,E,F) 是 平面 图 , 则 对 G 可 定义 以 
下 几 种 全 着 色 : 

d) 点 边 全 着 色 及 点 边 全 色 数 yr (G). 

《2) 边 面 全 着 色 及 边 面 全 色 数 x. (G). 

G) 点 面 全 着 色 点 面 全 色 数 y. (G). 

U) 点 边 面 全 着 色 点 及 边 面 全 色 数 Xx, (G). 


11.7 图 的 代数 理论 


定理 11.7.1 邻接 矩阵 的 性 质 Ü G= (V, E) u — + 
(n,m) 图 ,A 二 4(G) 是 G 的 邻接 矩阵 (参见 定义 10. 2. 4), 则 A 有 
AF HEM: 

(1) iZ 

At = (aP Juns 
则 aP AM v 到 vw 的 长 度 为 & 的 通道 的 数目 . 从 o 到 vw; 的 距离 
是 使 < 所 天 0 的 最 小 的 & 值 . 
(2) A 的 行列 式 可 表 为 
deth = J (~ 12, 


(H?) 

其 中 HAG 的 边 圈 生成 子 图 ( 即 有 H 的 每 一 分 支 或 为 一 条 边 或 为 
A), r(H) H H 的 秩 ,s(H)=m 一 n 十 w(G) 为 H 的 余 秩 
《corank) ,和 式 对 G 的 所 有 边 图 生成 子 图 求 和 . 

定理 11.7.2 KERKEE 设 G=(V,E) 为 一 个 (n,m) 
图 ,C= 二 C(G) 为 G 的 关联 和 矩阵 (参见 定义 10. 2.5), 则 C 有 以 下 
性 质 : 

(1) CCT 一 4 一 4 
其 中 A 二 diag(di ,ds,…,d,),d; H v, BJ HE, A= A0G)38 G 的 邻接 
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矩阵. 

(2) G 是 连通 的 充分 必要 条 件 是 秩 (C) 王 zz 一 1. 

(3) 秩 (C) 王 图 G 的 秩 =x 一 o(G) ,其 中 ww(G) 为 G 的 连通 分 
支 数 . 

(4) ië C1(G) 为 CLG) 去 掉 任 一 行 所 得 之 矩阵 , 称 为 次 关联 短 
阵 , 则 Ci(G) 的 一 个 n 一 1 阶 子 阵 为 非 奇异 的 充分 必要 条 件 是 该 子 
阵 所 对 应 的 边 组 成 G 的 一 棵 生成 树 . 

定义 11.7.3 设 G=(V,E) 为 (n,m) 阶 连通 图 , 则 G 的 圈 空 
间 ( 见 定义 10. 5.6) 中 全 部 向 量 的 个 数 为 

5 一 2 一 1， 
每 个 向 量 对 应 G 中 一 个 闭 迹 . 设 这 些 向 量 为 cj ,c;,…,c,, 今 
ei 1, 当 边 e; 在 闭 迹 c, 中 ， 
” “10, 否则 ， 
则 和 矩阵 B = (bj). RH G K) N fE B£ (cycle matrix), 上 且 有 
#k(B(G))=m—n+'1. 

定义 11.7.4 设 图 G=(Y,E) 的 邻接 矩阵 为 4=4(G), 则 44 
的 特征 值 称 为 G 的 特征 值 (eigenvalue of graph G) ,G 的 全 部 特征 
值 称 为 G 的 谱 (spectra) ,通常 表示 为 

À ¿Qu at: Az; 
mlm, eml) 
HEP ADA D> ee DA,- A G W s ARRIE mA) A A, 的 重 
3k. G 的 最 大 特征 值 称 为 G 的 谱 半径 (spectral radius). 

定理 11.7.5 图 G 的 特征 多 项 式 就 是 G 的 邻接 矩阵 4(G) 的 
特征 多 项 式 , 记 作 P(G;2). i ! 

P(G;4) =| f — A(G) |= Ai" H aà 十 十 cv 
则 有 以 下 性 质 : 
A) c =0; 
(2) —c;= |E(G)|; 


spec G = 
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(3) 一 cs 为 G 中 三 角形 的 个 数 的 2 倍 ， 
(4) a= >J ODP, < ¿< n, 


其 中 H 3 G 中 的 边 圈子 图 ,r(H) 是 H HE sE H HRE 
(定义 11.7.1). 

定理 11.7.6 谱 半 径 与 最 大 次 (最 小 次 ) 的 关系 

6(G) < àma (G) < ACG). 

定理 11.7.7 SH TB F Ü H E G 的 点 导出 子 

图 , 则 有 
Amin (G) S Amin (H) < Aman (H) < X... (G). 

定理 11.7.8 特征 值 与 色 数 的 关系 ” 设 x(G) 是 G 的 色 数 ， 

则 有 


< x(G) < 1+Am (G). 


# 11.1 为 若干 类 图 的 谱 . 
定理 11.7.9 图 的 特征 值 的 界 
(1) 对 任意 (n,m) 阶 图 G 有 
à (G) < (—1+vVI+ 8m)/2, 
且 等 式 成 立 当 且 仅 当 G=K,+5M. 
(2) 对 任意 (n,m) 阶 图 G 有 
—V2mG— /nit < ¿< /2m(n_ ni, 
i = 1,2,--* ,n. 


(3) 对 任意 简单 图 G 有 
AOS- D TF | BSsUR 338 B 284 G= K. np) 


(4) 设 G 为 边 数 等 于 (2 ) 的 图 , 则 有 A (G)<<4 一 1, 且 等 式 成 


立 当 且 仅 当 G= K, + # 8. 
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(5) 对 n MEAR G 有 以 下 结果 


2cos -i = À (P,) < )M(G) LÀ (K,) = n— 1. 


38 11.1 已 知 的 若干 类 图 的 谱 


图 谱 
n—1 一 1 
完全 图 K。 ( ) 
1 n—1 
路 P pe ER 
R ' n+l’ sa 
2 2cos 2* 200s SD7 | 
为 奇数 8 " | 
1 2 . 2 
图 C. 
2 2cos 28 2cos ZZE _, 
九 为 偶数 n 
1 2 e 2 1 
完全 二 分 图 K。。 he | 
1 a+b—2 1 
$ 1 —2 
Petersen 图 ( ) 
1 5 4 
超 八 面体 图 s 0 EA 
H, = Ks,2...,: ri s s—1 
循环 图 G ÀA = Dajot 0 mee 
j=1 


(4(C)) = (aiaz…av) 
k =0,1,2,---,n—1 


À, = 2cos 亚 十 (一 1 一 0,1,2，， 
Mobius 梯 图 M, 2cos L "i a O 0.1,2 
2h—1 
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(6) 对 (nz) 阶 连通 图 G 有 
和 (G)<V237 二 7 二 1T, 且 等 式 成 立 当 且 仅 当 G=K,,,-i R Ka. 
(7) 设 G 为 连通 的 唯一 圈 图 , 则 有 
2 = ),(C,) < A (G) < ASÈ), 
其 中 S: A K... i Bl— E EB 4 — WK IR 5 89 11. 
(8) 设 T, Hn 阶 树 , 则 有 


2cos 1 = À), (P,) < AT.) < AAKXK,. 1) = /n— 1. 


(9) ltn RRT, 有 
0<NT) </ | m—2)/i J,2 < isl J 


n=l(mod 让 时 可 达 上 界 . 
(10) 对 A- 正 则 图 G 有 
1) 4(G)=k 且 当 G AHA mA ) 一 1. 
2) lX |<. 
(11) W n 阶 平面 图 G 有 
2cos(xr/(n 十 1)) < 2, (G) < 2V2 + /3n — 15/2. 
(12) 对 n 阶 外 平面 时 G 有 


aG) S 1+/2 +/2 +/n—5,n> 5. 

定义 11.7.10 一 个 图 G=(V,E) 的 自 同 构 群 (参见 定义 
10. 8. 2) ,T(G) 称 为 图 G 的 群 (group of 1 è 2 
graph);TCG) 作 用 于 边 集 ECG) E Bf X$ 
应 的 置换 群 称 为 G 的 线 群 (line-group e, 
of G), iBfE T, (G). 

例 11.7.11 G= (V, E), V = 
(11,2,3,4), E SAh e ea mI 
图 11. 6. 图 11.6 
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T(G) =((1),(13),(24),(13)(24)), 

T, (G) ={(1), (ees) (eer), (eres) (ees), Cere) (eze)? 

一 般 情况 下 ,这 两 个 群 是 同 构 的 ,有 以 下 结果 . 

定理 11.7.12 (ODNOSNO 同 构 的 充分 必要 条 件 是 
G 最 多 有 一 个 孤立 点 且 开 ,不 是 G 的 一 个 分 支 . 

(2) 每 一 个 图 对 应 一 个 群 T(G); 反 之 , 任 给 一 个 有 限 群 ,也 存 
在 一 个 图 , 它 的 自 同 构 群 与 给 定 的 有 限 群 同 构 , 且 这 样 的 图 有 无 
限 多 . 

定义 11.7.13 设 G=(V,E) 是 图 , 它 的 自 同 构 群 为 T(G). 
# Vo u, € V 均 有 oET(G) 使 o(v)==w, 则 称 G 是 点 传递 图 
(vertex transitive graph); 若 Ye 二 (ui sv ) re = (u sv) E E HA 
s€ T(G)Íš olei) =(olu) olv, )) =e: , WFR G 是 边 传递 图 Cedge 
transitive graph) ;#% G 既是 点 传递 的 ,又 是 边 传 递 的 , 则 称 G 是 对 
称 图 (symmetric graph). 

车 对 所 有 满足 du, v) =d, y) h uvr, y AEri 
olu) =zxz,0(v) = y, Wj #£ G 是 距离 传递 图 (distance transitive 
graph). 

且 有 以 下 结果 . 

定理 11.7.14 (1) 设 G 是 连通 图 , 则 有 

G 是 距离 可 传 的 全 G 是 对 称 的 一 G 是 顶点 可 传 的 . 

(2) 每 一 个 无 孤立 点 的 边 可 传 图 是 点 可 传 的 或 是 二 分 图 ， 
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12 离散 变换 与 反 演 公式 
12.1 离散 变换 的 一 般 形 式 


设 有 两 个 多 项 式 簇 : pi (x) ,gi (zx),k 二 0,1,2,…,n， 每 个 多 
项 式 加 (z) 和 g.(z) 都 是 次 的 . 车 它们 满足 


k 
pi) = Dang: la), 
i=0 


gz) = D Repi(z)， qD 
k=0,1,2,..…,n, 
且 其 中 系数 a ,Bs 满足 以 下 的 正 交 性 : 
k - 
Xe, Bi, = 8, = w G 2.2) 
jaj £ 13 , 
则 下 列 两 式 
k 
fek) = Dangi), 
k 
g(k) = Paf O, (12. 3) 
k = 0, LA 
可 互相 推导 . 


这 里 /CA),g() 是 两 个 整 标 函 数 . >Ç (12. 3) 称 为 离散 变换 
(discrete transform) 或 反 演 (inversion). 


选取 不 同 的 系数 a.,,B., 可 得 到 不 同 种 类 的 离散 变换 . 
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12.2 二 项 式 变换 


这 类 变换 中 的 系数 与 二 项 式 系 数 有 关 , 称 它们 为 二 项 式 变换 


(binomial transform). 
12.2.1 二 项 式 变换 的 一 般 形 式 


BSOD ,g(n),h(n),h(n) 为 定义 在 非 负 整数 集 上 的 整 标 函 
数 , 且 疡 0) 天 0, 关 (0) 天 0, 则 以 下 两 式 互 道 ， 


fm = D (Jea Dga), 
i=0 


i (12.4) 
z) = > 人 ( jim DG, 
其 中 AGO 5 AGON E tE, 
Ë ATA 1,34 ; = 0, 
VEGA j) = 
Dh) hli — j) 人 (12.5) 


选择 相同 的 h(i) 与 (让 可 得 不 同 的 二 项 式 变换 . 
12.2.2 常用 的 二 项 式 变换 
A) 在 式 (12.5) 中 取 有 (让 二 1, 有 (i)=( 一 1)', 可 得 以 下 变换 : 


fe) = D (7 ew, 


g(n) = 2 1)” W 


《2) 在 式 (12. 5) 中 取 有 (让 =ci, 有 (i)==( 一 1)', 可 得 以 下 的 
变换 : 


(12.6) 
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fo) = > (p Jee Q, 


Ñ (12.7) 
mhk n 
g(z) = DD W 2 
其 中 c 为 非 零 常数 . 
(3) 与 Stirling 数 有 关 的 二 项 式 变换 为 
n’ 一 习 ()ersco,， | 
I > (12. 8) 
sm = i D D” ("| 
# 12. 1 为 若干 简单 的 二 项 式 变换 . 
表 12.1 若干 简单 的 二 项 式 变换 
L a, = È (g Joe k = Pepes (p Jas 
2. a, = D (5 Je b, = Zen“ (E Jas. 
3. a, = Ms 2 b. = Donte (2 )e, 
L a DAA gi Dr?) 
Sad SUL) k Denm (sit) 
6. a, = mr Ju s = Xc pen" jens] 2 
12.2.3 应 用 


(1) 用 二 项 式 变换 求 S, 中 不 含 不 动 点 的 置换 个 数 . 得 到 与 问 
题 9. 4. 2 同样 的 结果 . 
设 n 次 置换 中 无 不 动 点 的 置换 个 数 为 D, , 则 其 中 恰 有 个 不 
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动 点 的 置换 个 数 为 (”)D，,, 于 是 有 
> (')p, , =n! 


r=0 


由 二 项 式 变换 式 (12. 6) 得 到 
D, = DD (")r! = aD ; 

(2) 布置 问题 ; 把 n 个 若干 类 物体 放 信 m 个 若干 类 房间 的 布 
置 格式 数 . : 

设 久 为 n 个 物体 的 集合 ,X 分 为 若干 类 ,每 一 类 中 的 物体 是 
相同 的 . 定义 和 的 分 类 方式 为 1%2%…n” 型 的 , 指 其 中 每 类 含 1 
个 物体 的 共有 41 类 ,每 类 含 2 个 物体 的 共有 ;类 ,…, 每 类 含 n 个 
物体 的 共有 ,类 . 显然 有 1 十 2 十 … 十 n。，4, 二 n. 设 A 为 
房间 的 集合 ,14A|==m, 类 似 可 定义 房间 的 分 类 方式 为 1% 2%… ms 
型 的 . 每 一 个 函数 f: X—- A 对 应 一 个 布置 ,如 果 两 个 布置 fi 与 f, 
仅仅 相差 同类 物体 的 一 个 置换 或 同类 房间 的 一 个 置换 , 则 称 户 与 
fz 等 价 ,每 一 个 等 价 类 称 为 一 个 布置 格式 , 现 确定 这 样 的 布置 格 
式 数 . 

BA 2% een , 13 2 emn ) 为 全 体 布置 格式 数 ,B(1* 
2 oem , 1 22 eem” ) 为 无 空房 间 的 布置 格式 数 ， 下面 来 确定 房 
间 类 型 为 1” 型 的 布置 格式 数 . 

由 可 重组 合 数 可 得 全 部 布置 格式 数 为 

A(15 2a .nh ,1") = (7) (G) S W ') . 

(12.9) 

设 B(k) 为 把 n 个 物体 放 到 上 个 两 两 不 同类 的 & 个 房间 的 子 
# K 中 且 无 空房 间 的 布置 格式 数 ,A(k) 为 允许 有 空房 间 的 布置 
格式 数 , 则 有 
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/mMm 
) = Bk), 
A(m Dhe) 
由 二 项 式 变 换 式 (12.6) 可 得 
B(m) = = n= (AQ, 
将 式 (12.9) 代 入 得 


k=1 


1 
a Ct 


12.3 Stirling 变换 


Stirling 变换 的 特点 是 正 反 变换 中 的 系数 分 别 是 第 一 .第 二 类 
Stirling 函数 . 设 f(&),g(k) (一 1,2,…,m) 为 两 个 整 标 函 数 , 则 
以 下 互 逆 的 变换 


k 


fk) = Dslk,i gi), 
iml 


A (12. 10) 
gk) = DSR DFO), 
iml 


(k = 1,2, ,n) 
称 为 Stirling 变换 (Stirling transform). 
其 中 s(, 让 与 SG, 分 别 为 第 一 类 与 第 二 类 Stirling 数 ( 见 
8.11 节 和 8.12 节 ). 


证 明 方法 : 由 Stirling 数 的 定义 [z], = Dsk Da, zt 一 


DS Dlr] ARARO? 1) 与 (12. 2) 即 可 得 到 . 
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12.4 Mübius 变换 


Möbius 变换 的 特点 是 : 正 变换 是 一 简单 的 和 式 , 反 变换 的 系 
数 是 Möbius 函数 . 通常 称 它 为 M6bius 反 演 公式 . 由 于 许多 实际 
问题 可 化 为 一 些 子 问题 的 和 ,而 总 数 容易 计算 , 则 可 通过 Mabius 
反 演 公式 求 得 子 问题 的 数目 .M6bius 变换 有 广泛 的 应 用 ,在 组 合 
理论 中 占据 很 重要 的 地 位 . 


12.4.1 Möbius 反 演 公式 的 一 般 形式 


定义 12.4.1 设 (X, 壹 ) 是 一 个 局 部 有 限 ( 局 部 有 限 指 ， 
VYz'yEX, 区 间 [z,y] 是 一 个 有 限 集 ) 偏 序 集 或 局 部 有 限 格 . 在 x 
上 定义 函数 ， 


1, 3 x =. y, 
Bry) =4— D Elu), Kry, (12.11) 
Euy 
0, 其 他 . 


则 称 elr y) HX, <) EAI Möbius 函数 (Mabius function). 
Sa) gC z) k ( X , < ELKAAR, Ji r 


fia) = > glu), | 


O< us 


g(x) = Df, 


其 中 0 元 为 (X, 过 ) 中 的 最 小 元 ” 称 (12. 12) 为 偏 序 集 (X, 生 ?上 的 
Möbius Æ 换 ( Möbius transform) 或 Möbius F 演 〈(Mabius 


inversion). 


02.12) 


12.4.2 整数 因子 格 上 的 Möbius 反 演 公式 


设 4Z ,| ) 为 正 整数 集合 Zt 关于 整除 关系 “|” 的 偏 序 集 , 定 义 
189。 


Möbius 函数 如 下 : 
1, X d = n, 


Mdn = CD, Ñd |n BE = pipen 


0, 其 他 . 
(12. 13) 
其 中 Pi b Ü ,pr 为 互 不 相同 的 素数 . 
定理 12. 4.2 以 下 互 逆 式 子 成 立 : 
i (12.14) 


fo) = >)g(d)， | 


gin) = Dp(d,mfld). 
din 


称 式 (12. 14) 为 (Z+ ,|) 上 的 Möbius 反 演 公式 . 
(Z+ ,|) 上 的 Möbius 反 演 公式 可 简化 如 下 : 


l, = n= 1 
a(n) = | 1,34 n = ph bb bi ,加 加 为 互 不 相同 的 素数 ， 
0; 其 他 . 
(12.15) 
定理 12.4.3 以 下 两 式 互 道 : 


fO) = >g(d)， 
d\n 


(2.16) 
g(n) = easg) Za). 


12.4.3 应 用 


O) 循环 字 个 数 的 确定 
B A= (asas, a,) J m 个 字母 的 集合 ,XX 二 {1,2,…,n) 为 
KER n 的 字 中 的 位 置 集合 , 则 每 一 个 映射 f: X 一 A 代表 一 个 
F: f(1)f(2)…f(n). E AX 中 定义 等 价 关 系 : fi— fe 3 p€ 
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[0,n 一 1] 使 YiE[1,n] 有 f.G)= fiG+ p), 其 中 和 式 i+ p 为 模 
n 的 加 法 . 每 一 个 等 价 类 称 为 一 个 循环 字 . 求 循 环 字 的 个 数 , 用 
Cin, m RR. 

下 面 再 对 循环 字 分 类 . 定义 了 的 周期 与 本 原 周期 如 下 : AA 
pE na E /fG-+p)= FO, Vi€[1,n], WE p 29 f 的 周期 ;了 
的 最 小 周期 称 为 本 原 周 期 ,本 原 周期 必 为 n 的 因子 . 设 M(p) 为 本 
原 周期 为 p 的 循环 字 的 个 数 ,每 一 个 p 循环 字 包 含 p 个 字 , 因 
而 有 

m" = >)pM(p). 
pln 
由 Möbius 反 演 公式 ,得 
PM(p) = Dp(g,p)m', 
引产 
故 得 循环 字 的 总 数 为 
CCnym) 一 2 Mp) 


= 23 > ea p)m'. 


该 问题 在 信息 论 的 译 码 问题 、 p ypiniatem ana MEHN 
定 音 色 浓厚 问题 中 有 应 用 . 

(2) Z, En 次 不 可 约 多 项 式 的 个 数 

W Z,=10,1,2,-- p 1) HERR 如 素数) 的 同 余 类 域 ， 
A Z En 次 不 可 约 ( 首 1) 多 项 式 的 个 数 , 则 有 


加 =22m1,m), 
I, (n) =+ >(£ )>” 一 + Zee y[ Z). 


12.4.4 # FEB NM ER Mibius 反 演 公式 


设 S 为 有 限 集 ,多 S) 为 S 的 短 集 ,‘ 人 RS), 性 ) 为 他 S) 关 于 包 
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ARR“ C” HAFIR, EAS), C) EEX Möbius 函数 如 下 : 
VA,B€ XS)# 


|A —!BI 
Ap(B,A) = 人 " SBCA ny 
0, 否则 . 
定理 12.4.4 以 下 两 式 互 道 , 

fA) = Dyg(H), 
HGA (12.18) 

g(B) = 2)(— 1)" FC H). 
HGB 


12.4.5 #R3⁄ 3244 EAI Möbius 反 演 公式 


设 X 为 有 限 集 ,P 为 X 上 的 所 有 划分 所 构成 的 集合 ,在 P h 
定义 偏 序 关 系 “之” 为 : P, P €P, Pi SP oi P, 是 划分 P: 
的 细 分 . ÆP, S) EEX Möbius 函数 如 下 


(— mtetea (m, 一 1)1 (ni, 一 1)1， 
em 当 P, < P, 且 满 足 条 件 D, 
0， 否则 . 
(12. 19) 
其 中 条 件 了 为 : W P,=(A, ;A ，,… ,A,), 每 一 个 A; 对 应 P, 中 n, 
个 子 集 的 并 . 
定理 12. 4.5 ”以 下 两 式 互 逆 ， 
f(P,) = D gQ), 
"< (12.20) 
g(P,) = DQ, POf). 
QZP, 


例 12.4.6 设 X={a,b,c}, Pi ={X}, P= {{a,b}),{c}}, 
P={{a}, {b,c}}, P={{a,c}, {6)},P, =4fa), (b). (OVP 
{P,P;,P;,P,,P;},(P,<) 上 的 Möbius 函数 的 值 为 ， 

ECP: P.) =1, k = 1,2,3,4,5. 
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pC(P,,P) =(P; Pi) = (P, P1) =—1, 
(P; P2) =(P; , P3) = p(P;,P,) =—1, 
AP; P.) =2, 

其 他 情况 aP., Pi) =0. 


12.4.6 应 用 


有 标号 连通 图 的 数目 的 确定 

设 V={v ,vs,…,v,},，G 二 (V,E) 是 任意 图 (可 以 不 连通 )， 
x(G) 为 由 G 决定 的 V 的 划分 : r(G) 的 每 一 部 分 对 应 G 的 一 个 连 
通 分 支 . 反之 , 设 x 为 Y 的 任 一 个 划分 ,C(r) 为 具有 划分 的 所 
有 图 的 个 数 ,D(m) 为 具有 性 质 r(G) 生 天 的 图 G 的 个 数 ( 这 里 三 为 
V 的 划分 格 中 的 偏 序 关 系 ). # = E 15 22…z 型 划分 , 则 有 

Dw = 8 G) _ Dc, 
= 


("的 每 一 部 分 VOD IVG | 二 i,j 二 1,2,…, 和 ,对 应 的 图 的 个 
数 为 
di = 26), 


. hi i SN i 
故 Dœ = ][ TI 22 = gae) 


i=ì j=l 


令 划 分 mm={V}, 则 连通 的 有 标号 图 的 个 数 为 CCm ) ,由 Möbius 
反 演 公式 得 
Cm) = J Ga, m) D(m) 


== 


= > CDa) 


G sk.) 
ç Š 6) x 
AD 021)5..(nSKi Ke eK, 
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其 中 和 式 取 遍 下 列 方 程 的 所 有 非 负 整 数 解 : 
1]。 忆 十 2。As 十 … + n ° k, = n. 


12.5 离散 Fourier 变换 


Fourier 变换 是 将 周期 函数 表示 为 Fourier 级 数 ,其 系数 是 一 积分 
式 . 用 离散 Fourier 变换 可 简化 系数 的 计算 ,并 适合 用 计算 机 来 计算 . 
定义 12.5.1 Prk), X(k),k=0,1,2, = n—1 分 别 为 实 
数 与 复数 序列 , 则 以 下 两 式 互 道 : 
x(k) = Fx 
“us (12.21) 
Xk) = De 


其 中 i=v 一 1, 式 (12. 21) 称 为 离散 Fourier 变换 (discrete Fourier 
transform). 

例 12.5.2 用 离散 Fourier 变换 计算 Fourier 级 数 it f(x) 
为 周期 ! 的 实 函 数 , 则 f(z) 可 表 为 


fO) = X Ce 
;和 


1 r 
G = +Í fe idi (12.22) 
0 
& 一 0, 士 1], 士 2,… 
将 区 间 [0, 门 分 为 上 等 分 , 令 z= 入,k=0,1,2,…,n 一 1, 则 有 


令 
z(&) = f(z,) 


则 由 式 (12. 21) 可 求 得 XA ,有 专门 设计 的 快速 算法 计算 XA). 
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从 而 求 得 Fourier 系数 : 
G, = X(&),C., = X (k), = 0,1,2,- ,n— 1. 


12.6 Lagrange 变换 ( 反 演 公式 ) 


Lagrange 反 演 公式 在 有 根 树 的 计数 问题 中 很 有 用 . 首先 我 们 
引进 一 个 记号 , RAR f (1) 的 指数 型 形式 窜 级 数 为 f(1) = 


> Su" , 记 Ce (fU) } =a. 
EX 12.6.1 设 P(x) 是 一 个 已 知 的 函数 ,并 满足 o(0)=1. 


HE usto) WRR ET u 是 1 的 函数 : usut). f) E 
MERE É) RR , WJ E KS FE R N E DA F ER: 
Cr (fult) } = cm Dp"), 
此 公式 称 为 Lagrange 变换 ( 反 演 公式 ). 
例 12.6.2 我 们 用 Lagrange 反 演 公式 来 证 明 ” 阶 树 的 数目 
H n’. 
设 ” 阶 有 根 树 的 生成 函数 为 D(z) = > Sa", pe Wa 


n=0 


阶 有 根 树 的 数目 . 则 D(z) 满 足 方程 DCz)= re” (我们 暂且 承认 
它 ), 在 Lagrange 反 演 公式 中 取 妈 为 D(z),g(wu)==e*,，f(u)=， 
则 得 


Cr (D(z)) = Ied .e™), 


mgp PPM |。 和 
由 于 e™"=1+]T 二 … 十 3 六 十 …, 得 


所 以 
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由 于 每 个 树 的 每 个 点 都 可 作为 根 ,所 以 每 个 树 对 应 了 n 个 有 
根 树 , 故 全 部 n 阶 树 的 个 数 为 a”. 


12.7 Lah 变换 ( 反 演 公式 ) 


定义 12.7.1 以 下 的 互 道 的 变换 


fm) = Y Lag (h), 
k=0 


gn) = X Laaf (k), 
k=0 
TE 


称 为 Lah BERRAR Jh La =D (T 


(参看 8. 18 4). 


SE Lah 数 


GA 


13 组 合 设计 
13.1 区 组 设计 与 拉丁 方 


13.1.1 基本 概念 


定义 13.1.1 设 S 为 有 限 集 , 称 为 基 集 .Bi ,B:,…,B, 为 S 
的 有 序 或 无 序 的 子 集 , 则 子 集 簇 = {B,,B,,…,B,} 称 为 S$ 上 的 
区 组 设计 (block design). ATE B, 称 为 一 个 区 组 (block), 允 
许 有 相同 的 区 组 . 对 子 集 B, 作 不 同 的 规定 ,就 得 到 各 种 类 型 的 区 
组 设计 . f 

定义 13.1.2 # S 的 一 个 区 组 设计 中 每 个 区 组 是 S 的 元 素 
的 全 排列 , 则 称 此 区 组 设计 为 完全 区 组 设计 ,否则 称 为 不 完全 区 组 
设计 . 

定义 13.1.3 设 基 集 为 S={1,2,…,n), 用 S 中 的 元 素 排 成 
n X n 的 方 阵 , 每 个 元 素 在 每 行 与 每 列 中 恰 出 现 -- 次 , 则 此 方 阵 称 
为 S 上 的 n 阶 拉丁 方 (1Latin square). 如 果 把 拉丁 方 中 每 一 行 看 作 
一 个 区 组 , 则 拉丁 方 是 有 nn 个 区 组 的 完全 区 组 设计 . 

定义 13.1.4 设 基 集 为 S=={1,2,…,n), 用 S 中 的 元 素 排 成 
rX n 的 阵列 ,使 每 个 元 素 在 每 行 每 列 中 无 重复 出 现 , 则 称 此 阵列 
为 rXn 的 拉丁 矩形 (Latin rectangle)， 如 果 把 rxXn 的 拉丁 矩形 的 
每 一 行 看 成 一 个 区 组 , 则 它 是 具有 7r 个 区 组 的 完全 区 组 设计 . 


13.1.2 拉丁 方 与 拉丁 矩形 的 计数 问题 


第 1 行 元 素 为 1,2,…, 的 拉丁 方 或 拉丁 矩形 称 为 正规 的 拉 
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丁 方 或 正规 的 拉丁 矩形 . 它们 的 个 数 记 作 LRO, n), r< n 时 ， 
LR(r,n) 为 正规 的 拉丁 矩形 的 个 数 ;LR(n,n) 为 正规 拉丁 方 的 个 
数 . 则 有 以 下 结果 . 

定理 13.1.5 (1) 2Xn 正规 拉丁 矩形 的 个 数 为 : 

LR(2,n) = DG), 
其 中 D(n) 为 没有 不 动 点 的 n 次 置换 的 个 数 ( 见 问题 9. 4.2). 

(2) 第 1 行为 1,2,…,n, 第 2 行为 n,1,2,…,n 一 1 的 3Xn 的 
拉丁 矩形 的 个 数 为 T(z) ,其 中 T(n) 为 夫妇 问题 的 入 座 数 ( 见 例 
9. 2. 11). 

(3) 3xn 的 拉丁 矩形 的 个 数 为 

p 
LR(3,n) = D (Z) Da- pT 2, 
其 中 D(n) 与 T(n) 见 (问题 9.4.2) 与 ( 例 9. 2.11). 
(4) LR(r,n) 的 一 般 公式 尚 无 , 仅 有 以 下 的 下 界 与 渐 近 公式 ，; 
LR(r,n) > (n—1)!(n— 2)!--(m—r+ 1)! 
x r< yz 时 有 
LR(r,n) az (nl)re G), 

(5) 记 in 为 第 1 行 与 第 1 列 均 为 1,2,…,n 的 拉丁 方 数目 , 则 
A ln>(n—2)! (n—3)! …11 

但 此 下 界 不 好 , 见 下 表 13.1. 


16942080 


定义 13. 1.6 设 A4 是 [1,n] 上 的 nn 阶 拉丁 方 ,其 主 对 角 线 与 
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次 对 角 线 上 的 元 素 分 别 两 两 相 异 , 则 称 4 为 n 阶 对 角 线 拉丁 方 . 
并 有 以 下 定理 . 

定理 13.1.7 设 n>1, 则 存在 n 阶 对 角 线 拉丁 方 的 充 要 条 件 
是 n 关 2,3. 


13.2 正 交 设计 与 正 交 试验 设计 


13.2.1 正 交 拉丁 方 与 正 交 表 


定义 13.2.1 设 基 集 为 S=[1,n],A==(aj),.,,B=(b,),xn 
是 S 上 的 两 个 n 阶 拉丁 方 ,车 每 一 个 有 序 对 (i,j) (1<iscn,1< 
j 夺 n) 都 在 集合 

M = {(aysbs) | ij = 1,2,--,n) 

中 出 现 , 即 满足 条 件 M= Sx 5S, 则 称 和 4A 与 B 是正 交 的 
(orthogonal). 

车 有 拉丁 方 : A sAr A ,它们 两 两 正 交 , 则 称 它 们 为 正 交 
拉丁 方 组 (orthogonal latin squares). 

定理 13.2.2 正 交 拉丁 方 组 的 存在 性 ”关于 正 交 拉 丁 方 组 
存在 的 条 件 有 以 下 结果 : 

(1) 不 存在 2 阶 和 6 阶 的 一 对 正 交 拉丁 方 . 

(2) 对 任何 n 关 2,6 的 正 整 数 ,都 存在 一 对 n 阶 正 交 拉丁 方 . 

定义 13.2.3 设 n 宇 2, A Azs, A, 为 一 组 n 阶 正 交 拉丁 
方 , 则 <n. H s=n 一 1 时 , 称 A, TA... Ana B n 阶 完备 的 正 交 
拉丁 方 组 . 且 当 n==p" ,pp 为 素数 时 ,存在 nn 阶 正 交 拉 丁 方 的 完备 
组 ( 见 定理 13. 2. 4). 

定理 13.2.4 正 交 拉丁 方 的 最 大 个 数 ” 设 的 标准 素 因 子 
DERA n= pi p2… pr ,，N(n) 为 两 两 正 交 的 拉丁 方 的 最 大 个 数 ， 
则 有 
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(1) 4 n=p BF, Np) =p 1. 

(2) NCD SN. (m) = min Cpi — 1); 

(3) `í n 半 2(mod4) 时 ,至 少 存在 一 对 n 阶 正 交 拉丁 方 . 

(4) # N(n) 宇 2, 则 N(3n+ 1)22. 

(5) # 1 全 2, 则 有 N(4t 十 2) 宇 2. 

(6) N(n) 的 一 般 计算 方法 尚未 解决 . 

定理 13.2.5 设 S 是 个 元 素 ,A 是 S 上 一 个 n*Xxm 的 阵 
列 , 若 A 的 任意 两 列 是 正 交 的 : 任意 两 列 形成 的 有 序 对 集 恰 等 于 
SXS. 则 称 A E: S Eñ#J— ` n° Xm 正 交 表 (orthogonal layout), 
WE OA(n,m). 正 交 表 OA 有 以 下 性 质 . 

定理 13.2.6 存在 s 个 n 阶 正 交 拉丁 方 组 的 充 要 条 件 是 存在 
正 交 表 OA(n,s 十 2). 


13.2.2 正 交 试验 设计 与 试验 用 正 交 表 


设 要 做 配方 试验 . 共有 m 个 参数 , 称 为 因子 . 每 个 参数 ( 因 
子 ) 有 上 个 不 同 的 取 值 ,z 称 为 水 平 数 . 用 枚 举 法 , 共 需 做 1" 次 试 
验 . 可 以 把 这 z 次 试验 的 参数 值 想象 为 上 维 空间 中 的 一 个 超 立 方 
体 上 的 格子 点 . 如 果 能 设计 一 个 试验 方案 ,只 取 这 个 超 立 方 体 上 
一 些 有 代表 性 的 格子 点 , 且 这 些 代 表 点 在 超 立 方 体 中 的 分 布 有 一 
定 的 均匀 性 ,这 种 设计 试验 的 方法 称 为 “试验 设计 ”， 采 用 不 同 的 
代表 性 或 均匀 性 ,就 得 到 不 同 的 试验 设计 方法 . 正 交 试 验 设 计 的 
规则 是 : 任何 两 个 参数 的 两 个 水 平 ,在 试验 中 恰 有 .一 次 搭配 . 

设 共 做 N KRENI” ), 可 把 每 一 次 试验 对 应 的 参数 取 值 
写成 一 行 (每 个 参数 取 值 范围 为 1,2,…,t) ,得 到 一 个 NXm 的 阵 
列 , 记 作 Ln(z"), 称 为 一 个 m 个 因子 z 水 平 共 做 N 次 试验 的 正 交 
表 . 因而 OA 正 交 表 可 表 为 

OA(n,s+ 2) = Le (n), 
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即 利 用 OA(n,s 十 2) 可 安排 s+ 2 个 因子 ”水平 的 正 交 试验 ,共和 需 
in 次 试验 . BR n AAKA n KGH". 即 正 交 试 验 法 
可 大 大 减少 试验 次 数 . 


13.2.3 正 交 试验 表 的 一 般 形式 


在 一 般 情况 下 ,每 个 因子 的 水 平 数 可 以 不 同 , 设 有 m 个 因子 
的 水 平 数 均 为 ty ,mz 个 因子 的 水 平 数 均 为 i;,…,m 个 因子 的 水 
平 数 均 为 t,, 共 做 N 次 试验 ,这 样 的 正 交 试验 表 记 作 

Ly (th X g X = X t). 

构造 一 般 的 正 交 表 的 工作 十 分 复杂 ,已 有 一 些 现成 的 表 可 查 用 . 
对 于 等 水 平 的 正 交 试 验 表 可 用 正 交 拉丁 方 组 来 均 造 . 

正 交 设计 指 的 是 构造 正 交 拉丁 方 组 的 方法 ;而 正 交 试验 设计 
指 的 是 构造 正 交 试验 表 的 方法 . 


13.2.4 正 交 拉丁 方 组 的 构造 方法 


设 n= 二 p' p 为 素数 . 算法 步骤 如 下 : 

(1) E FGF} p 阶 有 限 域 ,作出 下 的 加 法 表 与 乘 
法 表 . 

(2) $ y 二 mr 十 有 ,对 每 一 个 m 关 0 EFR: 


as =mr+k 
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得 到 一 个 nX n BJ EE 2] ie fE L (m), 8k E — + hr T H. #t uj 48 2lJ 
?一 ] 个 拉丁 方 : AAs An ,它们 构成 完备 的 正 交 的 拉丁 方 
组 . 且 具 有 以 下 性 质 : 它们 的 首 行 都 相同 , 则 A GSDP 2 一 
ITEA 的 第 2—n 行 的 一 个 行 置换 . 因此 ,实际 计算 时 ,只 需 计算 
A 及 每 个 A; (i 宇 2) 的 第 1 列 元 素 ， 其 余 元 素 可 从 A, 得 到 . 

例 13. 2.7 构造 4 阶 正 交 拉丁 方 完 备 组 及 相应 的 正 交 表 . 

解 (1) 设 F=GF(2?), 作 出 下 的 元 素 的 加 法 表 与 乘法 表 . 
方法 如 下 : 

在 Z 上 选 一 个 2 次 本 原 多 项 式 : m(r)= Xr+ l,Ek a E 
该 本 原 多 项 式 的 根 , 则 下 = {0,1,a,a:), 其 加 法 表 与 乘法 表 分 别 
如 下 : 


a a 
a a 
a a 
0 ] 
1 0 

X y 
0 1 -a g 

a 

0 0 0 0 0 
1 a 6 C Yg 
a DERA Rab Th 
a de i <. 


(2) 设 y=mr+l, mE F` 
B m=1,y=r+ EFR: 
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a a 
a a 
o 1 
1 O 


分 别 用 1,2,3,4 代表 0,1,a,a ,得 到 以 下 的 拉丁 方 : 
l 2 $ 4 
2 1 4 3 
32 £ 下 
4 3 2 1 

He m=a, H > 一 az 求 得 第 1 列 元 素 为 0,ayo ,1, 即 1,3,4,2， 
H L, 作 行 置换 ,得 到 第 二 个 拉丁 方 : 


NN ee C 
w — N à 


取 m=a ,由 y=a z RIR 1 列 元 素 为 0,o ,1,a 即 1,4,2， 
3, 由 L, 作 行 置换 得 

1 3 4 

r= 2 1 

2 4 3 

A i Ç 
共 得 到 L. L, L, 三 个 拉丁 方 , 构 成 拉丁 方 完备 组 . 

(3) 由 两 个 初始 列 及 工 , ,L, ,L; ,可 得 正 交 表 O4(4,.5): 
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L. op ¿L 可 
l 2 2 2 zl 
1 3 3 3 3| 
14444 
如 Ry E E l 
2 2 1 4 3 
2 3 4 1 2 
OA(4,5) =|2 4 3 2 1 
(Le(4)) |3 1 3 4 2 
3243 1 
$ 3 13Ú 2 4 
3 4 2 1 3 
4 1 4 2 3 
4 2 3 1 4 
4 3 2 4 1 
OE 1 $ 2 


算法 13. 2.8 n=p OA(p,p+1)=L, (bl) 的 构造 方法 
这 是 (13. 2. 4) 的 特殊 情况 :r=1, 它 的 构造 方法 最 为 简单 . 首先 写 
出 五, 它 是 以 下 的 循环 阵列 ; 


0 1 2 ~» ... t>!) 
下 | 
L=| 2 daemi] O 1 | 
| 


La (m = 2,3,--, p — 1) W% 1 列 为 0, m, 2m, =, 
(p—1)m(mod p). 然后 从 Li 中 找到 第 一 个 元 素 相同 的 行 ,由 此 
得 OA(p,p 十 1) 的 构造 如 下 . 
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OA(p,p++1): 
第 1,2 列 为 初始 列 : 
0,0,s,0,1,1,. 1, ..... pl p— 1, p= 1 
1,25, p— 1,1,2,: pm l,e , 1.2, p— 1 
第 3 一 加 十 1 列 分 别 为 ,Lz ,… ,L, HITRIH. 
算法 13.2.9 Xm 阶 正 交 拉 丁 方 组 的 构造 方法 iA, 
Az. A, 31 阶 正 交 拉丁 方 组 B, ,B,,……,B, 为 m 阶 正 交 拉 丁 方 
组 , 则 
A, * B, , A; * B,,…,A,* B. 为 Im 阶 正 交 拉丁 方 组 ,其 中 A*B 
的 意义 为 
设 A=(aj)ix， B=(b,),,, 则 
Can sbn) Can sbim) … (aúwjbi) ` (ar sbim) 1 
(aba) … Can sbam) … Cau sbm) Cau sbam) | 
A*B= |: : : : | 
(an shi) 《an sbim) ° Caesb) ° o 


Can ba) … Can obmm) … (aca) … (acsb,,) 

例 13.2.10 构造 12 阶 正 交 拉丁 方 组 
由 于 12=3X4, 3 阶 正 交 拉丁 方 组 有 两 个 ， 

a, a, as; a, qaq a, 

A, = ° a, al, A; = e a, a 

3 G, az 2 ay al 
4 阶 正 交 拉丁 方 组 虽然 有 3 个 ( 见 例 13. 2.7) ,由 上 述 方法 只 能 
构造 出 两 个 正 交 的 12 阶 拉丁 方 ,因而 可 任 取 两 个 正 交 的 4 阶 拉 
丁 方 ,例如 取 B 为 例 13. 2. 7 中 的 L. , B, 为 例 13. 2.7 中 的 三， 
并 记 作 
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b b bs b 
h b b b 
Ar Ap Saa 
ñ bs b b, 
b b bs b, 
b b b b 
b b b, b| 
b b b b 
令 (al, bi)=1, (a .br)=2, (qa, bs)=3, Car, b.)=4, 
(a,,bi)==5, (a,, bxr)=6, (az, b,)=7, (ax, ba) =8, 
Cas, bi)=9, (as ,bs)=10, (as, b3)=11, (ai,b,)=12. 
则 得 


B, = 


i 2 3 4 5 6 7 B 9 1] 1 1 
2 1 4 3 6 5 8 7 l 9 1 1 
3 4 1 2 7 8 5 6 11 9 10 
4 3 2 1 8 7 6 5 1 1 10 9 
5 6 7 8 9 0 11122 1 2 3 4 
6 5 8 7 10 9 211 2 1 4 3 
| 2 
8 7 6 5 12 111 9 4 3 2 1 
9 10 1112 1 2 3 4 5 6 7 8 
l 9 2 I 2 1 4 3 6 5 8 ? 
11. dl 2 7 8 5 6 
12 QG Q G 8 7 6 5 


C, 的 第 1 行 与 C, 相同 . 第 1 列 元 素 为 : 1,3,4,2,9,11,12,10,5， 
7,8,6, 各 行 的 元 素 为 C 中 第 1 个 元 素 相 同 的 对 应 行 . 
算法 13.2.11 任意 n 阶 正 交 拉丁 方 组 的 构造 方法 
B n = pi p? o prs pis pests pe 为 互 不 相同 的 素数 ， 
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r,2>1. $ 
N. (n) = min( p" — 1), 
则 由 13. 2. 4 可 构造 出 N. (n) HIRE IF 26) n 阶 拉丁 方 . 


13.2.5 应 用 


例 13.2. 12 试验 田 问 题 1 要 在 一 块 正 方形 的 试验 田 上 试 
验 3 个 品种 的 小 麦 ,为 了 减少 土质 的 影响 ,把 试验 田 等 分 成 3 横 条 
3 竖 条 , 共 9 块 ,做 试验 安排 如 下 : 每 个 品种 在 每 一 个 横 条 或 每 一 
个 竖 条 上 恰 出 现 一 次 ,这 样 所 得 的 试验 安排 就 是 一 个 3 阶 拉丁 方 . 

例 13.2.13 试验 田 问 题 2 若 有 ?种 肥料 ,” 种 水 质 ,要 试 
验 它们 对 小 麦 产量 的 效果 . 为 了 减少 土地 的 影响 ,把 正方 形 的 试 
验 田 等 分 为 个 横 条 与 n 个 竖 条 共 n? 个 小 块 , 按 以 下 规则 对 这 n? 
个 小 块 上 的 小 麦 做 试验 : 

(1) 每 种 肥料 或 每 种 水 质 在 每 一 横 条 或 每 一 竖 条 上 人 恰 出 现 
一 次 

(2) 每 种 肥料 与 每 种 水 质 在 n 个 小 块 上 恰 有 一 次 搭配 (又 称 
相遇 ). 

BA EMH n 种 肥料 组 成 的 拉丁 方 ,B BE H n 种 水 质 组 成 的 拉 
丁 方 ,并 使 4 与 B 正 交 . 则 (aj sby), i,j 二 1,2,…,n 就 是 第 (i,j) 
小 块 土地 上 对 应 的 肥料 与 水 质 . 

例 13.2.14 配方 问题 设 用 人 种 原料 来 配制 一 种 饮料 或 药 
剂 ,每 一 种 原料 有 n 种 剂量 ,要 试验 如 何 配制 得 到 最 好 的 效果 . 用 
枚 举 法 要 做 n 次 试验 ( 设 k 二 >2). 为 了 减少 试验 次 数 , 只 要 求 试验 
满足 以 下 规则 : 任何 两 种 原料 的 两 种 剂量 在 试验 中 恰 有 一 次 拱 
Bo. 可 以 认为 这 样 的 试验 方案 具有 一 定 的 代表 性 与 遍历 性 ,是 比 
较 合理 的 . 这 可 用 上 个 正 交 的 nn 阶 拉丁 方 41,A;,…,A, 来 实现 . 
由 A ,A4,，… A, 构成 正 交 表 OA (n,k) , 它 的 每 一 列 代表 某 一 种 原 
料 的 剂量 ,每 一 行 代 表 一 次 试验 所 对 应 的 每 种 原料 的 剂量 . 共 需 

+ 207 。 


做 nn? 次 试验 , 当 上 二 2 时 ,减少 了 试验 次 数 . 

正 交 表 OA 可 直接 用 于 等 水 平 数 的 试验 设计 . 对 于 非 等 水 平 
的 试验 问题 , 则 需要 用 “ 正 交 试验 表 ” 来 安排 试验 ,可 查阅 有 关 正 交 
试验 设计 的 书 . 


13.3 平衡 不 完全 区 组 设计 


定义 13.3.1 设 XX 为 v 元 集合 ,k,4 为 正 整 数 , 若 区 组 设计 
23= (B. B: ，…，B,} 满 足 : 

(1) 对 任意 B e 2,#|B,| =k; 

(2) 对 任意 z€ X, =< 6 SF r 个 区 组 ,r 称 x 在 多 中 的 出 
现 数 . 

(3) 对 任意 两 个 元 素 z,yEX, 同 时 含有 xz 和 >y 的 区 组 数 都 等 
于 ^, 称 1 为 zyy 的 相遇 数 . 

则 称 3 是 和 关上 的 一 个 (5,v,r,k,A) 平 衡 不 完全 区 组 设计 (balanced 
incomplete block design) , {PR (b, vsr, k, à), —BIBD, (bp,v,r,k， 
4) 称 为 该 设计 的 类 型 . 

平衡 是 指 等 出 现 数 及 等 相遇 数 . 不 完全 是 指 : BEX, R 
k—<. 

每 个 区 组 内 的 元 素 是 无 序 的 ,每 个 区 组 内 元 素 的 个 数 相等 , 称 
为 等 长 . 所 以 BIBD 是 等 长 无 序 的 出 现 数 与 相遇 数 均 相等 的 区 组 
设计 . 

例 13. 3. 2 (b=12,v=9,r=4,k=3,4=1)— BIBD:; 

B =(1,2,3),B,=(4,5,6),B,=17,8,9), 

B. =11,4,7),B,=(2,5,8),B,=13,6,9), 

B,={1,5,9},Bs=1{2,6,7},B,={3,4,8}, 

Bo ={1,6,8}, Bu ={2,4,9}, B2 ={3,5,7}. 

EE 13.3.3 BIBD 的 参数 的 性 质 ” 设 存在 一 个 (6,v,r,k， 
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4) 一 BIBD, 则 有 

(1) r(k—1)=A(v—1); 

(2) bk= ur; 

(3) A(v—1) 三 0(mod(k—1)); 

(4) Av(v—1) 三 0(modk(k— 1)); 

(5) 当 1 二 kk 二 v 有 b 宇 v 或 A(v 一 1) 宇 k(k 一 1). 

例 13.3.4 一 些 特殊 情况 的 BIBD: 

(1) 不 存在 v=16,k=6,4 二 1 及 u=21,k=6,A=1 的 BIBD. 

(2) k=1 时 ,由 XX 的 任意 多 个 1 元 子 集 构成 的 区 组 设计 都 是 
BIBD ,设计 类 型 为 (rv,v,r,1,0). 

(3) k=2 BF, 2 H X 中 的 所 有 2 元 子 集 重复 4 次 构成 ,设计 


类 型 为 (4 于 守 ,0,4(0 一 DD ,2,4). 


(4) k= BF,2 H 4 X 组 成 . 

(5) k=o—1>2 时 , 当 (v 一 2) 检 ,不 存在 k= 二 v 一 1 的 BIBD; 当 
(v 一 2)|4, 存 在 由 六 的 所 有 (v 一 1)- 子 集 重复 4/(v 一 2) 次 所 构成 
的 BIBD, 且 是 唯一 的 . 设计 类 型 为 

(visv,《v 一 1)t,v 一 1,(v 一 2)1) ,其 中 1 为 任 一 整数 . 


(6) k=v—2>2 时 , 当 (”2 ) 入 ,不 存在 k=v—2 的 BIBD; 
当 (”2 ) | 时 ,存在 由 X 的 所 有 (vu 一 2)- 子 集 重复 4/ ("7 2) 


构成 的 BIBD, 且 是 唯一 的 . 设计 类 型 为 (1 i 


(v—1)(v—2 T 一 
1 其 中 + 为 任 一 正 整数 
定义 13.3.5 B X 为 元 集合 ,区 组 设计 8= {B B, 
B.) WE: 
(1) 设 天 是正 整数 集合 , Y BiE 马 有 |B,|EK 
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(2) VYzx,yEX 且 xz 关 y, 它 们 的 相遇 数 为 常数 4. 
则 称 多 为 不 等 长 平衡 区 组 设计 ,习惯 上 称 为 成 对 (或 不 等 长 ) 平 衡 
设计 , 记 作 (vwv,k,4)- 设 计 . 

定义 13.3.6 设 X 为 v 元 集合 , IX X, X) E X 的 一 
个 划分 ,每 一 个 子 集 X, 称 为 类 . 区 组 设计 B= {Bi,B,,…,B,} 
WE: 

(1) 有 正 整 数 集合 K, 使 K={k|lk=|1B,|,i=1,2,…,b}; 

(2) 有 正 整 数 集合 M, t M= {mlm=|X;|,j=1,2,.… ,1}); 

(3) Vxz.,y€ X Rz y,# 

34 r,y 属于 同一 类 时 ,相遇 数 为 0; 

当 z, y 属于 不 同类 时 ,相遇 数 为 常数 À. 
则 称 2 为 可 分 类 区 组 设计 , 记 作 (天 ,1,M)- 设 计 . (| X |， 
1X | ,…, |X,|} 称 为 该 可 分 类 设计 的 分 类 型 式 . 

这 种 设计 的 特点 是 基 集 划分 为 类 ;区 组 不 等 长 ;两 个 元 素 只 有 
属于 不 同类 时 才 等 于 非 零 常数 4. 

EX 13.3.7 设 久 为 vu 元 集合 ,划分 为 类 : (XI. X... 
X,) ,区 组 设计 3={B, , B:s, B, M R: 

(1) 每 个 区 组 长 度 相 等 : VB EZH |B, |=k>2; 

(2) 每 类 元 素 个 数 相 同 : YX 8 | X. | =m; 

(3) 同类 元 素 的 相遇 数 为 0, 不 同类 元 素 的 相遇 数 为 常数 4. 
WEK 多 为 (v,k,4,m) - 模 截 设计 (transverse design). 

这 种 区 组 设计 的 特点 是 ,分 类 等 “长 ”为 m, 区 组 等 长 为 ,只 
有 不 同类 元 素 的 相遇 数 为 非 零 常数 4. 

定理 13.3.8 横 截 设计 的 性 质 设 了 3 是 (5,v,k,4,m)- 横 截 
设计 , 则 有 

(1) 分 类 数 与 区 组 长 相等 : t=. 

(2) VB,€2,X, 有 1B 由 X,|==1, 即 任 一 区 组 由 每 类 取 一 个 
元 素 组 成 . 
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(3) b=Am’. 

(4) 一 zz 每 个 元 素 的 出 现 数 为 Am. 

定理 13. 3. 9 ” 横 截 设计 与 正 交 设计 的 关系 ”存在 4=1 的 
(vw,b,k,1,m)- 横 截 设计 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 列 的 m 阶 正 交 
表 OA (m,k). 


13.4 三 元 系 


13.4.1 三 元 系 与 Steiner 三 元 系 


k=3 的 不 完全 平衡 区 组 设计 , 即 (v,5,r,3,4)- 设 计 , 称 为 三 
元 系 (triple system) 或 三 连 系 ， 当 4=1 时 , 即 (v,b,r,3,1)- 设 计 ， 
称 为 Steiner 三 元 系 (Steiner triple system). 

这 种 设计 是 & 值 最 小 的 非 平凡 的 (wp,r,,A)-BIBD. 


13. 4.2 Steiner 三 元 系 的 性 质 


定理 13. 4. 1 参数 关系 (o,b,r)-Steiner 三 元 系 满足 


>= T. 


定理 13. 4.2 存在 定理 (Steiner) ETA (vb) FERR 
分 必要 条 件 为 


u= l, 或 3(mod 6), vÆ 3. 

例 13.4.3 (1) v=3 的 Steiner 三 元 系 存在 且 唯 一 ,而 且 只 
有 一 个 区 组 : {1,2,3). 

(2) o=7 的 Steiner 三 元 系 存在 且 唯 一 ,为 {1,2,3},{1,4,5}， 
{1,6,7}, {234,6}, {2:9:2 (3: ATi 3536) 

(3) v=9 的 Steiner 三 元 系 在 同 构 意义 下 存在 且 唯 一 ,为 

{1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7},{1,8,9}, {2,4,6}, {2,5,8}, 
{2,7,9}),{3,4,9},{3,5,7},{3,6,8},{4,7,8},{5,6,9}. 
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(4) v=13 的 Steiner 三 元 系 , 互 不 同 构 的 有 两 个 : B, B. 
2, 为 

{1,2,3},{1,4,5},{1.6,7},{1,8,9},{1,10,11},{1,12,13}, 
{2,4,6},{2,5,7},{2,8,10}, {2,9,12}, {2,11,13}, {3,4,8}, 
{3,5,12},{3,7,11},{4,7,9},{4,10,13}, {4,11,12},{5,8,11}, 
{16,8,12},{6,9,11},{7,8,13},{7,10,12},{3,6,10}),{3,9,13}, 
{5,6,13},{5,9,10}. 

B 是 将 Q, 中 的 最 后 4 个 区 组 换 为 {3,6,13),{3,9,10}， 
{15,6,10},{5,9,13}. 

(5) v=15 时 ,共有 80 个 互 不 同 构 的 Steiner 三 元 系 ,每 个 三 
元 系 的 区 组 数 为 35. 

(6) 对 一 般 的 o==1 , s 3(mod6) 的 互 不 同 构 的 Steiner 三 元 系 
的 个 数 问题 尚未 完全 解决 . 


13. 4.3 Steiner 三 元 系 的 构造 方法 


若 存在 Steiner 三 元 系 ST, (>) 和 ST, Cv), W) F E 
ST(uwm), 且 此 三 元 系 分 别 包含 与 STi cew ) 和 ST; Co: ) 同 构 的 子 
R. 具体 构造 方法 如 下 : 

HST, (wm) 的 基 集 为 X=(a, 7?Q2， Qu > 

ST: (w) 的 基 集 为 了 一 (b sbe "=b, ). 

令 S= {cs| 1<i<>,1< j=< >) 8 ST( o ) 的 基 集 ， 
ST(viv) 的 构造 如 下 ，; 

{cw rc cs) € ST(vivs) 的 充分 必要 条 件 为 满足 以 下 条 件 
之 一 : 

(1) w=xz=y H {ai sa; sa} EST, C); 

(2) i=j=1 H {bu sb: ,b,} € ST,(u,); 

(3) {aiaj sai} € ST, Co) H {bu sb, 3b} € ST: Co). 
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13.4.4 Steiner 三 元 系 大 集 问 题 


设 X 为 ww 元 集合 ,STi(u) ,ST(o) 是 X 上 的 两 个 Steiner = 
元 系 , 若 它们 没有 公共 的 区 组 ,就 称 它们 是 不 相交 的 . 设 Do) v 
元 集 X 上 的 两 两 不 相交 的 Steiner 三 元 系 的 最 大 个 数 , 则 

v 

(s) 
v(v— 1) 
6 


车 存在 vu--2 个 两 两 不 相交 的 Steiner 三 元 系 : ST w), 
ST,(v),…,ST,_,(v), 则 称 它 是 一 个 Steiner 三 元 系 大 集 (set of 
steiner triple systems). 确定 存在 大 集 的 v 值 问题 , 称 为 Steiner 
三 元 系 大 集 问题 . 并 有 以 下 结果 . 

定理 13.4.4 Steiner 三 元 系 大 集 定理 / 陆 家 装 定理 ”对 所 有 
适合 v 三 1, 或 3(mod 6) 且 >> 7 的 v 值 , 除 6 个 可 能 的 例外 值 : 
141,283,501,789,1501,2365 ,都 存在 Steiner 三 元 系 大 集 . 


Dv) < = u— 2. 


13.4.5 应 用 


例 13.4.5 Kirkman 女生 问题 ( 见 7.9 节 )15 名 女生 ,每 天 
3 人 一 组 出 去 散步 , 女 教师 安排 了 一 个 分 组 方案 ,使 7 天 中 任 两 个 
女生 恰 分 在 同一 组 一 次 . 这 是 个 Steiner 三 元 系 的 问题 ,由 13. 4. 2 
节 区 组 数 为 b&=35 ,出现 数 * 王 7, 因 而 这 35 个 区 组 可 分 成 7 大 组 ， 
使 每 个 人 都 出 现在 每 个 大 组 中 . 

Kirkman 给 出 的 解答 为 
星期 日 {(1,2,3},{4,8.12},{5,10,15},{6,11,13},{7,9,14}; 
星期 一 {1,4,5},{2,8.10},{3,13,14},{6,9,15},{7,11,12}; 
星期 二 (1,.6,7),12,9,111,13,12,151,14,10,14),15,8,13); 
星期 三 (1,.8,9),12,12,14),13,5,6),14,11,15),17,10,13); 
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星期 四 {1,10,11},{2,13,15},{3,4,7},{5,9,12),{6.8,14); 
星期 五 {1,12,13}.{2,4,6},{3,9,10},{5,11,14},{7,8,15}; 
星期 六 {1,14,15}.{2,5,7},{3,8,11},{4,9,13},{6,10,12). 
这 样 的 安排 方案 有 很 多 个 ,两 两 不 相交 的 方案 有 13 个 ,两 两 
不 同 构 的 方案 有 80 个 . 
例 13.4.6 人 饲料 试验 (Kirkman 女生 问题 的 其 他 形式 ) 设 
有 15 种 饲料 ,要 从 中 选 出 3 种 饲料 的 最 佳 搭配 如果 用 枚 举 法 ， 


需 做 ( 。) = 455 次 试验 . 利用 Steiner 三 元 系 设计 可 减少 试验 次 


数 且 其 结果 具有 一 定 的 可 靠 性 . 具体 安排 如 下 : 

试验 分 7 阶段 进行 ,每 阶段 5 天 ,每 天 喂养 一 个 3 种 饲料 的 拱 
配 ,并 要 求 满足 以 下 条 件 : (1) 每 种 饲料 在 每 个 阶段 恰 用 过 一 次 ; 
(2) 每 两 种 饲料 在 全 部 试验 中 恰 搭 配 过 一 次 . 该 问题 的 解 就 是 
Kirkman 女生 问题 的 解 . 

例 13.4.7 配方 问题 今 有 :种 原料 ,每 种 原料 有 rm 种 剂 
量 , 要 配制 混合 物 ,选择 最 佳 配 方 . 设 每 种 原料 的 剂量 的 集合 为 
X, i=1,2,-- X 一 (XXX) ,区 组 设计 38= {Bi,B,,…， 
B,) 满足 

(1) |B,|=t,j=1,2,---,bi 

(2) 每 种 原料 在 每 个 区 组 中 恰 出 现 一 次 ; 

(3) 每 两 种 原料 的 任 两 种 剂量 在 分 中 恰 搭 配 (相遇 )》 次 . 

因而 多 是 一 个 (tm,6b,t,4,t)- 横 截 设计 ( 见 定义 13. 3. 7). 
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代数 结构 与 泛 代数 


14 BS BE 
14.1 引 

本 篇 论述 的 代数 结构 (系统 ) 是 指 具 有 若干 个 代数 运算 的 集 所 
构成 的 数学 系统 ,它们 有 半 群 、. 群 . 环 ` 域 . 模 . 代 数 ,范畴 、 函 子 、 泛 


代数 等 等 . 
14.2 半 群 的 定义 及 例子 
半 群 是 仅 含 一 个 二 元 运算 的 代数 结构 , 它 在 自动 机 与 形式 语 
言 理论 中 有 广泛 的 应 用 . 
定义 14.2.1 设 : 是 集 S 上 的 一 个 二 元 运算 ,车 满足 结合 律 : 
对 于 Va'p,cES 都 有 (ap)。c 一 as*(boc), 则 称 (S;i*) 是 一 个 
定义 14.2.2 设 (S;i。*) 是 半 群 , 若 运算 。 满 足 交换 律 , 则 称 


半 群 semi group. 
《Si*) 是 交换 半 群 (commutative semigroup) 或 Abel 半 群 (Abel 


semingroup ) . 
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定义 14.2.3 设 (Si*) 是 半 群 , 若 存在 元 素 e€ Sle, €S). X} 
于 YaES 都 有 


To 


esca=a (ase =a), 

则 ele,) 称 为 (S;。) 的 左 ( 右 ) 单 位 元 , (left(right)identify)， 
简称 左 ( 右 ) 单 元 . 

若 (S;。) 的 一 个 元 素 既 是 左 单元 ,又 是 右 单元 , 则 称 它 为 
(S;°。) 的 单位 元 (identity) ,或 单元 , 记 作 e. 

定理 14.2.4 若 半 群 (S;。) 存 在 左 单元 e 和 右 单元 e,, 则 它 
们 都 是 唯一 的 ,而 且 二 者 相等 . 

EX 14.2.5 具有 单元 的 半 群 称 为 单元 半 群 (monoid). 

例 14.2.6 HAH. 一 表示 数 的 加 法 、 乘 法 和 减法 , 则 
(N;+), (N3 e), (Z; +), (Z; e), (Q; +), (Q; ` ). (R; +), 
(R;，),(C; 十 ),《C;。) 都 是 半 群 . 又 因为 它们 的 运算 满足 交换 
律 ,而 且 它们 分 别 以 数 0 或 1 作为 单元 ,所 以 它们 都 是 交换 单 
TER. 

但 (Z; 一 ) 不 是 半 群 ,因为 整数 的 减法 “一 ”不 满足 结合 

例 14.2.7 设 Z, RK n 同 余 类 集 ,十 、 分 别 为 同 余 类 的 加 
法 和 乘法 , 则 (Z,; 十 ),(Z,;。) 都 是 交换 单元 半 群 ,它们 的 单元 分 
别 是 同 余 类 C, RCG. 

例 14.2.8 设 4 是 任 一 集 , 它 的 寡 集 FA) 关 于 集 的 并 与 交 
两 种 运算 所 构成 的 两 个 结构 《H(A);U) 及 (XA); 门 ) 都 是 交换 单 
元 半 群 ,它们 的 单元 分 别 是 空 集 名 及 集 A. 

例 14.2.9 设 X 是 任 一 集 ,Xx 一 (4p|X-=X} 是 X 到 它 自 身 
的 所 有 映射 ( 称 为 X 的 变换 ) 构 成 的 集 , 则 XX 对 于 映射 的 复合 运 
算 “。” 所 构成 的 代数 结构 (X* ;。) 是 一 个 单元 半 群 , 它 的 单元 是 恒 
等 变换 . 

然而 这 个 单元 半 群 不 是 交换 半 群 . 

特例 : 设 X={0,1}), 则 Xx 含有 以 下 4 个 变换 ， 


€; 0—0,1 =l; 
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a; 0—>0,1 0; 

B: 0—1,1—=0; 

y: 0>1,1—1. 

(X*;。) 的 运算 如 表 14.1, 
由 表 易 见 它 的 运算 是 不 满足 交 
换 律 的 . 

例 14. 2. 10 整数 集 Z 上 运算 -规定 为 : 

对 于 Vx,yEZ,roy=6—2r—2y++zry. 

则 (Zi" 是 一 个 交换 单元 半 群 ,其 单元 是 3. 

例 14.2.11 设 三 是 由 一 些 字符 或 数码 组 成 的 字母 表 
(alphabet) (如 英文 字母 表 X, = {asbes ,XT,ysz) 及 二 进 制 
数码 表 Z, = (0,1)),3 是 由 卫 的 字母 组 成 的 (不 含 空 串 的 ) 
有 限 字符 串 (如 aab ,uabbba ,boy 等 都 是 Z 的 字符 串 ， 而 
00,010,110001 等 都 是 Z, 的 字符 串 ) HRS JE H P PN 
有 字符 串 与 不 含 字符 的 空 串 4 构成 的 集 , 其 上 定义 的 邻接 运算 
(concatenation/juxtaposition) 为 

ap E X (3 ), 则 ac.8B=ap. 

〈 例 如 在 Xt 上 aab ° abbba = aababbba ). 

可 以 证 明 (3 ，。》 构成 一 个 半 群 . (3 ，。) 构成 一 个 单元 半 
群 ,其 单元 是 空 串 A. 


14.3 半 群 的 基本 性 质 


14.3.1 半 群 中 元 素 的 表示 法 


为 了 简便 ,今后 半 群 中 的 运算 符号 “。” 按 通常 写法 记 作 . 或 
十 ,并 分 别 读 为 乘法 或 加 法 ; 半 群 (S;。) 及 单元 半 群 (M;。) 也 仅 用 
它们 的 基 集 S 及 M 表示 . 
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由 于 半 群 的 乘法 满足 结合 律 ,因此 可 递归 地 给 出 半 群 及 单元 
半 群 中 元 素 寡 的 概念 . 

定义 14.3.1 设 S 是 一 个 半 群 ,4u€E5,nEN+, 则 a 的 n KE 
(power) 为 : 

(1) a! =a, 

(2) ad" =a ° a", 

定义 14.3.2 设 M 是 一 个 单元 半 群 ,aE M,nEN, 则 a 的 nn 
KEH: 

(1) a" =e, 

(2) wo =a = a”. 

定理 14. 3.3 ”对 于 半 群 S 中 的 Va€ES 及 Ym,nE N+, 都 有 
a” * a"=a™", 
定理 14.3.4 对 于 单元 半 群 M 中 的 VaEM 及 Ym,nEN,， 
都 有 a". a" = ant", 

定理 14.3.5 在 交换 半 群 S 中 ,对 于 Ya,b€ES 及 YmEN+ 
成 立 :(a*b)"=a" + b". 

定理 14. 3.6 在 交换 的 单元 半 群 M 中 ,对 于 Ya,bEM K 
YmENÈZ:(a » b)" =a" + b". 

定义 14. 3.7 半 群 S 的 元 素 a , 若 民 =a, 则 称 它 为 S HRS 
元 (idempotent element). 

例 14.3.8 (1) 任 一 单元 半 群 的 单元 e 都 是 它 的 寡 等 元 . 

(2) 单元 半 群 (从 A),U) 及 (人 XA), 门 ) 的 任 一 子 集 B 都 是 它 
们 的 等 等 元 . 因为 集 的 运算 法 则 有 BU B= B,BN B=:B( 见 例 
14. 2. 8). 

(3) 半 群 (X”,。) 的 元 e,a,7 都 是 寡 等 元 ,只 有 有 不 是 寡 等 元 
CAH 14. 2. 9). 

定义 14.3.9 半 群 S 的 一 个 元 素 0 (0.), 若 对 于 VzE S: 
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0;* 工 二 0,(t*0, 二 0,), 则 称 为 S WAEA ET. (left, right zero). 

# S 的 一 个 元 素 0 既是 左 零 元 又 是 右 零 元 , 则 称 0 是 S 的 零 
元 (zero). 

例 14.3. 10 (1) 在 例 14.2.8 中 , 集 4A 是 (多 4A),U) 的 零 元 ， 
MERDEKA), MHEG. 

(2) 在 例 14.2.9 中 ,a K y 都 是 (X*,。) 的 左 零 元 , 它 没有 右 
零 元 因而 也 没有 零 元 . 

定理 14. 3. 11 若 半 群 (单元 半 群 ) 有 一 个 左 零 元 0, 及 一 个 右 
零 元 0., 则 它们 都 是 唯一 的 , 且 二 者 相等 . 


14.3.2 循环 半 群 


定义 14.3.12 ” 若 半 群 S 的 每 个 元 素 都 是 它 的 某 个 元 素 c 的 
ERAF, B 
S= {c |rE€ Nt}, 
则 称 为 循环 半 群 (cyclic semigroup). 并 称 半 群 S 是 由 元 素 c 生成 
的 ,用 S=(c) 表 示 ,c 称 为 S 的 生成 元 (generator of S). 
定义 14. 3. 13 ” 若 单 元 半 群 M 的 每 个 元 素 都 是 它 的 某 个 元 
K c 的 非 负 整 数 寡 , 即 
M=(c |n€N;), 
则 称 M 为 循环 单元 半 群 (cyclic monoid) ,并 称 M 是 由 元 素 c 生成 
的 ,用 M= (c) kR c 称 为 M 的 生成 元 . 
例 14.3.14 设 A={0,1,2,3), 变 换 p: A =A 的 对 应 法 
则 是 : 
@:0>1, 1—2, 2>3, 3—1. 
则 pH NEE p =p =p p ppp pe ARAE 
# =p. 此 时 M={e,p,9 P ) 关 于 映射 的 复合 “。” 作 成 一 个 循环 单 
TEPC. 其 乘法 如 表 14. 2. 
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例 14.3.15 非 负 整数 集 N 关于 数 的 加 法 构成 一 个 循环 单元 
半 群 ,其 单元 是 0, 其 生成 元 是 1:N=(1). 它 没有 零 元 . 

N 关于 数 的 乘法 虽然 构成 一 个 单元 是 1、 零 元 是 0 的 单元 半 
群 ,但 却 不 是 循环 半 群 ,因为 不 存在 一 个 整数 c 能 使 N 的 每 个 数 表 
成 < 的 非 负 整数 次 宕 . 

定理 14. 3. 16 ”循环 (单元 ) 半 群 是 交换 半 和 群 ， 

定理 14. 3.17 O) 有 限 循环 半 群 至 少 包含 一 个 寡 等 元 . 

(2) 有 限 循环 单元 半 群 恰好 包含 一 个 单元 e 以 外 的 寡 等 元 . 

G) 设 M 是 一 个 有 限 单 元 半 群 , 则 对 于 YzxE€EM K 3 
个 n EN! 来 说 ,zx" R — 4° 83830. 

例 14.3.18 在 例 14. 3. 14 中 的 有 限 循 环 单元 半 群 M 中 ,gp 
是 8 以 外 的 唯一 短 等 元 (定理 14. 3. 17). 对 于 9 来 说 ,可 取 n=3 使 
=F 是 M 的 徊 等 元 ;对 于 好 来 说 , 亦 可 取 n= 二 3, 则 (8) 二， 
A =p = g k 9 也 是 M ERT. 


14.3.3 TŽ 子 半 群 


EX 14.3.19 设 a 为 单元 半 群 (M;e) 的 一 个 元 素 , 若 存在 
z€ M fšza = e (az = e), M| F a 为 左 ( 右 ) 可逆 元 (left, right 
invertible element). 

若 元 素 a € M BkJ Ze n] pú X. J da n[ OG, WK a 为 M 的 一 
个 可 逆 元 (invertible element). 
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例 14.3.20 (1) 单元 “是 可 逆 元 . 

(2) 一 般 情况 下 M 的 每 个 元 素 不 一 定 都 有 ( 左 、 右 ) 逆 元 ,由 
P 14. 2. 9 的 运算 表 可 见 (X*,。) 的 e 和 PB 是 ( 左 、 右 ) 可 逆 元 ,但 其 
余 两 个 元 素 却 不 是 . 

定理 14.3.21 单元 半 群 M 的 可 逆 元 a A ME — B) W N z JG 
a lsa la=aa”!=e. 

每 个 元 素 都 是 可 逆 元 的 单元 半 群 称 为 群 (group) , 它 是 一 种 重 
要 的 代数 结构 ( 见 14.6 节 ). 

定义 14.3.22 设 (A;。) 及 (B;。) 均 为 (单元 ) 半 群 ,和 朋 BCA. 
MPK IB; °) 为 (A;。) 的 子 (单元 ) 半 群 (sub-semigroupysub- 
monoid). 

注意 :这 个 定义 对 于 单元 半 群 A 来 说 ,要 求 单元 ¿, 也 是 B 的 
单元 ,否则 不 能 说 B 是 A 的 子 单元 半 群 . 这 由 下 例 可 以 看 出 : 
设 A==({0;1},。), 其 运算 由 表 14. 3 给 出 . 

表 14.3 


0 š 1 
0 0 1 
1 1 1 


可 证 A 是 一 个 单元 半 群 ,其 单元 是 0, 而 且 Bi 一 人 {1};。) 及 
B: 一 ({0};。) 也 是 单元 半 群 ,其 中 B, 的 单元 是 1 而 B 的 单元 是 
0. 将 它们 的 单元 进行 比较 ,B, 是 A 的 子 单元 半 群 而 B, 却 不 是 . 

定义 14. 3. 23 (1D) 设 (S,。) 是 半 群 ,TCS, 若 对 于 Vx,yET 
都 有 ~ š yE T, WPT, s ) 是 (S， ) 的 子 半 群 . 

(2) RM, EMATER, TEM, 

如 果 1) 对 于 Vz,yET 都 有 rz 。 y€ T, 
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2) ev € T, 

则 称 ( 工 ,。 是 (S,.) 的 子 单 元 半 群 (sub-monoid)， 

例 14.3.24 ita 是 半 群 S( 单 元 半 群 M) 的 任意 元 素 , 则 a 
的 所 有 正 整数 次 寡 ( 非 负 整数 次 寡 ){a"} 构 成 SCM) 的 一 个 循环 子 
(单元 ) 半 群 (a). 特别 地 ,对 于 单元 半 群 M 来 说 ,车 a 是 一 个 寡 等 
元 , 则 循环 子 单元 半 群 (a) 仅 包含 a K e 两 个 元 : (a) 二 {a,e}) ,由 
a =a 可 以 递归 地 推出 a"=a. 

(2) 在 任 一 交换 单元 半 群 M 中 , 它 的 所 有 朝 等 元 构成 一 个 子 
单元 半 群 . 

(3) 在 任 一 单元 半 群 M 中 , 它 的 所 有 左 ( 右 ) 可 逆 元 构成 M 的 
一 个 子 单元 半 群 L (R). 特别 地 ,M 的 所 有 可 逆 元 构成 M 的 一 个 
子 单元 半 群 工 门 R. 

(4) ER n 同 余 类 集 Z, 二 {C, ,Ci，,…,C, 1}) 的 关于 同 余 类 乘 
法 “。” 构 成 的 单元 半 群 (Z,;，。) 中 ,小 于 而且 与 F.Z H E 
kk 所 在 的 类 C, 的 集 T 二 {Ci 1k 二 n,(&,n)= 二 1} 关 于 。” 构 成 Z, 的 
一 个 子 单元 半 群 ,可 以 证 明 这 些 C, 都 是 Z, 的 可 逆 元 . 

下 面 定理 对 于 构造 子 结构 有 重要 作用 ， 

定理 14.3.25 # METER, (B) EhM 的 子 单元 半 
FE B, 构成 的 族 , IT 是非 空 指标 集 , 则 B= (B. 仍 为 M 的 子 单 元 
半 群 . 

设 A 是 单元 半 群 M 的 任 一 于 集 , 则 一 定 存在 M 的 子 单元 半 
群 B;(A) 包 含 A( 例 如 M 本 身 就 是 ). 由 定理 14. 3. 25 可 见 : 若 
(B,CA)|:€ I) E: M 的 包含 A 的 子 单元 半 群 族 , 则 站 B,(A) 也 是 M 
的 子 单元 半 群 ,而 且 它 是 M 中 包含 A 的 子 单元 半 群 中 的 最 小 者 . 

定义 14.3.26 设 M 是 一 个 单元 半 群 .A 是 M 的 任 一 子 集 ， 
Bi;(A) 是 M 的 包含 A 的 子 单 元 半 群 , 则 门 B,(A) 称 为 由 A 生成 的 
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子 单元 半 群 .而 A 则 称 为 这 个 子 单元 半 群 的 生成 子 (generator)， 
用 中 B,(4A) 一 [4] 表 示 -. 

定理 14. 3.27 设 M 是 一 个 单元 半 群 ,U 是 M 的 给 定子 集 ， 
则 M 中 一 切 能 与 U 的 元 素 交换 的 元 c 所 成 的 集 C= (c | c € M, 
VuEU:c* wu 一 wu。*c} 构 成 M 的 一 个 子 单元 半 群 . 

定理 14. 3.28 设 M 是 单元 半 群 ,A,B 是 M 的 两 个 子 集 , 若 
A 的 每 个 元 都 能 与 B 的 每 个 元 素 交 换 ( 即 YaEA 及 YbEB 都 有 
a + b=b » a), M) A 所 生成 的 子 单 元 半 群 LA] 的 元 素 亦 能 与 B 的 元 
素 交 换 . 

定理 14.3.29 设 M 是 单元 半 群 ,A 是 M 的 一 个 子 集 , 且 A 
的 任 二 元 都 是 可 交换 的 ( 即 对 于 Ya sa EA, RA ar t ar5a e 
ai) Mih A 生成 的 最 小 单元 半 群 [Aj] 必 是 交换 的 . 

以 上 关于 单元 半 群 的 定义 与 定理 稍 作 修 改 就 可 适用 于 半 群 . 
我 们 知道 这 两 个 结构 的 差异 主要 在 于 有 无 单位 元 ,因此 ,一 个 给 定 
的 半 群 的 两 个 非 空子 半 群 的 交 可 以 是 空 集 ,但 一 个 给 定 的 单元 半 
群 的 所 有 子 单元 半 群 均 含 有 单元 e, 它 们 的 交集 永远 是 非 空 集 . 


14.4 半 群 的 同 态 与 同 构 


定义 14.4.1 B(S, -DRS ERNER, p: SS E S 
PJ S 的 映射 , 若 对 于 Yz,yEM 都 有 p(z。y) 一 p(z)sp(y), 则 称 
p È S 到 SS 的 一 个 ( 半 群 ) 态 射 (morphism). 

定义 14.4.2 设 (M,。，) 及 (M',。) 是 两 个 单元 半 群 ,p:M 一 
MÈM A M HRH, 

(1) 对 于 所 有 x,yEM 有 

plr» y) = glr) ° gly), 
(2) @l(eu)= eu: 
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则 称 是 M 到 M “的 一 个 (单元 半 群 ) 态 射 (morphism). 

由 于 半 群 与 单元 半 群 的 隶属 关系 以 及 单元 半 群 在 以 后 应 用 中 
的 重要 性 ,以 下 着 重 讨论 单元 半 群 的 态 射 ,这 些 结论 稍 做 修改 就 可 
变 成 有 关 半 群 的 结论 . 

定义 14.4.3 (1) WR MAM HEY p 是 一 个 满 射 , 则 称 ç 
EMAS epimorphism) 3 iE) AR $ (homomorphism) ,并 称 M 与 
M' 同 态 , 用 M~M 表示 . 

(2) 如 果 M 到 M' 的 态 射 gq 是 一 个 单 射 , 则 称 ç 是 单 态 射 
(monomophism). 

G) WR MAM HEH p 是 一 个 双 射 , 则 称 o 是 一 个 同 构 
映射 (isomorphism) ,并 称 M 与 M' 同 构 ,用 MSM ER. 

(4) 单元 半 群 M 到 自身 的 同 态 称 为 自 同 态 (endomorphism). 

(5) 单元 半 群 M 到 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 (automorphism)， 

例 14.4.4 (1) (Ni 十 ) 及 (N+;。) 都 是 单元 半 群 , 作 N 到 N 
的 映射 pini 2", M ?是 一 个 单元 半 群 的 单 态 射 . 

O) (R; 十 ) 到 (R7 ;*) 间 的 映射 prie 是 一 个 同 构 映 射 ， 
则 有 

(R; +) = (Rt; +). 

(3) 设 (M; 十 ) 是 一 个 交换 单元 半 群 ,n 是 一 个 给 定 的 自然 数 ， 
则 映射 9:zm>nz 是 (M; 十 ) 到 自身 的 一 个 态 射 . 

(4) (N; 十) 到 自身 的 映射 prier 不 是 单元 半 群 态 射 ,因为 
pm +n:)= (m +m) =ni +n +21, m: ,而 pn) +o) = n: + 
n; | ARTAR 8 PÑ E: 4125 05. 

定理 14. 4.5 若 9 是 单元 半 群 M 到 单元 半 群 M, 00355. 
是 单元 半 群 M. 到 单元 半 群 M, 的 态 射 , 则 ye ç 是 单元 半 群 M 到 
M: 的 态 射 . 

其 示意 图 如 图 14. 1. 
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图 14.1 


定理 14. 4.6 设 (M;。) 是 一 个 以 e 为 单元 的 单元 半 群 ， 
Mi) 是 一 个 以 M, 为 基 集 .以 * 为 二 元 运算 的 代数 系统 , 若 在 
M 与 M. 间 存 在 一 个 满 态 射 p WCM, ,* 也 是 一 个 半 群 . 特别 地 ， 
将 gp(e) 加 入 (Mi ，,*1) 后 构成 单元 半 群 . 

定理 14.4.7 Ë p:M —M, 是 单元 半 群 间 的 同 态 映射 , 则 M 
的 任 一 子 单元 半 群 在 gp 下 的 像 p( 电 ) 是 M, 的 子 单元 半 群 . 

定理 14.4.8 设 p:M>M, 是 一 个 单元 半 群 同 态 ,A 是 M 的 
一 个 子 集 , 则 以 A 为 生成 子 的 子 半 群 [A] 在 9 下 的 像 P([A]) 有 性 
质 : 

p([AJ) = [e(A)]. 

定理 14.4.9 设 9 与 少 都 是 单元 半 群 M 到 单元 半 群 M, 的 
同 态 映 射 ,并 且 A 是 M 的 生成 子 :M= 二 [A], 车 对 于 任意 的 a€ A 
都 有 

pla)= pla) 
则 g= 少 
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对 于 同 构 有 以 下 重要 结果 : 

定理 14.4.10 # M 与 M 是 两 个 单元 半 群 , 则 一 个 双 射 
e@:M—M, 是 一 个 单元 半 群 态 射 当 且 仅 当 它 是 一 个 半 群 态 射 . 

该 定理 说 :对 于 单元 半 群 来 说 , 半 群 同 构 的 概念 是 与 单元 半 群 
同 构 的 概念 等 价 的 . 

定理 14.4.11 若 9 是 单元 半 群 M 与 Mi 间 的 一 个 同 构 , 则 
Wki e ' 是 M, 到 M 间 的 同 构 . 

ER 14.4.12 i 是 单元 半 群 M. 到 单元 半 群 M, 的 同 态 ， 
Em, ,sw 分 别 是 M. , M, 的 恒 等 映 射 , 若 存在 M. 到 M, 的 映射 y 
满足 

P p= ew, Pepen, 
则 ç 8 M, 到 M, 的 同 构 . 

EE 14.4.13 任 一 单元 半 群 (M;，。) 的 所 有 态 射 是 单元 半 
群 M= (g| g: M—M) ñ) — 4 T i Jü `É BE. 

定理 14. 4. 14 Cayley 定理 ”任何 单元 半 群 M 都 单 态 射 于 
M"”* 二 {p19:M~M) 关 于 映射 合成 构成 的 单元 半 群 (M"” ;，. ). 

这 个 定理 的 意义 可 从 下 例 看 到 : 

例 14.4.15 O) 设 单元 半 群 M 由 单元 e K r 个 左 零 元 
zitez, 构成 ,由 左 零 元 意义 知 : 

对 于 Vi,j€E11,2,… sr} 都 有 z ° y= z. ERGY peenu, 
zep HER p EM" pirez szi 一 zj;, 则 可 证 是 M 到 MY™ 的 
一 个 单 态 射 ,因而 M 单 态 射 于 M™. 

(2) 在 例 14.2.9 中 ,X =={0,1},X 上 的 4 个 变换 e,a,B8,Y 作 
成 单元 半 群 (M;。) 的 基 集 M= {e,a,B,7Y). 对 于 任 一 给 定 的 
mE M, 可 以 如 下 作 M 到 M 的 一 个 映射 

Pm: z—>zm (rEM). 

TH Pn E M". 现在 M 与 MY 间作 映射 

. 226 。 


B: mr Oms 

则 可 证 # 是 一 个 单 态 射 . 

所 以 M 单 态 射 于 M™. 

对 于 循环 单元 半 群 ,还 有 

定理 14.4. 16 (1) 任 一 无 限 循环 单元 半 群 C 都 同 构 于 
(N; +); 

(2) 任 一 有 限 循环 单元 半 群 C=(c) 都 同 构 于 单元 半 群 
(M` ;。), 这 里 的 M? 一 {0,1,……,* 一 1), 乘 法。?” 定 义 如 下 : 
对 于 i jEM' ,i* j=i+j—kn, 
这 里 的 s 是 使 c'=c" BR yr) Rk JN IE $£ #£ (m< s) , 称 为 这 个 单元 半 
群 的 阶 (order) ,此 时 的 n=s— m, T k DIENE k > EES hak 


负 整 数 ( 当 i+j<s 时 取 k=0). 


14.2 


14.5 半 群 在 自动 机 理论 及 形式 语言 中 的 应 用 
自动 机 理论 及 形式 语言 理论 是 计算 机 科学 的 基础 . 本 节 仅 就 


它们 与 半 群 (特别 是 单元 半 群 ) 的 关系 作 一 些 介绍 ,我 们 将 得 到 它 
们 较 深刻 的 数学 刻画 进而 了 解 到 半 群 在 它们 中 的 作用 . 


14.5.1 有 限 状 态 机 器 


数字 计算 机 ,都 是 有 限 状 态 机 器 (finite state machine) 或 有 
限 自动 机 (finite state automata) ,这 种 机 器 的 特点 如 下 . 

(1) 计算 机 都 是 由 有 限 个 元 件 组 成 的 ,它们 中 的 每 一 件 在 任 
一 给 定时 刻 都 仅 有 一 个 状态 ,因而 计算 机 本 身 有 一 个 有 限 的 状 
态 集 . 

(2) 计算 机 是 序列 的 (sequential) , 它 的 运行 同步 于 一 个 精密 
规定 了 的 电子 时 钟 信号 的 时 间 序 列 (timed sequence), 据 此 ,每 台 
计算 机 的 状态 在 一 个 有 序 的 序列 中 变化 . 

(3) 计算 机 都 是 确定 的 (deterministic) , 当 该 机 有 关内 部 状态 
的 信息 及 该 机 的 所 有 输入 给 定 后 ,该 机 的 下 一 步 动 作 是 唯一 确定 
的 ,这 个 动作 包括 该 机 的 每 个 元 件 及 输出 所 应 采取 的 下 一 个 状态 
(next state). 

根据 这 些 功 能 ,现代 计算 机 一 般 由 输入 装置 .存储 装置 .算术 
部 件 ,控制 部 件 及 输出 装置 等 五 部 分 组 成 . 由 此 给 出 有 限 状 态 机 的 


定义 如 下 ， 

定义 14. 5.1 一 有 限 状 态 自动 机 或 有 限 状 态 机 是 一 个 五 元 
组 (S,T,Z,v,5) ,其 中 S 是 一 个 内 部 状态 集 :S 二 (5,s,,…,s,);1 
是 输入 符号 集 :1 二 {1 ,i,,…,i};Z 是 输出 符号 集 :2Z== [z ,z,,…， 


zn};v 是 一 个 由 SXI 到 5S 的 状态 转换 函数 (next state transition 
function) 
v: SX I— S; 
Hm ç W| — 4 H Sx I #J Z 的 输出 函数 (out-put function) ; 
t. Sx I— Z. 
有 限 状 态 机 其 实 是 三 个 集 及 两 个 晒 数 构成 的 “五 元 组 "(有 些 
作者 将 机 器 在 :=0 所 处 的 “初始 态 ” 记 作 Sı BP S = sç ,并 将 它 加 
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以 考虑 ,而 将 有 限 状 态 机 定义 为 六 元 组 (S,1,Z,v,&,s1).). 

为 了 简便 , 仅 考虑 具有 输入 符号 集 工 及 状态 集 S 以 及 转换 孙 
Ek v 的 机 器 ,而 不 明显 提出 输出 符号 集 及 输出 函数 ,这 是 因为 ,可 
以 扩大 状态 集 S 使 它 包 括 任何 必要 的 输出 ,只 要 经 过 适当 的 安排 
就 可 使 一 个 特殊 的 状态 产生 一 定 的 输出 . 

下 面 给 出 简化 定义 . 

定义 14.5.2 一 有 限 状 态 机 (S,1,v) 是 一 个 由 状态 集 S= 
{51052 s.) .输入 符号 集 T== 全 人 及 一 个 转换 函数 

v: SXI—S 
构成 的 三 元 组 ,其 中 转换 函数 用 来 描述 每 个 输入 值 是 如 何 改 变 状 
态 的 . 

机 器 在 状态 s 且 被 输入 iv 作用 时 所 改变 到 的 状态 记 为 v(s， 
i). 

下 面 是 自动 机 的 例子 . 

例 14. 5.3 (1) 一 按钮 式 升 降 机 升降 于 1,2 两 个 楼 层 之 间 ， 
不 运行 时 停 于 下 层 1. 现 取 该 机 从 一 层 运行 至 另 一 层 的 时 间作 为 
基本 的 时 间 区 间 ,而 控制 机 则 在 每 个 区 间 末 端 改 变 状态 . 在 此 机 上 
使 用 三 个 输入 值 :0,1,2, 因 而 1={0,1,2) ,其 中 

O, 若 在 前 面 的 时 间 区 间 内 未 按钮 ; 

输入 ;二 1, 车 在 前 面 的 时 间 区 间 内 按 下 钮 1; 

2, 若 在 前 面 的 时 间 区 间 内 按 下 钮 2 
或 两 个 钮 都 按 下 . 

由 于 该 机 在 未 运行 时 停 于 底部 ,所 以 仅 须 考虑 机 器 下 降 时 末 
端的 状态 , 故 可 设 状态 集 S={ 停 ,下 ,上 一 下 ,下 -- 上 一 下 }. 例如 
在 “上 一 下 ”状态 时 ,该 机 向 上 升 ,然后 向 下 降 . 如 果 未 按钮 或 在 它 
向 上 运行 时 按 下 钮 1, 则 该 机 在 到 达 层 2 后 将 回 到 “下 ”状态 . 另 一 
方面 ,在 它 到 达 层 1 时 按 下 钮 2, 机 器 会 在 它 到 达 层 2 时 转化 成 
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“下 一 上 一 下 "状态 . 此 机 器 的 转换 函数 v; S X I— S 可 列 
成 表 14.4. 


据 此 可 作出 机 器 的 状态 转移 图 14. 3, 图 中 箭 上 的 标号 i 表示 输 
人 ,箭头 两 端的 状态 s, 与 s, 表示 由 于 输入 i 的 作用 使 得 s, 变 成 w- 


图 14.3 


(2) 奇偶 校 验 器 (parity-check machine) 
计算 机 上 常 需 利 用 输入 的 二 进 制 数列 中 含 1 的 个 数 为 奇 或 偶 
来 检验 编码 是 否 有 错 , 进 而 纠正 错误 . 为 此 可 取 状 态 集 为 S=(F 
始 , 偶 , 奇 } ,输入 集 I= {0,1}), 其 转换 函数 v:SXI—S 可 列 成 
表 14.5. 
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14.5.2 由 字母 表 生 成 的 自由 单元 半 群 


已 知 字母 表 关 于 邻接 运算 + 分 别 构成 半 群 (3 ,r) 及 单元 半 
E ,r)( 见 例 14.2. 11), 设 是 任 一 字母 表 , 用 多 表示 5 中 的 由 
n 个 字母 组 成 的 字符 串 的 集合 . X 中 的 字符 串 , 称 为 长 度 为 n 的 字 
(words of length n) ,并 规定 空 串 4 的 长 度 为 0, 则 由 三 的 字母 组 成 
的 字符 串 的 全 体 与 空 串 4 组 成 的 集 5” 可 表 成 

z => UZU2 U2 U =Ü >. 

定义 14.5.4 (5';7) WKAR E ERGA hA THE R Cree 

monoid generated by 3), 也 可 用 (FM(5);r) 表示 . 


在 上 列 单 元 半 群 中 , 若 不 包括 空 串 A 在 内 , 则 可 得 到 半 群 
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(Zt yt. 

定理 14.5.5 (Xl; r) 是 由 于 生成 的 自由 单元 半 群 ,又 设 
9:5 一 了” 是 将 互 的 每 个 字符 映射 到 对 应 的 长 度 为 1 的 字 的 函数 ， 
即 P(a) 一 (aeEZY), 则 若 儿 是 三 到 任 一 单元 半 群 (Mi 的 基 集 M 
的 函数 : 

#:Z— M, 
则 必 存 在 唯一 的 一 个 单元 半 群 态 射 
0:(5" ;r) — (M; +> 

使 "。9? 一 少 则 称 之 为 将 函数 通过 自由 单元 半 群 刀 ` 进行 分 解 . 其 
示意 图 如 图 14.5 . 


M 


图 14.5 


例 14. 5.6 利用 任 一 有 限 状 态 机 (S,1,v) 的 转换 函数 v:S xX 
[一 S 可 以 定义 一 个 新 函数 ":T 一 Ss , 它 使 每 个 输入 值 确定 一 个 状 
态 集 S 到 其 自身 的 函数 . 这 只 要 规定 每 个 状态 的 象 是 所 给 输入 产 
生 的 次 状态 即 可 ,也 就 是 说 v(i) SS EONS) 二 vs, 四 确定 . 

当 输入 值 集合 按 序 供给 机 器 时 ,所 有 这 些 输入 串 作 成 输入 值 
的 自由 单元 半 群 (FM(7);r) 的 基 集 . 由 定理 14. 5. 5 ,函数 ，: I— S° 
可 以 扩张 成 一 个 单元 半 群 的 态 射 

ar(FM(T)ir) — (S°; 。)， 
这 里 的 oli izi) =V) Ciz) eroul). 
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(注意 ,这 里 的 输入 值 应 按 由 右 至 左 的 方向 供给 机 器 , 即 先 供给 ,, 
然后 至 i 等 等 ). 


I z FM(]) 


现在 进一步 以 奇偶 校 验 器 为 例 加 以 解释 : 
此 机 器 用 于 检验 串 中 含 1 的 个 数 的 奇偶 性 ,其 状态 集 S— (JF 
始 , 偶 , 奇 } ,定理 中 的 两 个 函数 是 
v:{0,1} -> SS 及 ca:FM({0,1)) — S$. 
态 射 被 定义 为 
v(0)， 当 串 含有 偶数 个 1 时 ; 
c( 串 )=4(1)， 当 串 含有 奇数 个 1 时; 
S 上 的 恒 等 函 数 ， 当 串 是 空 串 时 . 


14.5.3 商 单 元 半 群 及 机 器 的 单元 半 群 


考察 有 限 状 态 机 的 一 个 重要 构造 问题 . 在 例 14. 5. 6 中 的 奇偶 
校 验 器 中 ,不 同 的 输入 串 对 于 该 机 可 以 有 相同 的 效应 (Ceffect) , 例 
如 串 0101101,0000,11 及 0 中 所 含 1 的 个 数 都 是 偶数 ,所 以 它们 
对 应 的 函数 值 都 相等 ; 
o(0101101) = o(0000) = a(11) = c(0). 
一 般 地 , 设 (S,T,v) 是 一 个 具有 个 状态 的 机 器 , 则 它 至 多 只 
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EA | SS] =n 个 不 同 的 效应 . 但 是 在 FM(7T) 中 却 有 无 穷 多 个 串 ， 
因此 必 有 很 多 不 同 的 串 有 相同 的 效应 . 在 自由 单元 半 群 FM( 了 DD) 的 
串 间 定 义 关系 RR 如 下 : 
aRB a 与 8 对 于 机 器 有 相同 的 效应 . 
可 证 明 尺 是 FM(I) 上 的 一 个 等 价 关 系 . 商 集 FM(CDV/R, 它 的 每 个 
块 是 由 有 相同 效应 的 所 有 串 组 成 的 ,用 [oj 表示 与 有 相同 效应 的 
串 组 成 的 块 ; 
[a] = {£ | £ € FM(D ,£ Ra). 
WJ 
FM(D/R = {[a], [A], =}. 
在 商 集 FM(1)/R 中 还 可 利用 FM(D) 中 串 的 邻接 运算 = 规定 
块 的 代数 运算 r: 


[ajrL9] = [a z 8]. 
至 此 可 得 如 下 定理 . 
定理 14.5.7 〈FM(DVRi;r) 构 成 一 个 单元 半 群 . 
定义 14.5.8 《FM(7)/R;r) 称 为 机 器 (S,1,v) 的 单元 半 群 . 
例 14.5.9 (1) HLCS, I, AY S= (s,s),1=10,1). 输入 
串 的 效应 由 函数 o(0),o(1) :S—>S 给 出 ,如 表 14.6. 


表 14.6 


因为 "是 态 射 , 故 可 利用 
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ali ° j) = ali) ° olj) 
计算 出 长 度 为 2 的 字符 串 00,01,10,11 的 o 值 如 表 14.7: 


因为 |S | 一 2 一 4, 此 机 器 所 能 产生 的 不 同 效应 的 个 数 不 能 超过 
4. 由 表 14. 6 看 到 o(00) 二 o(01) 二 0(0) ,因而 此 机 器 单元 半 群 中 的 
块 L00].[01] 及 [0] 相 等 . 故 整个 单元 半 群 由 4 Ako], [1], 
[10] 及 [11] 组 成 ,其 运算 表 如 表 14.8 及 状态 图 如 图 14.7, 由 表 
14.8 可 见 它 的 单元 是 [11], 它 有 两 个 左 零 元 [0] 及 [10], 但 却 没有 
右 零 元 . 
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(2) 在 奇偶 校 验 器 ({ 开 始 , 偶 , 奇 }, 10,1),v) 中 ( 例 14.5.3 
(2), 例 14. 5. 6) ,我们 早已 知道 有 偶数 多 个 1 的 输入 串 与 0 有 相 
同 的 效应 ,而 有 奇数 多 个 1 的 串 则 与 1 有 相同 的 效应 . 据 此 可 作出 
状态 转换 表 14. 9. 


表 14.9 


由 于 它们 所 产生 的 效应 各 不 相同 ,故此 机 器 的 单元 半 群 由 三 个 类 
[4],[0] 及 [1] 组 成 ,其 运算 表 如 表 14. 10, 空 串 类 [A] 显 然 是 它 的 
单元 . 


表 14.10 


14.6 群 的 定义 及 例子 


群 是 一 种 重要 的 代数 结构 ,下 面 给 出 群 的 定义 . 
定义 14.6.1 设 (G; ° 是 单元 半 群 , 若 它 的 每 个 元 素 都 是 可 
逆 的 , 则 称 G 是 群 (group). 
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因为 G 的 每 个 元 素 a 都 是 可 逆 的 .所 以 它 的 逆 元 a | fr fr. BE 
还 有 另外 的 定义 . 
定义 14.6.2 设 (G;，) 是 一 个 单元 半 群 ,如 果 它 满足 下 列 
条 件 : 
(1) 结合 律 :对 于 Y zx,y,zEG 都 有 
zr * (y ° z)= (< ° y) ° zx; 
(2) 存在 单元 e, 对 于 YzEG 都 有 
e° =r=zZ * em X$ 
(3) 对 于 YzEG, 存 在 道 元 z 'EG 使 
XI* zr =r e. r=e, 
则 称 G 是 群 . 群 的 定义 中 的 条 件 还 可 以 减弱 . 
定义 14. 6.3 代数 系统 (G;，) ,如果 它 满 足下 列 条 件 ， 
(1) 结合 律 ( 同 定义 14. 6. 2); 
(2) 存在 一 个 左 ( 右 ) 单 元 e(e), 对 于 YVzEG 都 有 ec ° >= 
zla» e, =x); 


(3) 对 YzEG 都 有 一 个 左 ( 右 ) 逆 元 zx7' a AE 


t e zrz=e (z+ x; = e,). 
则 称 G 是 群 . 
可 以 证 明定 义 14. 6. 3 中 的 左 单元 同时 也 是 G 的 右 单 元 ,元 
K r 的 左 道 元 同时 也 是 它 的 右 道 元 . 


为 了 突出 单元 及 道 元 在 群 中 的 地 位 ,有 时 也 将 求 群 的 单元 e 
IRER a 的 逆 元 c-: 看 作 两 种 运算 ,并 分 别称 为 零 元 运算 
(nullary operation) 及 一 元 运算 (unary operation). 并 分 别 用 e 
及 “表示 ,这 样 在 一 个 群 (G;。》 中 就 有 了 三 种 运算 , 即 零 元 运算 
2\ 一 元 运算 “及 群 中 原来 的 二 元 运算 . 具体 写 出 是 (Gie,-:，. ). 

定理 14.6.4 (1) 设 G 是 一 个 群 , 则 它 的 方程 ax 二 6 及 ya 二 
9(a,bEG) 必 有 解 , 它 们 的 解 分 别 是 z==a-16 R y=ba l; 
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(2) 如 果 半 和 群 (G;。) 的 方程 ar=b 及 ya =b EG 里 都 有 解 ， 
那么 这 个 半 群 构成 一 个 群 . 由 此 可 得 群 的 另 一 个 等 价 定义 : 

定义 14.6.5 设 (G;，) 是 半 群 . 若 Ya,bEG, 方 程 ar 一 6b 及 
ya=b EG 中 都 有 解 , 则 称 它 为 群 . 

定义 14.6.6 若 群 (G;，) 的 乘法 是 可 交换 的 . 则 称 为 Abel 
群 (Abel group) 或 交换 群 (commutative group). 

定义 14.6.7 FR G 的 元 素 个 数 是 有 限 的 , 则 称 它 为 有 限 群 
(finite group) ,否则 称 为 无 限 群 (infinite group). 

一 个 半 群 是 否 是 群 ,一 般 要 检验 它 是 否 有 单元 及 它 的 每 个 元 
素 是 否 有 逆 元 .但 是 对 有 限 半 群 检验 工作 可 以 简化 ,因为 有 以 下 
定理 . 

定理 14.6.8 若 在 一 个 有 限 半 群 人 4G;。) 中 以 下 两 个 消去 律 
RA: 

车 axr=ar i] =x; 

车 ya=ya, 则 y=y， 
则 (G;，) 是 一 个 群 . 

例 14.6.9 (1) 非 零 有 理 数 集 Q' 关于 数 的 乘法 “h。 ”构成 一 
个 交换 群 (Q" ;，) ,其 单元 是 有 理 数 1, 每 个 9€ Q` 的 逆 元 是 q 的 
倒数 1/9. 

(2) 韭 零 实数 集 R , 非 零 复 数 集 C" = {z 十 yilz,yER，z,y 不 
同时 为 零 } 关 于 数 的 乘法 各 构成 一 个 交换 群 (R ;，) 及 (C” ;。). 

G) 非 零 整数 集 Z 关于 数 的 乘法 ^。 ”不 构成 群 . 因为 除 士 1 
外 每 个 非 零 整数 的 倒数 不 在 其 内 . 

(4) 整数 集 忆 关于 数 的 加 法 “十 ”构成 一 个 交换 群 (Z; 十 ) , 称 
之 为 整数 加 群 . 

(5) 模 为 1 的 复数 集 U. 数 1 的 nn 次 单位 根 的 集 U, 关于 复数 
乘法 分 别 构成 交换 群 (U;。) 及 (U,;，). 
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例 14.6.10 在 例 14.2.9 中 ,(X*;。) 构 成 一 个 单元 半 群 . 现 
取 X* 中 的 所 有 1-1 变换 ( 即 X #J X 的 一 切 双 映 射 ) 的 集 G. 它 关 
于 变换 的 复合 构成 一 个 群 (G;，), 称 之 为 Xx 上 的 变换 群 
(transformation group). 其 单元 是 恒 等 变 换 e; z — x. 变换 r: 
sX WETTE r 的 逆 变 换 r-!:X'>x. 特别 ,若是 由 nn 个 元 素 
构成 的 有 限 集 , 则 它 的 变换 群 S, 称 为 n 次 对 称 群 (symmetric 
group), 这 个 群 共有 n! 个 元 素 . 

例 14.6.11 平面 上 所 有 绕 坐 标 原 点 作 9 角 旋转 的 r 的 集 
G={rs| 一 过 9< 十 0}. 关 于 旋转 的 复合 “。”: ra ° ra, = ra +a, A 
成 一 个 交换 群 (G;。), 它 的 单元 是 恒 等 旋转 x。. rs ČTE ro. 

例 14. 6. 12 平面 上 一 切 从 原点 出 发 的 向 量 的 集合 V= 
{(a,6b)|la,bE R} 关 于 向 量 加 法 “十 ”构成 一 个 交换 群 ,其 单元 是 零 
向 量 0=(0,0) ,向 量 v==(a,5) 的 道 元 是 一 v= (一 a, 一 5). 


14.7 群 的 基本 性 质 


群 是 一 种 特殊 的 单元 半 群 . 因此 具有 单元 半 群 的 一 切 性 质 . 由 
于 它 的 每 个 元 素 都 有 逆 元 ,所 以 它 有 更 丰富 的 内 容 . 

定理 14.7.1 群 的 单元 e 是 存在 且 唯 一 的 . 

定理 14.7.2 设 (G;，) 是 一 个 群 ,a€EG, 则 它 的 逆 元 a-' 是 
存在 且 唯 一 的 . 

定理 14.7.3 设 (G;，) 是 群 ,a,5EG, 则 : 

(1) (a!) =a; 

(2) (a sb) = a 

定理 14.7.3 中 的 结论 (2) 还 可 以 推广 到 有 限 多 个 元 素 乘积 求 
逆 元 . 
我 们 使 用 ae 一 代表 a 的 逆 元 ,主要 是 为 了 推广 元 素 a 的 寡 的 
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概念 . 在 定义 14.3.2 中 已 定义 了 元 素 a 的 零 次 寡 , 如 果 规 定 a 的 
MERREN: 
(1) a 代表 a 的 道 元 ; 
(2) 设 是 一 个 负 整 数 4= 一 m, 规 定 
a" = a" = (a !)", 
则 可 以 将 定理 14.3. 3 一 定理 14. 3.6 fJ 3003 8 ANE 2 2 I 
整数 指数 寡 中 去 . 
定理 14.7.4 ERG 中 ,对 于 YaEG 及 Ym,nE2Z, 有 
° a*=a"™t", 
定理 14.7.5 在 群 G 中 对 于 Ya€G 及 Ym,nE2Z, 有 
(a")m 一 an 
定理 14.7.6 W G 是 一 个 交换 群 ,对 于 Ya,pEG,YmEZ， 
Hla + b)"=a" + b". 
定理 14.7.7 群 的 乘法 满足 : 
(1) 左 消去 律 : 若 az 一 az , 则 zr=z', 
(2) 右 消 去 律 : 若 ya= ya, W| y= y'. 
注意 :满足 两 个 消去 律 的 半 群 未 必 能 成 群 ,例如 非 零 整数 集 
Z' 关 于 乘法 构成 一 个 单元 半 群 , 它 满足 两 个 消去 律 ,但 却 不 是 群 
( 例 14. 6.9), 仅 当 它 是 有 限 半 群 时 方 能 成 群 ( 见 定理 14. 6. 8). 
定理 14.7.8 在 一 个 群 中 ,方程 ar=6 及 ya =b 各 有 一 个 唯 
一 解 z= 二 a 16 及 y=ba 1. 
下 面 介绍 群 中 元 素 的 阶 及 群 的 阶 等 概念 . 
定义 14.7.9 设 (G;，) 是 群 ,aEG, 则 使 
i 
成 立 的 最 小 正 整 数 m 叫做 元 素 a 的 阶 Corder). 若 这 样 的 正 整 数 
不 存在 , 则 称 a 的 阶 是 无 限 的 . 
定义 14.7.10 设 (G;，) 是 一 个 有 限 群 , 则 G 中 元 素 个 数 
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a 


1G| 称 为 群 G 的 阶 . 
例 14.7.11 U; 由 1 的 三 个 立方 根 w,; 一 


组 成 . 由 例 14. 6. 9,《U,;。) 是 一 个 有 限 集 , 它 的 阶 是 3, 它 的 元 素 
wo 二 1 的 阶 是 1,%w 及 ws 的 阶 都 是 3. 

定理 14.7.12 有 限 群 中 每 个 元 素 的 阶 都 是 有 限 的 , 且 它 们 
的 阶 不 大 于 群 G 的 阶 1G1. 

定理 14.7. 13 和 群 中 的 元 素 a 与 它 的 逆 元 ae 有 相同 的 阶 . 

定理 14.7.14 设 群 G 的 元 素 a HRA m, W a =e 的 充 要 条 
件 是 :k= 二 tm(tE2Z' )( 即 上 可 被 mr 整除 ). 

定理 14.7.15 在 一 个 有 限 群 中 , 阶 大 于 2 的 元 素 的 个 数 一 
定 是 偶数 . 

定理 14.7.16 若 有 限 群 G 的 阶 是 偶数 , 则 G 中 阶 等 于 2 的 
元 素 的 个 数 一 定 是 奇数 . 


Aig a= 


14.8 +Ë 


客观 上 存在 很 多 子 群 ,如 例 14. 6. 9 的 (Q* .是 4R';。) 的 
子 群 . 而 (R* ;。) 又 是 (C" ;。) 的 子 群 等 等 . 可 以 通过 子 群 及 其 所 
构成 的 新 结构 来 探索 原 群 的 构造 . 

定义 14.8.1 B(G; ER, H E G 的 非 空子 集 . # 
(H; OER MAKEA (G; * ) B) FE (subgroup) , Autti PR H 是 
G 的 子 群 . 

例 14.8.2 〈Q';，) 是 (Ri，。)， 的 子 群 . (R'`; + ) E 
(C: ORTE. 其实 任何 群 G 都 有 子 群 ,因为 G 就 是 G 本 身 的 子 
群 , 且 由 它 的 单元 e 构成 的 集 {e} 也 是 G 的 子 群 . 这 两 个 子 群 称 为 
平凡 子 群 {trivial subgroup). 其 他 的 子 群 (如 果 存 在 的 话 ) 称 为 G 
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的 真子 群 (proper subgroup). 

下 面 是 检验 子 集 H 构成 G 的 子 群 的 方法 . 

定理 14.8.3 H(G; ) 是 群 ,HCG 是 一 个 非 空 集 , 若 它 满 
足以 下 条 件 , 则 ( 态 ;，) 是 (G;，) 的 子 群 : 

(1) 运算 “，” 在 有 内 是 封闭 的 , 即 对 于 Ya,b€ Hya* b€ H; 

(2) 对 于 YaE€ 昌 ,其 道 元 a '€ H. 

此 定理 的 条 件 还 可 以 简化 如 下 . 

定理 14.8.4 设 (G;，) 是 群 ,HSG 是 一 个 非 空 集 ,车 它 满 
足以 下 条 件 , 则 ( 互 ;，) 是 (G;，) 的 子 群 : 

若 对 于 Va'pE H, 则 a .506 万 . 

ETE 理 是 有 限 的 , 则 可 以 进一步 简化 如 下 . 

定理 14.8.5 设 (G;，) 是 群 , HSCG 是 一 个 有 限 集 . 则 
《万 ;*，) 是 (G;，) 的 有 限 子 群 的 充 要 条 件 是 :车 u,b5E H, a + b 
EH. 

最 后 给 出 一 个 构造 群 G 的 子 群 的 方法 . 

定理 14.8.6 设 (G;，*) 是 群 ,S 是 G 的 非 空子 集 . 令 H={S 
的 元 素 的 各 种 整数 次 寡 之 积 ), 则 H E G 中 包含 S 的 最 小 子 群 . 

定义 14.8.7 定理 14. 8.6 中 构成 的 最 小 子 群 H 称 为 S H 
成 的 子 群 , 集 S 称 为 子 群 互 的 生成 子 ( 集 ) (generator). 


14.9 特殊 群 

本 节 介绍 三 种 最 重要 的 具体 群 :变换 群 .置换 群 及 循环 群 . 可 
以 看 到 :任何 群 都 可 在 变换 群 中 找到 一 个 “模型 ,任何 有 限 群 都 可 
在 置换 群 中 找到 一 个 “模型 ”. 至 于 循环 群 则 是 近世 代数 所 研究 问 
题 的 缩影 ,因为 在 循环 群 里 三 个 主要 问题 都 已 得 到 完满 的 解决 . 
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14.9.1 变换 群 


在 例 14. 6. 10 中 已 介绍 过 这 种 群 , 现 给 出 它 的 定义 . 

定理 14.9.1 设 X 是 集 ,X 到 X 的 双 射 称 为 X 的 一 一 变换 . 
由 义 的 所 有 一 一 变换 构成 的 集 T(X) 关 于 复合 运算 "构成 一 个 
群 (TCX);。). 

注意 :在 例 14. 2. 9 中 我 们 已 看 到 X 关于 复合 运算 "构成 
一 个 单元 半 群 ,但 它 不 能 构成 群 ,可 以 证 明 ,X* 的 子 集 A 构成 群 
的 必要 条 件 是 A 仅 由 X 上 的 一 一 变换 组 成 . 

定义 14.9.2 (TC(X);，) 以 及 它 的 子 群 都 称 为 集 X 上 的 变 
换 群 (transformation group). 


例 14.9.3 (1) 设 X=(11,2,3}, 则 X 上 的 一 一 变换 有 以 下 6 


个 : 
nm: ll m,:1 —>1 
2-2 2—3 
3—3 3—2, 
na: 1] >2 m, :l>2 
2—1 2—3, 
3—3 3l, 
Ts : 13 xm, :1 >3 
2—1 22, 
3 一 2 3—1. 


此 时 T(X)= (m,m sa s My ss m). 
群 (TCX);，) 是 X 上 的 一 个 变换 群 . 
A ARE, Ti = {m sm) K T,= (mi m ) 都 是 (T(X);，) 的 子 
群 . 因此 (T,;°*) 及 (T,;*) 也 是 X 上 的 变换 群 . 
(2) 设 X 是 平面 上 所 有 点 的 集合 . 将 平面 的 一 个 绕 原 点 作 0 
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角 的 旋转 re 看 成 X 的 一 个 一 一 变换 . 作 G= (r,| —coe<0< +e). 
由 定义 14. 6. 11 知 ,《G;。) 构 成 一 个 群 . 因而 G 是 平面 上 的 一 个 变 
换 群 . 

定理 14.9.4 Cayley 定理 任何 一 个 群 (G;。) 都 与 一 个 变换 
群 同 构 . 

两 个 代数 结构 如 果 是 同 构 的 , 则 把 它们 看 成 是 相同 的 (对 于 它 
们 的 运算 来 说 ) ,只 是 它们 使 用 的 符号 不 同 . 这 方面 的 例子 已 有 例 
14. 4. 15. 令 人 惊讶 的 是 ,本 定理 却 断 言 任 何 抽象 复杂 的 群 都 能 找到 
一 个 具体 的 变换 群 作为 它 的 “模型 ”, 可见 变换 群 在 群 的 理论 中 的 重 
要 地 位 . 通过 以 下 的 例子 可 看 到 该 定理 的 作用 及 其 证 明 梗 概 . 

例 14.9. 5 (1) H G= (abc,…}，, 其 代数 运算 是 “。” 今 
利用 G 的 元 素 作 集 G 的 一 一 变换 r, 如 下 ， 

Tz: giger (Vg€G) 
fE T(G)= r,,r,. e) $E G 5 T (G) [B] #E BË #+ 
P: TT. 

则 可 证 ç 8: G 与 T(G) 间 的 同 构 映 射 , 即 G= T(G). 

(2) 在 三 次 单位 根 所 作成 的 群 U, = {n,o so) 中 ( 例 


14.7.1D),ə = =L, “= ww 一 四 一 1. 故 


U:={wi =l, ol) ,其 运算 (乘法 ) 如 表 14.11. 
U, 上 的 一 一 变换 z, 如 下 :， z. geger (Vg€U.), 
MJ z; 11 (QEU) 

w; >w; 

wi rw? 

Ta :1rral (w €U,) 
w, wi 
w w=], 
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ra lewat (of € U.) 


w ew =l 

w =o. 所 以 TU) = r s Eu oTa } 
其 运算 如 表 14. 12. 
# 14.11 # 14.12 


在 U, 5 T(U, ) 间 作 映 射 
P: 入 FIX， 
则 可 证 9 是 一 个 同 构 映射 . (由 这 两 个 运算 表 有 相同 的 构造 已 可 见 
到 ). 
所 以 (Us;，) 衬 (T(U,);°). 


14.9.2 置换 群 


置换 群 是 变换 群 的 特例 , 它 是 基 集 X 为 有 限 集 时 的 变换 群 ， 
因此 , 它 具 有 变换 群 的 一 切 性 质 ,又 因 它 的 有 限 性 ,在 表示 方面 有 
比较 简单 的 形式 . 它 在 代数 学 中 ,特别 是 在 方程 根 式 解 的 问题 中 特 
别 重 要 . 

定义 14.9.6 有 限 集 A 上 的 一 个 一 -- 变 换 叫 做 一 个 置换 
(permutation). 

定义 14.9.7 一 个 有 限 集 上 的 若干 个 置换 构成 的 群 称 为 置 
换 群 (permutation group). 

定义 14.9.8 包含 ”个 元 素 的 集 上 的 全 体 置换 构成 的 群 称 
为 n 次 对 称 群 (symmetric group). 用 S, 表示 . 

例 14.9.9 三 元 集 X=={1,2,3} 上 的 置换 m ,x ,ri ,x m, 
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me, 这 6 个 置换 的 全 体 构成 一 个 三 次 对 称 群 S, ( 见 例 14. 9. 3); 它 
及 它 的 子 群 如 {zo zm.) ,tm ms) 等 都 是 置换 群 . 

下 面 讨论 置换 的 表示 . 一 般 有 三 种 方法 : 

表示 法 14.9. 10 列表 法 HARE X={a saa) M 
它 上 面 的 置换 可 表 成 

T: a; a, (¿i=1l,2,=:,n). 

为 了 简便 ,可 省 去 字母 a 而 直接 用 它们 的 下 标 来 表示 . 因而 可 分 别 
表示 成 X 王 (1,2,…，,z}. 及 


z: iik, (i=1,2,.…,n)., 


通常 把 它们 写成 上 下 对 应 的 表 : 
l 2 e i we n) 
x = ç 
k ks e k w kn) 
表 中 上 行 记 下 标 i, 而 在 i 的 下 方 记 下 它 的 像 &;. 至 于 上 行 各 下 标 
数 是 否 依 自然 顺序 排列 是 无 关 紧 要 的 . 


两 个 置换 m ,za 的 “乘积 ”可 定义 如 下 : 

(1) Amn 中 的 第 1 行 的 “1” 开 始 ,找到 它 的 像 & 二 x(1) ,然后 
fE x, 中 第 1 行 的 k FARE k, E x, FHR ki =m; (ki), E ki 
就 是 置换 xj。m 中 数 1 HR ki =m, * xz,(1). 

(2) EMA m 中 的 第 1 行 的 “2” 下 找到 它 的 像 k =r (2), 
在 x 中 第 1 行 的 & 下 方 找到 它 在 zx; FHIR ki =m, Ck), ki SË 
是 置换 m. ° z, 中 数 2 的 像 有 =m + m, (2). 以 下 仿 此 . 

以 例 14. 9. 3 的 三 次 对 称 群 S, = (m ，,… ,xs) 为 例 ,各 置换 可 表 


成 : 
p z i f 2 j 
m = , m, = , 
15223 1⁄4 3 2 
Ë 2 J| k 2 J 
3; = » x = » 
le 2183571 
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1 2 3 | 
= ， x 一 
ls 1 2 lw 2: 4 


至 于 这 些 置 换 的 乘积 (如 xz。*，x 及 mr。m), 则 可 分 别 计算 如 下 : 
1 2 3) {1 2 3) f1 2 3) 
2 1 PL 3 中 = | 2a’ 

2 3} 1 2 3} [1 2 3) 
2 3 h 1 J-l 3 2) 
Hun] BL .,m, ° mEn * m k S, 是 一 个 非 交换 群 ,而 且 它 是 阶 数 
最 小 的 非 交 换 群 .可 以 证 明 , 所 有 阶 数 小 于 6 的 群 都 是 可 交换 的 . 

表示 法 14.9.11 表 成 循环 置换 的 积 

首先 介绍 一 个 定义 : 

定义 14.9.12 Paoa, WWW E, S, 中 的 一 个 把 a, E 
到 a ,as 变 到 a, a, 变 到 a ,而 其 余 的 元 素 不 变 的 置换 ,叫做 
一 个 太 循 环 置换 (k-cycle). H Ci izte ia ) s Cisis terisi) 或 Cai 
i DRR. 

H 14.9.13 把 下 列 置换 表示 成 循环 置换 ,或 循环 置换 的 积 . 

1 2345 

; gats | 

= (45123)= (5 123 4). 


men = | 


=(12345)= (23451)= (34512) 


= (123)(45) = (23 1) (4 5) 
= (312)(5 4). 
| 2 3 4 | 
= (1 23) = (231) = (3 1 2). 
2 3 1 ÉE5 
注意 : 在 置换 中 元 素 不 变 的 部 分 ,可 以 在 循环 置换 中 出 现 , 也 


Taru agen” | . 5 


X 14.9.1 
pza 4 5| 要 所 定义 14 2 
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可 以 表示 成 (1)( 因 为 在 这 个 置换 中 元 素 1 变 成 1, 而 其 余 的 元 素 
不 变 ) ,也 可 以 变 成 (2) (因为 在 这 个 置换 中 元 素 2 变 成 2, 而 其 余 
(1 23 4 5 
的 元 素 不 变 ), 因 此 有 É yap gu 
(5). 然而 由 于 这 种 仅 含 一 个 元 素 的 循环 置换 只 表示 恒 等 置换 ,其 
作用 与 单位 元 素 相同 ,所 以 常常 可 以 省 去 ! 

例如 

hi! 2-3 E 

2: 3 1 4 5 


|a= o= o= 


|-aszo=esDp=-el9 


= (1 2 3)(4) = (2 3 1)(5) = … 
定理 14.9.14 任意 的 ”元 置换 r 均 可 表示 成 一 个 循环 置换 
或 若干 个 没有 共同 数字 的 循环 置换 的 乘积 . 
例 14.9.15 例 14.9.13 中 的 三 个 置换 均 已 表 成 循环 置换 . 


1 2 3 4 
s. 的 x= | 3 | 旺 不 是 一 个 循环 导 换 ,但 可 写成 两 个 
循环 置换 的 乘积 . 
| 2 3 N 
r= = (1 2)(3 4). 
2: 1 4-3 
2 amd 5 


1 
FB S 的 x= | 
4 CULES 


例 14. 9. 3 中 的 6 个 置换 可 表 成 以 下 的 循环 置换 : 
m = (1), x, = (2 3); x; = (1 2), m, = (1 2 3), 
x; = (1 32), x, = (1 3). 
表示 法 14.9.16 ” 表 成 对 换 的 乘积 S, 中 的 (1 2)，(1 3),…， 
(1 m) 称 为 2- 循环 填 换 或 对 换 (transposition). 
一 般 , 设 循环 置换 x 二 (ii,… i,)， MJ z= (ii t i) 一 
Ciia) Ci i). Ci i) ,根据 定理 14.9. 14 即 知 ,S, 的 任 一 置换 均 可 
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|=a 4 2)(3 5). 
3 


表 成 若干 个 全 循环 置换 ,从 而 表 成 若干 个 对 换 的 乘积 . 

定理 14. 9. 17 nn 次 对 称 群 的 阶 是 1 

定理 14.9.18 Cayley 定理 每 个 有 限 群 都 与 一 个 置换 群 
同 构 . 

例 14.9.19 例 14.9.5 的 U,= 二 {1,w ,wi} 是 一 个 群 ,为 了 表 
示 它 上 面 的 置换 ,用 数码 1,2,3 分 别 表示 Us 的 1,w ,wi, 则 得 


11228 1 9 
"| ]-o， z. -| 1- 9 2: 33), ag = 
1-2 8 i 2: 8 31 


k : |=" 3 2)， 从 而 得 置换 群 了 (Us)={(i),(1 2 3), 
(1 3 2)), 作 Us 到 T(Us) 间 的 映射 
g@:1l>m, 一 (])， 
wr, 一 (1 2 3), 
a rr =(1 3 2). 
可 证 明 2 J: U, 5 TU, ) 间 的 同 构 映射 . 


14.9.3 MAE 


EX 14.9.20 设 (G;。) 是 一 个 群 , 若 它 的 每 个 元 素 g 都 是 G 
的 某 个 元 素 a WERKE: g=a" (mE 2), 则 称 该 群 为 由 a 生成 
的 循环 群 (cyclic group). 用 G= (a) 表 示 , 并 称 a EG 的 一 个 生 
成 元 . 

例 14.9.21 D 如 果 把 整数 加 群 (Z; 十 )( 见 例 14. 6.9) 的 代 
数 运算 不 用 “十 ”而 用 “。” 表 示 ,这 个 群 的 元 素 就 都 是 1 的 整数 次 
“W”, FE m 是 任 一 正 整 数 , 则 

办 一 1 十 1 十 … 十 1 一 1。1。…。1= 1"， 
m+ mt 
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—m= (一 1) 十 (一 1) 十 … 十 (一 1) = (一 1)。( 一 1)。…。( 一 1) 
mt mt 

= (11) s (121) s = e (17°) 

Hi Ww 
这 样 G 的 非 零 整数 都 是 1 的 整数 次 “ 寡 ” 由 于 0 E G 的 单元 , 依 
定义 :0 二 1". 所 以 G 中 每 个 元 素 都 是 它 的 元 素 1 的 整数 次 " 寡 ”, 所 
以 G=《Z; 十 ) 是 一 个 循环 群 . 它 的 生成 元 是 1, 即 G= 415. 

(2) ER n 的 同 余 类 集 Z/C) 一 {[0],[1],[2],…,[n 一 1]) 
中 规定 代数 运算 ( 仍 用 数 的 加 法 符号 十 表示 ) 如 下 : 

[a]+ [5] = [a +b], 

则 《Z/(z) ;十 ?也 是 一 个 交换 群 , 称 它 为 模 的 同 余 类 加 群 . 可 以 
证 明 它 的 每 个 元 素 [&](0 三 三 n 一 1) 都 可 以 写成 [1] 的 某 一 整数 
KẸ: 


[k] = [1]*, 

所 以 Z/(z) 是 一 个 由 [1] 生 成 的 循环 群 ,Z/(z) =C). 

定理 14. 9.22 设 G=(a) 是 一 个 由 a 生成 的 循环 群 , 则 它 的 
构造 完全 由 a 的 阶 来 决定 : 

d) # a 的 阶 是 无 限 的 , 则 G 宇 (2Z; 十 ); 

(2) E a 的 阶 是 有 限 整 数 ”, 则 G 衬 (Z/(n) ;十 ). 

例 14.9. 21 及 定理 14. 9. 22 圆满 地 回答 了 近世 代数 学 对 于 代 
数 结构 提出 的 三 大 问题 :就 存在 问题 说 ,通过 例 14. 9. 21 我 们 已 有 
两 个 循环 群 (整数 加 群 及 模 ”的 同 余 类 加 群 ), 因 此 循环 群 确实 存 
E. 本 定理 告诉 我 们 ,抽象 地 看 ,循环 群 也 仅 限于 这 两 种 ,循环 群 的 
构造 完全 决定 于 它 的 生成 元 的 阶 :如 果 它 的 阶 是 无 限 的 ,那么 它 就 
是 整数 加 群 ;如 果 它 的 阶 n 是 有 限 整 数 ,那么 它 就 是 模 n 的 同 余 类 
加 群 ,而 这 两 个 循环 群 的 构造 是 大 家 所 熟知 的 . 因此 循环 群 的 数量 
问题 和 构造 问题 也 同时 得 到 了 完满 的 答复 . 
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14. 10” 群 的 分 解 


本 节 将 利用 群 的 子 群 对 群 进行 分 类 ,通过 分 类 来 研究 原 群 的 
性 质 ; 如 果 利 用 的 子 群 是 一 些 特殊 的 子 群 (正规 子 群 ) , 则 这 些 类 还 
可 以 构成 一 个 与 原 群 有 密切 关系 的 新 群 ( 商 群 ,或 称 因 子 群 ) 作 为 
研究 原 群 性 质 的 工具 . 其 实 这 种 方法 早 在 前 人 研究 整数 的 整除 性 
时 就 已 经 使 用 过 了 . 例如 模 n 同 余 类 加 群 (Z/(n) ;十 ) 就 是 在 整数 
加 群 (Z; 十 ) 中 利用 子 群 (n) 构 造 出 来 的 商 群 . 


14. 10.1 和 群 的 陪 集 分 解 


已 知 集 的 划分 与 集合 元 素 的 等 价 关 系 间 存 在 着 密切 的 联系 . 
为 了 对 群 G 进行 划分 ,必须 在 它 的 元 素 间 找 出 一 个 等 价 关系 . 通 
常 车 H 是 群 G 的 一 个 子 群 , 则 利用 H 可 建立 的 群 G 的 元 素 间 的 
关系 一 : 

Va, € G,a —bë@ ab" € H, 
它 是 一 个 等 价 关系 . 

定义 14. 10.1 由 上 述 等 价 关 系 “ 一 ”所 决定 的 集 叫 做 子 群 H 
的 右 陪 集 (right coset). 包含 元 素 a 的 右 陪 集 称 为 a 所 在 的 右 陪 
集 , 记 作 Ha. 

定理 14. 10.2 设 互 是 群 G 的 子 群 ,ae G, 则 a 所 在 的 右 陪 
R Ha 由 一 切 形 如 ha (h€ 五 ) 的 元 素 构成 

Ha = (ha | Yh € H,a € G). 

例 14. 10.3 在 三 次 对 称 群 S,={(1),(1 2),(1 3),(2 3), 
A 2 3),(1 3 2)} 中 ,及 ={(1),(1 2)} 是 它 的 一 个 子 群 , 则 它们 元 
素 间 的 等 价 关 系 : 

~A 2) ,因为 (1)。 12) 1=(126H. 
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(13) 一 (1 2 3), 因 为 (13)(1 23)! =(13)(321)= 
(1 2)E 万 . 
(2 3) 一 (1 3 2) ,因为 (2 3)(132) !=(12)6 H. 
ad 3) ,因为 (1)(1 3 !=(13)6H. 
(1 3) 汉 (2 3), 因为 (1 DD =023¢H. 
从 而 S; 被 日 分 成 以 下 三 个 右 陪 集 :S={H(1), HA 3), 
H(2 3)} ,其 中 
H(D)= HA 2) = {(1),(1 2)}, 
Ha 3)= HA 2 3) = {(1 3),(1 2 3)}, 
H(2 3)= HA 3 2) = {(2 3),(1 32)). 
这 三 个 右 陪 集 亦 可 以 直接 利用 S, 的 元 素 右 乘 H 的 各 元 素 
得 到 . 
与 右 陪 集 相 应 ,可 以 建立 左 陪 集 的 概念 . 
定理 14.10.4 Ü H Et G 的 子 群 , 则 利用 H 建立 的 群 G 
的 元 素 间 的 关系 ~ ， 
Va,b € G, a — bba € H. 
是 一 个 等 价 关 系 . 
定义 14. 10.5 由 等 价 关系 “一 ”所 决定 的 集 叫 做 子 群 H 的 
左 陪 集 (left coset). a 所 在 的 左 陪 集 用 a H 表示 . 
定理 14. 10.6 Š H BE G 的 子 群 ,aEG, 则 已 的 左 陪 集 是 
aH=(ah| V€ H,a€ G). 
例 14. 10.7 S, 的 三 个 左 陪 集 是 
da) H= GQ 2=0Q2)H, 
a3 H={(1 3),(1 3 2)}=(1 32H, 
(23) H={(2 3),(1 2 3)}=(1 2 3)H. 
所 以 S, 的 左 陪 集 分 解 是 : 
S: = (()H,(13)H,(2 3)H}. 
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注意 : 同一 元 素 所 在 的 左 陪 集 与 它 所 在 的 右 陪 集 未 必 相 等 ， 
如 (1 3) HZ H(1 3),(2 3) HZ H(2 3). 

定理 14. 10.8 一 个 子 群 H 的 右 陪 集 的 个 数 S, 和 它 的 左 陪 
集 的 个 数 S, 是 相等 的 . (它们 或 者 都 是 无 限 大 ,或 者 都 是 有 限 并 且 
相等 . ) 

定义 14.10.9 群 G 的 一 个 子 群 太 的 右 陪 集 (或 左 陪 集 ) 的 
个 数 叫 做 H EG 中 的 指数 (index). 

定理 14. 10. 10 Lagrange 定理 设 晶 是 有 限 群 G 的 一 个 子 
群 , 则 H ñ) n 和 它 在 G 中 的 指数 j 都 能 整除 G 的 阶 N ,而 且 

N = nj. 

定理 14. 10.11 有限 群 G 的 任 一 元 素 a 的 阶 都 能 整除 G 
的 阶 . 

例 14. 10.12 以 S; 和 末 ={(1),(1,2)} 为 例 说 明 上 面 两 个 
定理 :5; 的 阶 是 6,H 的 阶 是 2,H 有 三 个 右 ( 左 ) 陪 集 ,所 以 电 的 
指数 是 3,2 和 3 都 能 整除 6, 并 日 6=2x3. 

S; 的 6 个 元 素 的 阶 分 别 是 1,2 和 3, 它们 都 能 整除 6. 


14. 10.2 正规 子 群 与 商 群 


利用 群 G 的 子 群 H 构成 的 左 、 右 陪 集 aH 及 Ha 未 必 相 等 . 
这 在 例 14. 10. 7 中 已 经 看 到 了 ,因而 不 能 利用 它们 构成 新 群 . 本 节 
将 讨论 一 种 特殊 的 子 群 ,利用 它 可 以 构成 一 个 商 群 ,通过 商 群 可 以 
观测 到 原 群 的 某 些 性 质 . 

EX 14.10.13 群 G 的 子 群 N, 若 对 于 YaEG, 都 有 

Na = aN, 

则 称 N 是 G 的 正规 子 群 (或 不 变 子 群 ) ( normal subgroup- 
invariant subgroup). 

定义 14.10.14 群 G 的 正规 子 群 N 的 一 个 左 ( 或 右 ) 陪 集 叫 
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做 N 的 一 个 陪 集 (coset). 

例 14.10.15 (1) 群 G 本身 及 由 单元 e 组 成 的 子 群 le} 是 G 
的 正规 子 群 . 

(2) 设 H H G 中 所 有 能 与 G 的 每 个 元 素 g 交换 的 元 素 n 
组 成 : 

N= (n€ G| Vg € GEA gn = ng). 
则 可 证 N 是 G 的 一 个 正规 子 群 , 称 为 群 G 的 中 心 (center). 

G) 交换 群 G BJ Bp f t H 都 是 G 的 正规 子 群 . 

(4) 在 三 次 对 称 群 S, 中 , H, = ((1), (1 2)), H, = ((1), 
(13)),H,=1(1,(23))K& A,=((1),(123),(1 32)} 都 是 它 的 
真子 群 ,但 前 三 个 都 不 是 正规 子 群 ,只 有 A 是 它 的 正规 子 群 . 这 
个 正规 子 群 由 S, 的 所 有 “ 偶 ” 置 换 构 成 , 特 称 为 三 次 交代 群 
(alternating group)A;. 

下 面 是 关于 正规 子 群 的 重要 定理 ,可 以 用 于 检验 正规 子 群 . 

定理 14.10.16 设 N 是 群 G 的 子 群 , 则 以 下 的 命题 是 等 
价 的 : 

(1) N 是 G 的 不 变 子 群 ; 

(2) YaEG:aNa !=N; 

(3) Va€G;:aNa -SN 

(4) Va€G K Vn€ N:ana ' € N. 

HE G= {a,b,c，…} 及 它 的 正规 子 群 N 已 给 定 , 根 据 群 的 分 
解 理论 ,G 被 N 分 成 若干 个 陪 集 ,它们 构成 族 : 

ny = G/N = (aN ,bN ,cN ,~……)}. 
如 在 G/N 上 规定 运算 “。” 如 下 : 
CIN) ° (yN) = (x ° YN, 
则 G/N 关于 运算 “。” 构 成 群 . 
定义 14. 10. 17 群 (G;，) 的 正规 子 群 (N;。*) 的 陪 集 族 
IA YE 


G/N=={aN,bN,…} 关 于 陪 集 的 运算 “。” 构 成 的 群 (G/N;。) 称 为 
G X: F N 构成 的 商 群 (quotient group). 

例 14. 10. 18 三 次 对 称 群 S, 由 三 次 交代 群 A, ( 见 例 
14. 10. 15) 构 成 的 两 个 陪 集 是 

(1)A;=As(1)={(1),(1 2 3),(1 3 2)}, 

(1 2)A: 一 A:(1 2)={(] 2),(1 3),(2 3)). 

所 以 ,Ss;/As={(1)As,(] 2)A;). 

其 运算 表 如 表 14.13. 


表 14.13 
AA; (1 2)A, 
(DA: Q)A; (1 2)A, 
(12)A; (1 2)A, (DA; 


14.11 和 群 的 同 态 与 同 构 


在 14.4 节 中 介绍 过 的 有 关 半 和 群 的 同 态 和 同 构 的 概念 及 结论 ， 
都 可 以 应 用 到 群 与 含 更 多 个 运算 的 代数 结构 上 去 . 本 节 除 介绍 群 
的 同 态 的 一 般 性 质 外 ,还 介绍 群 和 它 的 商 群 之 间 存 在 的 同 态 关系 
以 及 利用 同 态 映射 的 核 制 作出 与 群 的 同 态 像 同 构 的 商 群 . 

定理 14.11.1 设 (G;，) 是 群 ,(G’;， ) 是 一 个 代数 结构 , 若 
在 它们 间 存 在 一 个 同 态 满 射 (或 同 态 )9: 

(Gr y ~ (G; + y, 

MG; e OEA. 

上 述 定理 说 明 群 G 的 同 态 像 G'=p(G) 是 一 个 群 ,但 群 G 的 
同 态 逆 像 未 必 是 群 . 

定理 14.11.2 设 G 及 G' 是 两 个 同 态 的 群 ,G~G' 在 同 态 满 

。 255 。 


射 p 之 下 ,G 的 单元 e 的 像 p(e) 是 G' 的 单元 e’,G 的 元 素 a-: 的 像 
pla) È a, 的 像 pCa) KIÉ JG, BP 
ple)= e, 
pa™)= (pla). 

定义 14. 11.3 Hp ERA 到 集 4 的 满 射 , 集 合 STA, 

SEA 
S'= (g(s) | s€ S), 
S= {s | 9(s) = s, € Sy), 

则 称 S 是 S Ep FRE) SES Ep 下 的 逆 像 集 . 

定理 14.11.4 设 G 和 G 是 两 个 群 ,并 且 G 与 G' 同 态 , 则 在 
此 同 态 满 射 F: 

(1) G 的 子 群 昌 HR oH) E G' 的 子 群 ; 

(2) G 的 正规 子 群 N KHRoN E G 的 正规 子 群 . 

定理 14.11.5 设 G 和 0G 是 两 个 群 ,并 且 G 与 G' 同 态 , 则 在 
此 同 态 满 射 pq 下: 

(1) C'HFR H HRR H EG 的 子 群 ， 

(2) G 的 正规 子 群 N 的 逆 像 N 是 G 的 正规 子 群 . 

综合 上 述 两 定理 , 群 的 子 群 和 正规 子 群 不 受 同 态 满 射影 响 . 

以 下 介绍 著名 的 群 的 同 态 基 本 定理 ,为 了 加 深 理解 分 两 部 分 
DÈ: 

定理 14. 11.6 任意 群 G 都 同 它 的 商 群 G/N 同 态 ， 

G~ G/N. 

为 了 给 出 基本 定理 的 第 二 部 分 , 需 介绍 同 态 映射 的 核 的 概念 . 

定义 14.11.7 设 p 是 群 G 到 群 G' 的 同 态 映射 ,G' 的 单元 。 
fE ç 之 下 的 所 有 北 像 构成 的 G 中 的 子 集 叫 做 同 态 映射 的 核 
(kernel) 用 kerp= {glg€G,g(g)==e ER. 

定理 14.11.8 设 G 和 G“ 是 两 个 群 ,并 且 G 与 G' 在 p 下 同 
态 , 则 该 同 态 映射 的 核 N= kero 是 G 的 一 个 正规 子 群 ,而 且 

G/kerp = G'. 
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将 定理 14. 11.6, 定 理 14. 11. 8. 合 并 即 得 如 下 定理 . 

定理 14. 11.9 群 的 同 态 基本 定理 (fundamental theorem of 
homomorphism) ”任何 群 G 的 商 群 都 是 G 的 一 个 同 态 像 ;反之 ， 
# W G' 是 群 G 的 一 个 同 态 像 , 则 G' 必 同 构 于 G 的 一 个 商 群 . 

例 14.11.10 (1) 设 G=(R; 十 ) 为 实数 加 群 ,G = (i e” |0< 
6 一 2r};。) 是 模 为 1 的 复数 乘 群 . 作 映射 9:9r>e”, 则 可 证 89 是 G 
到 G“ 的 一 个 同 态 满 射 :G 一 G'. 此 时 kerp=(2r)(2x 生成 的 循环 
群 ). 所 以 

G/(2r) = G'. 

(2) 令 G=(Ziz; 十 ) 为 模 12 的 同 余 类 加 群 ;G = Ulil, 

一 让 ;。，) 为 四 次 单位 根 乘 群 . 在 G 与 G' 间 作 映 射 p 


P: [oJ [1] 
[4] 1 J-i 
[8] — [9] 


[2] [3] 
t3- 1 [7] -i 
[10] mH 


则 可 证 是 G 与 G' 间 的 同 态 满 射 , 且 
kerp = ([0],[4J]J,[8]J) = N. 
作 商 群 ” G/N=([0]+N,[1]+N,[2]+N,[3]+ Ni, 
易 见 G/ N=:G'. 


14.12 ” 群 在 编码 理论 中 的 应 用 


14. 12.1 纠 错 码 及 其 有 关 概 念 


在 计算 机 及 通信 系统 中 ,信息 是 用 二 进 制 数字 信号 表示 的 . 这 
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些 数 字 信 和 号 在 传送 过 程 中 ,由 于 各 种 干扰 ,常会 产生 失真 现象 , 即 
可 能 使 0 变 成 1, 或 使 1 变 成 0, 使 得 从 发 送 端 发 出 的 二 进 制 信和 号 
P w 一 alaz "a, 变 成 接收 端 收 到 的 w = aa, …a (可 能 有 某 些 
天 ai ), 可 能 产生 二 进 制 信号 的 传递 错误 . 为 防止 这 种 错误 ,有 两 
种 方法 :一 是 提高 设备 及 信号 的 抗 干扰 能 力 ; 二 是 在 编码 时 使 编 出 
的 二 进 制 数 码 在 传送 过 程 中 ,一 旦 出 现 错误 码 时 ,在 接收 端 设置 的 
纠 错 设备 能 够 立刻 发 现 并 将 其 纠正 . 后 者 简单 易 行 ,目前 已 被 广泛 
采用 .本 节 将 介绍 这 些 能 有 效 提高 信息 保 真 的 纠 错 码 ,特别 是 建立 
于 Lagrange 定理 14. 10. 10 基础 之 上 的 群 码 (group codes) 和 
Hamming 码 . 

定义 14. 12.1 一 个 由 传送 符号 0 与 1 的 传递 器 及 接收 器 组 
成 的 信道 ,如 果 它 们 错误 传递 这 两 个 数字 的 概率 是 相等 的 ,那么 就 
称 它 为 二 进 制 对 称 信 道 (binary symmetric channel). 

设 0 被 误 传 成 1 的 概率 为 p(0 三 p 志 1), 则 它 被 正确 传送 成 0 
的 概率 为 a=1 一 pp; 同 理 ,1 被 误 传 成 9 的 概率 为 p, 而 它 被 传送 成 
1 的 概率 为 g=1 一 p. 这 两 个 数字 被 误 传 的 概率 相等 ,所 以 称 它 为 
对 称 信道 . 

二 进 制 对 称 信 道 示 意 如 图 14. 8. 


传送 信号 接受 信号 


4 一 1 一 户 
图 14.8 


定义 14.12.2 设 了 ={0,1}. 


(1) 由 0,1 组 成 的 二 进 制 串 称 为 字 (word); 
*。258 ° 


(2) 字 的 集合 称 为 码 ( 集 ) (code); 

(3) 码 中 的 字 称 为 码 字 (code word); 

(4) 不 在 码 中 的 字 称 为 废 码 字 (useless code); 

(5) 特殊 的 码 字 0 和 1 称 为 码 元 (code element); 

(6) 码 字 中 码 元 的 个 数 称 为 码 长 (code length). 

例 14.12.3 集 A={0,1,10,101} 是 一 个 码 , 其 中 0,1 是 两 
个 长 度 为 1 的 码 字 ,10 是 长 度 为 2 的 码 字 ,101 是 长 度 为 3 的 码 
F. LW B= {001,100,111,010} 也 是 一 个 码 , 每 个 码 字 的 长 度 
都 是 3; 此 外 长 度 为 3 的 二 进 制 串 还 有 000,011,101,110 四 个 , 它 
们 不 属于 B 这 个 码 , 所 以 对 B 而 言 它 们 都 是 废 码 . 

定义 14. 12.4 BKEK n 的 被 传送 字 是 w= 二 ww…w, ,而 
接收 字 是 r==ir2…r,. 符合 以 下 条 件 的 字 e 二 eles…e, 称 为 一 个 错 
误 模式 (error pattern) 

0, WẸ w = r, 
SiT A 如 果 w; 天 r, 
Hj 14. 12.5 w=01011010,r=01111011, W] 
e= 00100001; X 4H r = 111001001000, 
e= 000000001000, M] w = 111001000000. 

定理 14.12.6 (1) e 1 的 个 数 是 传递 w 时 产生 错误 的 个 
数 ,e 中 各 1 的 位 置 就 是 产生 错误 的 位 置 . 

(2) HD ER B=={0,1} 内 的 对 位 布尔 和 ( 即 o=, 
0@81==1@80=1), 则 

w=re 【〈 传 送 字 = 接收 字 旬 错误 模式 ); 

r 一 we (KRF =f FORRAR); 

e 一 dr (错误 模式 = 传送 字 引 接收 字 ). 

由 概率 论 方法 可 以 得 到 以 下 定理 . 

定理 14. 12.7 设 通过 二 进 制 对 称 信道 传送 的 长 为 n 的 字 为 
w. 又 设 数 码 0,1 产生 错误 的 概率 为 p, 则 
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(1) 若 e 是 一 个 包含 上 个 1 的 错误 模式 , 则 e 出 现 的 概率 为 

p'(1—p)""t, 
! 

D 含有 4 个 1 的 长 为 ”的 错误 模式 共有 (一 二 对 
个 ,因此 在 传送 w PHA PS 2E k 个 错误 的 概率 为 (”)p*( - p. 

8l14.12.8 ” 设 单 个 码 元 出 错 的 概率 p—0.01,B fE K 3 
100 的 码 字 , 则 不 出 错 的 概率 是 

(1— p)" = (1 — 0.01)” aç 0. 36603; 

仅 出 现 一 个 错误 的 概率 是 


(i)a — p)" = 100(0. 01) (1 — 0. 01)™ == 0. 36973; 
出 现 两 个 错误 的 概率 是 
(æa — p)" = 100X 9900, 01)? (1 — 0, 01)" = 0. 18486; 
出 现 两 个 以 上 错误 的 概率 约 为 


1 — 0. 36603 — 0. 36973 — 0. 18486 = 0. 07938. 
14. 12.2 编码 与 译 码 


为 了 提高 信息 传送 的 正确 性 ,通常 总 是 将 长 为 m 的 信息 字 
(message word) aaz * an 变 成 长 为 n 的 码 字 (m < n) aa … 
amami An. 这 是 根据 通常 语言 中 宛 余 性 原则 ( principle of 
redundancy) 而 采取 的 ,因为 在 通常 的 印刷 品 中 一 个 较 长 的 字 排 印 
错误 常 较 易 发 现 和 纠正 . 这 样 的 码 (n 二 m) 称 为 (n,m) 信 息 组 代 
码 , 简 称 (n,m) 分 组 码 (block code), # #K aya; a, 为 信息 位 
(information digits) sa, iG, 1 "a, 为 校 验 位 (check digits). 后 者 
是 专 为 保证 信息 准确 传送 而 设计 的 ,对 于 原 信息 并 不 产生 影响 ,所 
以 又 被 称 为 宛 余 位 (redundant digits). 如 图 14. 9 所 示 . 
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这 些 码 字 通过 信道 传送 到 接收 器 后 可 做 以 下 两 种 工作 :一 是 
检验 错误 (detect errors), 它 检验 所 接收 到 的 = 
字 , 是 否 是 该 码 中 的 码 字 ,如 果 是 ,就 被 认为 
是 所 传送 的 字 ; 如 果 不 是 , 则 可 肯定 在 传送 过 
程 中 出 现 了 错误 ,接收 器 就 可 以 要 求 将 该 字 图 14.9 
重新 传送 . 另 一 方式 是 纠正 错误 ( correct 
errors). 此 时 译 码 器 选择 最 可 能 产生 这 个 接收 字 的 码 字 作为 被 传 
送 的 码 字 . 

这 个 通信 系统 的 数学 模型 如 图 14.10 所 示 : 


据 此 可 以 对 它 作 如 下 的 数学 描述 . 

定义 14. 12.9 一 个 二 进 制 信息 的 (n,m) 分 组 码 是 由 一 个 编 
码 函 数 下 :B? 一 B; 及 一 个 译 码 函数 D:B:— B? 组 成 .此 二 函数 能 
使 复合 运算 后 的 函数 五 =D*T* 巨 成 为 一 个 具有 接近 于 概率 1 的 
恒 等 函 数 , 其 中 本 是 由 信道 产生 的 错误 函数 (error funtion). 


比值 R= N E (code rate) i 48 #& 3 (information rate). 


例 14. 12. 10 (1) (m 十 1,m) 奇 偶 校 验 码 (parity-check code) 
的 编码 函数 是 : 

E:a a, =a b= b ebuyi P bi =a, b, =a, …， 
bm 二 am ;而 规定 


° 261 ° 


0 #Yla 是 偶数 ， 
bmi = i 
1 若 >)w 是 奇数 . 


(例如 , 当 m=2 Bt, E:00—>000,01 011,10 >101, 11110). 

由 定义 可 见 这 种 码 的 每 个 码 字 中 码 元 1 的 个 数 总 是 一 个 
偶数 . 

其 译 码 函数 D: bc 定义 为 


b, = c, i= 1,2,---,m. 


这 种 码 的 检 错 能 力 可 利用 和 数 o 是 否 偶数 来 考察 如果 该 和 


是 奇数 , 则 可 以 肯定 传送 时 产生 了 一 个 或 奇数 个 错误 ,但 不 能 判定 
是 哪 一 位 上 出 错 ; 如 果 和 数 是 偶数 , 则 不 能 断言 传送 正确 (因为 在 
两 位 出 错时 这 个 和 也 是 偶数 ). 所 以 这 种 码 是 检 错 码 , 并 且 只 能 检 
查 单个 错误 . 

(2) (3m,m) =Ë E H i (triple-repetition code) 是 一 种 常用 
的 纠 错 码 ,其 编码 函数 E. B; -> Bi" 是 将 每 个 m 位 信息 字 重 复 
三 次 : 

下 (aliaz…an) = ajas*a,a,a,a,aas,a,. 

译 码 函 数 D: Bi" — Bz 则 将 同一 位 上 至 少 重复 过 两 次 的 数字 选 作 
该 位 的 码 元 . 例如 当 m=3 时 ,E(010) 一 010010010, 如 果 传送 时 在 
第 6 位 上 出 现 了 一 个 错误 ,使 接收 字 变 成 010011010， 这 时 应 译作 
010. 因为 第 1,4,7 位 上 全 是 0; 第 2,5,8 位 上 全 是 1; 第 3,9 位 上 
是 0; 而 第 6 位 上 却 是 1. 按照 “多 者 优先 ?原则 可 认为 第 6 位 上 出 
了 错 , 应 将 其 改 为 0, 这 就 恢复 了 被 传送 码 字 的 原形 101. 

所 以 此 码 能 自动 纠正 所 有 的 单个 错误 , 它 是 纠 单 错 码 . 

(3) (5m,m) 五 售 重复 码 (five-time-repetition code) 其 编码 和 
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译 码 函数 与 (2) 类 似 , 只 是 将 每 个 码 字 重 复 五 次 , 它 能 纠正 两 个 错 
误 ,是 纠 双 错 码 . 

(4) 为 了 说 明定 义 14. 12. 9 中 “使 H= D: T° E 成 为 一 个 具有 
接近 于 概率 1 的 恒 等 函 数 " 以 及 对 比 各 种 码 的 优越 性 . 考察 上 面 三 
种 码 无 错 传送 的 概率 : 设 单个 字符 错 传 的 概率 为 0. 001, 则 用 奇偶 
校 验 码 处 理 一 个 有 1 万 个 位 的 信息 时 ,其 不 出 错 的 概率 经 计算 约 
为 0. 946 ,此 时 共 需 传送 10001 个 字符 ; 若 用 三 倍 重复 码 , 其 不 出 
错 的 概率 约 为 0. 97, 此 时 共 需 传送 3 万 个 字符 ; 若 用 五 倍 重复 码 ， 
此 概率 可 提高 到 0. 9999, 但 此 时 却 要 传送 5 万 个 字符 . 如 果 不 经 
过 编码 处 理 , 由 概率 计算 可 知 , 传 送 1 万 个 字符 而 不 出 错 的 概率 等 
于 (1 一 0.001)™” ~0. 00005, 即 约 为 十 万 分 之 五 ! 由 此 可 见 , 在 
传送 信息 时 进行 编码 对 于 提高 信息 准确 性 与 传送 效率 有 极 大 的 
作用 . 


14. 12.3 码 的 检 错 及 纠 错 能 力 


定义 14.12.11 码 字 a 一 aas*…a, 的 重 (weight)w(a) 是 指 
它 所 含 码 元 1 的 个 数 . 

定义 14. 12.12 设 a==aias*…a, 5 b=b b: b, 是 两 个 等 长 
的 码 字 , 则 它们 的 对 位 布尔 和 外 的 重 称 为 码 字 a 与 b 之 间 的 
Hamming 距离 (distance). 简称 a 5 b 2Z B] PJ BE 88. H dla, b) 
表示 . 

按 对 位 布尔 和 旬 的 定义 : 当 a, =b; BP a, + b, = 0; M 4 a; Æ b, 
Bra, +b =1.8k d(a,b)=+x(a@b). 它 实际 是 a 与 六 中 oa, 天 六 的 
位 的 个 数 . 

定义 14. 12. 13 给 定 一 个 码 C 后 ,C 中 所 有 不 同 码 字 之 间 的 
Hamming 距离 的 最 小 值 称 为 码 C 的 最 小 距离 minimum 
distance) ,用 dmn (ORR. 

例 14.12.14 设 码 C={0000,0011,1001,1011), 则 w(0000)=0, 
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w(0011)=w(1001) =2,w(1011)=3; Tf d(0000,0011) =+xo(0000 
@0011)=w(0011)=2. FÆ, d(0000,1001)=2, d(0000,1011)=3, 
d(0011,1001)=2, d(0011,1011)=1, d(1001,1011) = 1, IË !, 
duin (C)=1. 

定理 14. 12.15 设 a,bg,cEC, 则 有 

(1) d(a,a)=0; 

(2) d(a,b)=da(b,a); 

(3) d(a,b)+d(b,c)22d(a,c); 

`(4) dac, be) =d(a,b). 

定理 14. 12.16 码 C 人 能 检 出 所 有 重 三 k 的 错误 模式 的 充 要 
RAFE d min (C)>k+1. 

由 定义 14. 12.4 及 定理 14.12. 6 可 知 , 由 错误 模式 可 以 决定 
传送 时 所 产生 错误 的 个 数 及 位 置 . 因此 ,定理 则 说 : 码 C 能 检 出 不 
超过 & 个 错误 的 充 要 条 件 是 

dunn(C) > k +1. 

定理 14.12.17 W C 能 纠正 所 有 重 <<& 的 错误 模式 的 充 要 
条 件 是 dws(C) 宇 2k 十 1. 

RE C 能 纠正 & 个 错误 的 充 要 条 件 是 ds,(C) 宇 2k 十 1. 

例 14.12.18 1) $ Ci ={00,11}), W H dan (Ci)==2, 故 可 
检 出 一 个 错误 . 

(2) (3,1) 三 倍 重复 码 Cs = 二 1000,111}) 的 ds(C:) 一 3, 故 可 纠 
正 一 个 错误 及 检 出 两 个 以 内 的 错误 . 

(3) $ C; 二 {00,01,10,11}, 它 包含 了 所 有 长 度 为 2 的 码 字 . 
d... (Cs) 三 1, 它 不 能 检查 出 任何 错误 . 这 是 因为 码 C, 包含 了 全 
部 长 度 为 2 的 码 字 , 当 其 中 一 个 码 元 被 传 错 时 就 变 成 C. 中 的 另 一 
个 码 字 ,因此 无 法 判断 是 否 出 了 错误 . 由 此 可 见 , 一 个 码 若 包含 了 
某 长 度 的 所 有 码 字 , 则 此 种 码 必 无 检 错 和 纠 错 能 力 . 

(4) (3,2) 奇 偶 校 验 码 C =(000,011,101,110) , 因 d (C, ) = 
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2, 故 可 检 出 一 个 错误 但 不 能 纠正 错误 . 

(5) (5,1) 五 位 重复 码 C; = 二 100000,11111), 因 dmn (C) =5. 
所 以 它 能 检 出 4 个 错误 及 纠正 2 个 错误 . 

现 将 几 种 常用 码 的 检 错 和 纠 错 能 力 列 成 表 14. 14. 


表 14.14 


码 名 码 的 最 小 距离 dnaCC) | 检 错 个 数 | 纠 错 个 数 | 信息 率 m/n 


(3,2) 奇 偶 检 验 码 


° 
| 
L 
w| 


(3,1) = f Tk 8 El 


co 一 | wj 


(5,1) 五 倍 重复 码 


3 | 


14. 12.4 利用 和 矩阵 及 群 进行 编码 及 译 码 


前 述 几 种 码 的 编码 函数 E 及 译 码 函数 了 都 是 通过 语言 描述 
或 列表 法 (字典 ) 给 出 的 ,这 些 方法 既 繁琐 又 不 便于 作 深 入 研究 . 本 
节 介绍 利用 矩阵 及 群 两 种 代数 工具 进行 编码 及 译 码 ,它们 是 方便 
而 有 力 的 编码 工具 . 

定义 14.12.19 Ë m<n. Gax, 是 也 :={0,1) 上 的 矩阵 , 若 它 
的 前 m IT, m 列 的 元 素 构成 一 个 单位 方 阵 工 , 则 称 它 是 生成 矩阵 
(generator matrix). 

定理 14. 12. 20 ”利用 一 个 m> n ñj E RERE G,., 可 以 确定 
一 个 (mm2) 信 息 组 代码 的 编码 函数 下:B7-~B3. 如 下 : 

Va = aaz an € Br, 令 ECa) = aG „yn. 

(注意 :定理 中 的 aG。x, 表 示 码 字 4a EE G, hE, mtu 

字 a 视 作 m 元 行 向 量 !) 
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例 14. 12. 21 


令 


100110 
01010 1j, 

00101 1 

则 Gsxe 是 一 个 生成 矩阵 ,由 它 可 以 确定 一 个 (6,3) 信息 组 代码 . E 
HAR RA 下 用 和 拖 阵 表示 如 下 : 


Gsxs = 


Nn 001 1 0 
ECw) 一 wo0 1 0 1 0 1l. 
0 0 1 011 


现在 由 各 信息 字 具 体 计算 它 的 码 字 如 下 :(6,3) 码 的 信息 字 总 共有 
8 个 ,它们 构成 B: = (000,001,010,011.100,101,110,111), 5È 
们 相应 的 码 字 是 : 


10011 0] 

pom -om 1 0. £ 0 | Pe 
0 0 10 11 
100110 

Bann = on [o 1010 i|- 001011. 
001011 


同 理 可 得 
下 (010) = 010G; = 010101, 
E(011) = 011G;xs = 011110, 
E(100) = 100G;xs = 100110, 
E(101) = 101G;xs = 101101, 
E(110) = 110G;,; = 110011, 
E(111) = 111G; = 111000. 
由 上 可 见 , 利 用 生成 矩阵 编码 是 非常 方便 的 . 因为 仅 须 用 到 和 矩 


阵 乘法 ,它们 可 由 计算 机 来 完成 . 当 传送 正确 时 , 它 的 破译 也 很 容 
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易 , 因 为 G 的 前 m 行 ,m 列 的 元 素 构成 单位 方 阵 , 它 的 信息 字 恰 好 
就 是 码 字 的 前 m 位 ;但 当 传 送 有 错时 ,纠正 这 个 错误 恢复 原来 的 
信息 字 就 不 能 仅 靠 使 用 生成 矩阵 了 ,还 要 配合 使 用 下 面 矩阵 . 

定义 14.12.22 i m<n,.H.,-.,. Æ B, = {0,1} KER, 
ECHE n— m fj n — m $| Jú # HRA fu y BE Lo. 则 称 
再 -wx* 是 一 个 奇偶 校 验 矩 阵 (parity-check. matix). 

定理 14. 12. 23 GAR Ez 59 E BE Ho -wx* 确 定 唯一 的 
(n,m) 信 息 分 组 代码 的 编码 函数 EE: Br 一 Bi, 它 对 于 每 个 信息 字 
w=a a: a, E BOME F FRED F Ew) Saar anana 
a,€ B}: 

(1) Ew BJ B] m (w t w 的 前 m 位 相同 ， 

(2) E(w) 的 其 余 n— m 位 码 元 由 以 下 的 名 为 奇偶 校 验 方程 
(parity-check equation) 的 矩阵 方程 : 

H E(w)" = 0 

的 解 , 它 是 一 个 含有 n-m 个 方程 式 的 方程 组 ,而 以 前 m 个 码 元 
aisa, a, 为 参数 . 

例 14.12.24 同 例 14. 12. 21 中 的 (6,3) 分 组 码 , 其 生成 矩 


阵 为 
1 @ 0.1 I 9] 
G, = |0 1 0 1 0 1j, 
: 
DU Jt 82 3⁄2 SE BE 
1 1 0 1 D 
ma 0 1 Ó o| 
0 1 S 
任 取 w=aiara: € B}, D Elw) =aiarasaasas JETP assa; ,as 由 奇 


偶 校 验方 程 H - E(w)" =0 决定 , 即 
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= = o 


展开 得 方程 组 了 í 


ai +a; +a; = 0, 
az +a, + a, = 0. 
a =a +a, 
即 = a +a» 
as = a: + a3. 
用 B: 中 8 个 码 字 000,001,…,111 的 相应 码 元 代入 即 可 得 到 与 例 
14. 12. 21 相同 的 结果 . 
由 定理 14. 12. 23 中 编码 函数 E 的 唯一 性 可 得 以 下 定理 . 
定理 14. 12.25 设 wu 是 以 信息 字 w 为 前 m 个 码 元 的 码 字 , 且 
满足 Hu 一 0, 则 u= E(w). 
换言之 ,满足 此 二 条 件 的 码 字 u 就 是 与 w 相对 应 的 码 字 . 
还 可 以 利用 奇 伪 校 验 和 矩阵 HH 检查 编码 所 出 现 的 错误 : 设 码 字 
为 c, 由 定理 14. 12. 25 有 百 ，c7 一 0, 又 设 在 传送 过 程 中 它 的 第 ;位 


+a, +a, = 0, 


出 现 错误 , 则 接收 字 r= cGDe, ,这 里 的 e =00…010…:0 是 一 个 错误 
个 位 

模式 见 定理 14. 12. 6, 因 而 H * r; =H + (c@e)!= H: cT@H + 

e =H + e =H.: (H 的 第 i 个 列 向 量 ). 


O DRAPET aa 间 的 “加 法 "是 对 位 布尔 和 , 即 ai =a; 时 ,ai 十 wj 二 04ai 关 


aj M,a; +a, =1. 
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反之 ,车 百 , r =H. WERF r 的 第 i 位 上 的 码 元 有 错 . 将 
它 改正 后 即 可 得 出 正确 码 字 c. 

因此 有 下 面 的 定义 . 

定义 14. 12.26 设 吾 是 一 个 奇偶 校 验 矩 阵 ,r 是 一 个 接收 
字 , 则 S=H + r 称 为 字 r 的 校 验 子 (syndrome). 

定理 14.12.27 设 接收 字 为 r= 二 rire…ronrmti"…r。* 作 它 的 校 
验 子 S=H-r',WJ: 

(1) 车 S$S=0, 则 传送 很 可 能 是 正确 的 ,可 以 认为 r 就 是 所 求 的 
码 字 , 而 原来 的 信息 字 就 是 rrera. 

(2) 若 $ 是 五.;( 列 上 各 码 元 当然 不 能 全 为 零 ) , 则 很 可 能 在 
第 ;位 上 产生 了 单 错 , 将 r 的 ~ 纠正 即 得 码 字 ec, 取 其 前 m 位 即 得 
原 信息 字 . 

(3) Æ SRA O 又 非 HH.;, 则 信息 字 在 传送 中 至 少 产生 了 两 
个 错误 ,此 时 没有 任何 高 效 的 破译 方法 (侥幸 的 是 , 当 单 个 码 元 出 
错 的 概率 p 很 小 时 ,该 博 况 是 很 少 发 生 的 ). 

例 14.12.28 (1) 仍 以 例 14. 12. 21 的 (6,3) 分 组 码 为 例 , 检 
验 它 的 码 字 的 校 验 字 ,例如 101101. 由 于 此 码 的 生成 矩阵 为 


100110 
Gxs = |0 1 0 1 0 1j, 
0 0 1 011 
其 奇偶 检验 矩阵 为 
1 10 1 00 
mo sa 中 
0 1 12985 


此 时 101101 的 校 验 子 为 
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L 170 
S= H:.r! = | 0 1 
0 1 1 
可 见 这 个 码 字 是 正确 的 . 
(2) 设 上 面 码 字 在 传送 时 第 3 位 发 生 错 误 , 因 而 接收 字 r= 
100101, 现 计算 它 的 校 验 子 
= h|- His 
1 
1 


1 10100 
senses] 0101 中 
0 1 1 001 
此 时 S H... (OIS 3 列 元 素 ), 故 知 接收 字 的 第 3 位 有 错 . 将 它 改 
正 后 即 得 所 传送 的 码 字 是 101101 ,而 原 信息 字 是 101. 
(3) 设 码 宇 101101 出 现 两 个 错误 ,不 妨 设 是 第 3,5 两 位 , 相 
应 的 错误 模式 是 es = 001010, 因 而 接收 字 是 100111, 它 的 校 验 
子 是 


1 
0 
0 
1 
0 


17 
[E1910 ol 0 
se 0 1 01 felol- m 
o01100 jj 1 
1 


这 是 H 0935 6 列 , 可 猜测 错误 出 在 第 6 位 , 据 此 改正 后 的 码 字 
100110 虽 在 码 中 ,但 却 不 是 原来 传送 的 码 字 (101101)， 
另 设 错误 出 在 第 2,5 两 位 上 ,相应 的 接收 字 是 111111, 其 校 
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验 子 为 


这 个 校 验 子 不 是 H. BT E H 的 第 1 列 与 第 6 列 之 和 ,或 是 第 2 
列 与 第 5 列 的 和 . 或 是 第 3 列 与 第 4 列 之 和 ,经 检验 仅 有 第 2 种 猜 
测 (错误 出 在 第 2,5 列 ) 是 正确 的 . 

由 此 可 见 , 对 出 现 双 错 的 破译 常常 会 产生 错误 ,不 一 定 能 得 出 
正确 的 译 码 . 

定理 14. 12.29 ”奇偶 校 验 矩阵 He- ,x, 能 够 正确 破译 所 有 单 
个 错误 的 充 要 条 件 是 H.,- x 的 各 列 都 是 非 全 部 为 零 的 及 相 异 的 
向 量 . 

同一 个 码 的 生成 矩阵 与 奇偶 检验 矩阵 之 间 存 在 着 密切 的 关 
系 , 可 从 下 面 的 定理 看 出 . 

定理 14. 12.30 (1) 若 A 是 B, 上 的 一 个 mxX(n 一 m) 和 矩阵 ， 
因而 G。x, = 二 [I, ,A4j 是 一 个 (n,m) 分 组 码 的 生成 矩阵 , 则 Hon men = 
[A7 ,1,-»] 是 这 同一 个 码 的 奇偶 校 验 矩 阵 ; 

(2) 车 B 是 B, 上 的 一 个 (n 一 m) Xm 矩阵 ,因而 Homen = 
[LB,I,_,] 是 一 个 (n,m) 分 组 码 的 奇偶 校 验 矩阵 . 则 Gren = Cn BT] 
是 这 同一 个 码 的 生成 矩阵 ， 

注意 :[1, ,4] 是 分 块 矩 阵 , 余 同 . 

下 面 利 用 群 的 理论 来 研究 编码 和 译 码 . 

主要 利用 Lagrange 有 关 陪 集 的 定理 14. 10. 10. 

定理 14. 12.31 (1) 长 为 m 的 信息 字 集 合 Bz 关于 对 位 布尔 
HOH RIRE; 
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(2) 长 为 n 的 码 字 集 合 B; 关于 对 位 布尔 和 外 也 构成 加 群 . 

定理 14.12.32 ”由 任意 生成 矩阵 G 或 奇偶 校 验 和 矩阵 HH 确定 
的 编码 函数 玉 : B? 一 B; 是 一 个 由 信息 字 加 群 Bz 到 码 字 加 群 B; 
的 单 态 射 , 且 知 由 G 与 H 得 到 的 码 c (参看 定理 14. 12. 30) 构 成 B; 
的 子 群 . 

定义 14. 12. 33 ”如 果 一 个 分 组 码 的 所 有 码 字 构成 一 个 加 
群 了 , 则 称 该 码 为 群 码 (group code). 

定理 14. 12.34 由 任意 生成 矩阵 或 奇偶 校 验 和 矩阵 得 到 的 码 
必 为 群 码 . 

前 面 已 经 看 到 ,一 个 码 的 检 错 与 纠 错 能 力 完全 取决 于 两 个 码 
字 间 的 最 小 距离 ,对 于 群 码 来 说 ,这 个 距离 很 易 求 出 ,因为 有 以 下 
定理 . 

定理 14. 12.35 在 一 个 群 码 中 , 码 字 间 的 最 小 距离 等 于 所 有 
非 零 码 字 的 重 的 最 小 值 . 

今后 在 计算 码 的 最 小 距离 时 ,只 需 将 码 中 各 码 字 的 重 都 计算 
出 来 ,其 中 最 小 的 重 即 为 所 求 的 最 小 距离 . 

下 面 介绍 利用 群 的 陪 集 分 解 进行 译 码 的 方法 . 每 个 群 G 都 可 
以 按 子 群 互 分 解 成 若干 个 陪 集 ,使 得 G 中 的 每 个 元 素 恰好 属于 一 
个 陪 集 . 元 素 a 所 在 的 陪 集 a + H=la+h|h € 日 ) , 它 的 元 素 是 由 
a“ 加 ”上 H 的 每 个 元 素 得 到 的 . 

由 定理 14. 12. 32 知 群 码 c 既然 构成 接收 字 群 B; 的 一 个 子 
群 ,而 且 是 有 限 群 ,由 Lagrange 定理 ,B; 被 分 解 成 若干 个 陪 集 ,每 
个 陪 集中 的 接收 字 7 与 码 c 中 的 对 应 码 字 w 仅 差 一 个 元 素 e, 因 而 
,二 wDe, 这 意味 着 码 字 7 在 传送 过 程 中 产生 了 错误 e, 若 事先 有 意 
识 地 取 e 为 错误 模式 , 则 很 容易 检 出 错误 所 在 的 位 置 及 其 个 数 , 进 
而 加 以 改正 . 陪 集 译 码 表 的 作法 如 下 . 


外 ”加 群 的 "加 法 "是 对 位 布尔 和 四 . 
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3 14.12.36 译 码 表 (decoding table) 作 法 
(1) 将 群 C 的 所 有 码 字 写 在 第 1 行 上 并 将 0==00…0 写 在 该 行 


的 最 左 端 ; 
(2) 将 错误 模式 e 一 10…0 写 在 第 2 行 的 最 左 端 ,并 将 它 与 第 


1 行 的 各 码 字 相 加 之 (对 位 布尔 ) 和 写 在 对 应 码 字 的 下 方 构成 第 2 
行 ,其 全 体 构成 陪 集 eC. 
(3) 将 错误 模式 e010.…0 写 在 第 3 行 最 左 端 , 仿 上 法 在 第 3 


行 上 写 下 陪 集 e:@C 的 所 有 元 素 . 

仿 上 一 直 做 下 去 . 由 于 Bs 与 C 都 是 有 限 群 , 据 Lagrange 定 
理 , 陪 集 个 数 也 是 有 限 的 .所 以 上 述 步骤 经 有 限 步 后 必然 停止 . 由 
陪 集 性 质 ,接收 字 群 B; 的 每 个 元 r 恰 在 一 个 陪 集 之 中 . 它 是 第 1 
行 中 群 C 的 码 字 w 与 某 一 个 错误 模式 @; 之 和 , 故 r PI PE pQ w. 

(4) 为 了 标志 各 陪 集 及 便于 计算 机 处 理 ,在 表 中 各 行 外 的 最 
左 端 再 加 写 与 该 行 相应 的 校 验 子 S 的 转 置 矩阵 . 这 是 因为 定理 
14. 12. 37 的 启示 . 

定理 14.12.37 设 C={CEB;|HC"'=0}) 是 由 奇偶 校 验 矩阵 
及 生成 的 群 码 , 则 Bs 的 两 个 字 x,y 在 同一 陪 集中 的 充 要 条 件 是 
它们 有 相同 的 校 验 子 : Hx = Hy". 

定义 14. 12.38 表 14. 15 每 行 的 陪 集中 最 左 端的 、 重 量 最 小 
的 码 字 称 为 该 障 集 的 陪 集 头 (leader coset). 

B 14. 12. 39 求 作 例 14. 12. 21 的 译 码 表 ,并 破译 以 下 各 接 
收 字 :110110,001111,101111,101010,101000,001000.011110. 

E ”因为 接收 字 群 的 阶 =25 = 64, 而 (6,3) 分 组 码 群 C 的 
阶 是 8, 由 Lagrange 定理 , 陪 集 个 数 =C 在 B; 中 的 指数 =64/8 二 
8, 故 译 码 表 应 有 8 行 8 列 ( 表 外 最 左 列 是 各 校 验 子 的 转 置 矩 阵 )， 
作 表 14. 15. 

要 破译 以 上 7 个 接收 字 可 先 在 表 14. 15 中 找到 它们 ,然后 再 
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在 与 该 字 同 列 的 第 1 行 上 的 码 字 就 是 该 字 的 译 码 . (例如 接收 字 
110110( 位 于 第 3 行 ,第 1 列 ) ,在 该 列 (第 1 列 ) 的 第 1 行 上 的 码 字 是 
100110, 就 是 它 的 译 码 ). 余 仿 此 ,因此 它们 是 100110, 001011, 
101101,001011,111000,000000,011110. 删 掉 这 些 码 字 的 后 三 位 ( 校 
验 位 ) 即 可 得 到 原来 的 信息 字 :100,001,101,001,111,000,011. 


表 14.15 


000 |000000 001011 110011 101101 011110 111000 


100110 010101 


110 (100000 [000110 110101 101011 010011 001101 111110 011000 
010000 110110 000101 011011 100011 111101 O01110 101000 
101110 011101 000011 111011 100101 010110 110000 
100010 010001 001111 110111 101001 011010 111100 
100100 010111 001001 110001 101111 011100 111010 
100111 010100 001010 110010 T01100 011111} 111001 


000111 110100 101010 010010 001100 111111 011001 


101 
011 


001000 | 
000100 
000010 
000001 
100001 


100 


010 
001 


以 土 译 码 法 称 为 利用 陪 集 头 译 码 法 (decoding using coset 
leaders) , 它 可 使 每 个 接收 字 得 到 破译 . 甚至 还 可 以 应 用 到 纠 多 错 
码 (multiple-error-correcting code) 上 去 , 它 的 优越 性 表现 在 以 下 
定理 14. 12. 40. 

EE 14.12.40 ” 设 接收 字 ~ 用 陪 集 头 译 码 法 译 得 的 码 字 为 
c, 而 用 其 他 方法 译 出 的 码 字 为 5, 则 d(r,c) 志 dr,b). 

这 种 译 码 法 出 错 的 概率 不 会 超过 其 他 译 法 出 错 的 概率 , 它 是 
一 种 较 好 的 译 码 法 . 


14.12.5 Hamming 码 


下 面 的 编码 是 R. W. Hamming 根据 定理 14. 12. 29 的 原理 巧 
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妙 设计 的 , 它 是 一 种 能 检 单 个 错误 的 完全 码 (perfect code). H + 
定理 14. 12. 29 及 二 进 制 数 的 横 写 习惯 ,在 这 里 利用 生成 矩阵 来 
表述 . 

算法 14. 12. 41 Hamming 编码 法 

(1) 给 定 正 整数 r 后 , 令 n=2'—1,m=(2'—1)—Fr, W5 r #H 
应 的 Hamming 码 是 一 个 (n,m) 分 组 码 . 

(2) 该 码 的 码 字 b= bib; b, 的 各 位 上 的 码 元 如 下 安排 :bx ， 
ba ,bz ,*** bye n (JẸ r 个 ) 是 校 验 位 上 的 码 元 ,其 值 由 下 面 的 (4) 
中 的 方程 组 确定 ;6b; ,6b; s be oteto bn GE m 个 ) 则 依次 是 所 给 信息 字 
各 位 上 的 码 元 . 例如 当 r=3 时 ,n=2' 一 1=7,m=(2' 一 1) 一 r=4， 
这 个 (7,4) 分 组 码 的 任意 码 字 b= b, bzb; bı bs bsb 的 bi ,pz sb; 是 校 
验 位 上 的 码 元 ,其 余 码 元 则 是 所 给 信息 字 上 的 码 元 ， 

G) 作 一 个 nXr Hamming 矩阵 M,x,, 将 矩阵 中 第 ; 行 的 行 
数 ; 表示 成 二 进 制 数 (i* 后 作为 该 行 上 的 元 素 , 如 r= 二 2,3,4 时 ， 
相应 的 Hamming 矩阵 是 


poon 
0 0 1 0 
0 0 11 

o0 1 00 

0 0 1 【| 

0 1 0 0 1 1 0 

+ 1 0 1 I -E ¿43 
ma 中 ws- o ol mos ss 中 
| 1 0 1 1 0 0 1 
Wl 0 L 0: 3 6 

IED 1 Toad] 

L 10. Ó 

i i-o 3 

piao 

T t71- ł 


例如 在 M;x; 中 , 当 第 3 行 的 行 数 3 表示 成 (3),=011 后 就 把 
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M PHR 3 行 的 元 素 写 成 011. 

(4) 作 和 邱 阵 方程 bM, ,=0, 展 开 后 即 得 一 个 包含 r 个 线性 方 
程式 的 方程 组 , 它 的 每 个 方程 是 一 个 be Hb 中 的 其 余 码 元 表 出 的 
等 式 . 如 当 r= 二 3 时 的 方程 组 ?是 

b, +b; +b +b: = 0, 
| +b; +b +b, = 0, 
bi + b; + b; + b, = 0. f 

(5) 解 上 面 的 方程 组 ,得 到 码 元 by (i 二 0,1,…,r 一 1), 按 (2) 
将 它们 作为 校 验 位 而 将 信息 字 的 码 元 放 入 其 余 的 m 个 空位 , 即 得 
相应 的 码 字 b. 

算法 14. 12. 42 Hamming 码 的 破译 法 ”与 定理 14. 12. 25 的 
方法 相应 ,可 以 利用 bM=0 译 码 . 设 接 收 字 r=cei, 这 里 c 是 码 
字 , 而 e 是 第 i 位 为 1 的 错误 模式 . 因 cM 一 0, 故 (ce,)M= MO 
eM =0(De,M = e,M. 因而 此 乘积 其 实 是 错误 模式 与 M 的 乘积 . E 
此 积 为 零 矩阵 , 则 表示 传送 时 未 出 错 , 因 而 接收 字 即 为 所 求 的 码 
字 , 若 此 结果 为 非 零 矩阵 , 则 此 非 零 矩 阵 必 为 矩阵 M 的 第 i 行 , 表 
示 接 收 字 的 第 i 位 上 出 错 , 纠 错 后 即 得 所 求 的 码 字 . 

定义 14. 12. 43 若 一 个 (n,m) 分 组 码 恰 能 纠正 所 有 重 三 1 的 
错误 模式 , 则 称 它 为 完全 纠 上 错 码 (perfect t-errer-correcting 
code). 

定理 14. 12. 44 Hamming 码 是 完全 纠 单 错 码 . 

例 14.12.45 求 作 与 r=3 相应 的 Hamming 码 , 这 是 (7,4) 
分 组 码 , 原来 的 信息 字 集 M = {0000, 0001, 0010,0011, 0100, 
0101,0110,0111,1000,1001,1010,1011,1100,1101,1110,1111). 
其 Hamming 和 矩阵 为 


© 方程 组 中 码 元 间 的 加 法 是 “对 位 布尔 和 "”. 
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ro 0 

1 

1 

Ms = |1 0 
1 0 

1 1 

[1 1 


~ o — O 一 


0 
1 

设 码 字 为 b= bib: b: bib; bi b: , 则 与 它 相 应 的 Hamming JHF bM: < = 
0, 展 开 得 ?: 

b, +b: +b +b = 0, (bi = b; +b +b, 

b: +b +bs +b: 二 0， 或 4b: =b +b; +b, 

bi +b: +b; +b = 0, lbi = bs + bs +b. 
用 信息 字 上 的 码 元 代入 方程 组 算出 5b, ,5; ,bb 值 作为 校 验 位 ,然后 
加 入 相应 的 信息 位 即 得 所 求 的 码 : 


0000 —>0000000, 
0010 r=0101010， 
0100:>1001100, 
01101100110, 
1000 —>1110000, 
1010—>1011010, 
11000111100, 
11100010110, 


0001 >1101001, 
00111000011, 
0101 —>0100101, 
0111r=0001111， 
1001 ->0011001， 
1011r=0110011， 
1101->1010101, 
1111—1111111. 


下 面 再 看 在 这 个 码 中 如 何 检 单 错 和 纠 单 错 . 从 码 c 中 取 码 字 


四 ”方程 组 码 元 间 的 加 法 蚌 * 对 位 布尔 和 ”. 


b=0001111 ,使 它 与 M,, HI 3 B] f8 bM 二 000, 所 以 这 个 码 字 是 正 


确 的 ,但 若 在 传送 中 某 位 (假设 是 第 3 位) 出错 , 变 成 r=b@e,= 
0011111,0] r * M:x: = (be; )Mi =011, È Æ Mi 的 第 3 
行 , 且 011 恰 是 第 3 行 的 行 号 “3” 的 二 进 制 数 ,因此 将 r 的 第 3 个 
码 元 改正 后 即 得 正确 的 码 字 0001111, 取 出 其 第 3,5,6,7 位 上 的 
码 元 即 可 恢复 原来 的 信息 字 是 0111. 
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环 是 有 两 个 二 元 运算 的 代数 结构 ,由 于 附加 条 件 不 同 ,可 有 各 
种 环 , 如 交换 环 、 有 单元 的 环 、 整 环 、 除 环 、 域 等 等 . 环 的 内 容 较 之 群 
论 更 为 丰富 ,关系 更 为 复杂 ,但 在 研究 方法 及 所 得 结果 方面 却 常 与 
群 论 平 行 ,因此 群 论 可 作为 研究 环 及 其 他 结构 的 借鉴 . 


15.1 定义 、 例 子 及 简单 性 质 


定义 15.1.1 具有 两 个 二 元 运算 “十 ”与 *$。 ”的 集 R 所 构成 
的 代数 结构 (R; 十 ,，) 若 满足 以 下 三 个 条 件 , 则 称 为 环 (ring): 

(1)《R; 十 ) 是 交换 群 (或 加 群 ); 

(2)《R;。) 是 半 群 2( 或 乘法 半 群 ) 

(3) 在 (R; 十 ,*，) 中 ( 左 、 右 ) 分 配 律 成 立 , 即 Ya,b,c€ER， 

a* (b+c)=a ° bia*c,(bi+e) * a=b * a+c ° a. 

例 15.1.2 (1) 整数 集 Z, 有 理 数 集 Q, 实 数 集 R, 复 数 集 C, 
实数 集 的 子 集 QV2) = {a+b la, bE QLR Gauss 整数 集 ZG) = 
tm 二 nij m, n € Z} 关 于 数 的 加 法 “十 ”与 乘法 “。” 各 构成 环 
(Zi 十 ,。), (Qis e D (RH e) C H, e OOs, e) 
以 及 (Z(i); 十 ,。). 

(2) 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 实 值 连续 函数 集 厂 关于 函数 的 加 法 


D ”有些 作 者 亦 有 要 求 (Ri。) 是 一 个 单元 半 群 的 ,为 了 使 环 的 外 延 尽 可 能 宽 一 些 
并 使 其 划分 更 细 一 些 ,这 里 采用 的 是 Van der Waerden 所 著 的 Algebra 及 N. Jacobson 
所 著 的 Lectures In Abstract Algebra 上 的 定义 . 
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与 乘法 : 

(f+ Hga) = f(z)+ g(z).(f + g)(z) = f(r)g(r). 
构成 实 值 连续 函数 环 人 :十 ,，)》. 

G) 二 元 集 B: 一 10,1} 关 于 对 位 布尔 和 个 及 布尔 积 。 构 成 
( 见 表 15. 1) 布 尔 环 (B: ;@, ° >. 


(4) 偶数 集 正 一 {2z|zEZ} 关 于 数 的 加 法 和 乘法 构成 环 , 称 为 
偶数 环 . 
(S) 设 n 是 一 个 自然 数 ,Z, 是 模 n 同 余 类 集 ( 例 14. 2. 7)Z, = 
(G Cl in 1). 其 中 C= (m+k|t€ Z,0=<k<n) , 同 余 类 的 加 
法 “十 ”和 乘法 “。 ”分 别 是 
C, +C; = Cs; +G, * C; = Cij, 
则 可 证 (Z, ;十 ,* ) 是 环 , 称 为 模 n 的 同 余 类 环 . 
定理 15.1.3 在 环 (R; 十 ,* ) 中 以 下 各 计算 法 则 成 立 : 对 于 
Vabas ,an bi b, ER, Æ 
(1) —(a+b)=(—a)+ (—b), 
(2) 设 m,nEZ, 则 
n(a + b)= na + nb, 
(m + n)a= ma + na , 
(mn)a= m(na). 
(3) (a Hartt tan) * (bi db; + +b) =a * b, 
+a *b + +a b, + as * bi + as * b, +e 
Ha: ° b, + = +a, * bi +a,, * b + *** Han * brs 
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或 (Ža). (2i )= De . b;. 

(4) u + 0=0 ¢ a=0. 

(5) (~a) * b= —a * b=a » (—b). 

(6) (—a) * (—b)=a ° b. 

由 定理 15. 1. 3(4) 可 知 , 环 中 的 两 个 元 a 与 5 若 有 一 个 是 零 
元 素 , 则 其 乘积 < + b 也 是 零 元 素 , 但 在 环 里 由 a* b= 0 却 未 必 能 
推出 a=0 或 p=0, 这 由 例 15.1.2 中 就 可 看 出 :在 闭 区 间 [0,1] 上 
的 实 值 连续 函数 环 (T; 十 ,。) 中 ,定义 函数 


， sz 让 
fæ) = 
i (#<=<1); 
-z+ 去 (0<2<4), 
g(z)= 
0 (+ <=<1) 


则 f#0 H g 关 0, 但 f，g=0. 

类 似 地 , ER n 同 余 类 环 Z, 中 ,车 nn 不 是 素数 , 设 
n=ab, N] n+a,n+b. 所 以 C, ZC, R CGAC, ,但 

C, * C=C =C, =G. 

EX 15.1.4 ERR Ħa, bER, H aZ0,b5Z0,ÍH a * b= 
0, 则 称 a 是 该 环 的 左 零 因 子 (left zero divisor) ,b 是 该 环 的 右 零 因 
子 (right zero divisor). 

一 个 环 有 无 零 因 子 与 消去 律 是 否 成 立 有 密切 的 关系 . 

定理 15.1.5 在 一 个 没有 零 因子 的 环 ( 称 为 整 环 ) ,( 见 定义 
15. 1. 6(3)) 中 左 、 右 消去 律 都 成 立 , 即 

左 消去 律 :a 关 0,a ，b=a，c 过 b==c; 

右 消去 律 :a 了 0,b，a=c + a=b=- c. 
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反之 ,在 一 个 环 里 若 有 一 个 消去 律 成 立 , 则 这 个 环 没 有 零 因 
子 , 因 而 另 一 个 消去 律 也 自动 成 立 . 

下 面 对 环 进行 初步 的 分 类 . 

定义 15.1.6 (1) 若 环 (R; 十 ,。) 的 乘法 半 群 是 可 交换 的 ， 
则 称 它 为 交换 环 (commutative ring). 

(2) 车 环 (R; 十 ,，) 的 乘法 半 群 是 单元 半 群 , 则 称 它 为 有 单元 
的 环 (ring with unity element) ,并 称 它 的 乘法 单元 为 环 的 单元 . 

G) 若 环 (R; +, REZAT, MEA SE SK (integral 
domain). 

(4) 车 环 (R; 十 ,，) 至 少 有 两 个 以 上 的 元 素 , 而 且 它 的 非 零 元 
素 的 集合 R' 构成 乘法 半 群 的 一 个 子 群 (R* ; + ), 则 称 它 为 除 环 
(division ring). 

(5) 可 交换 除 环 称 为 域 (field). 

例 15.1.7 (1) 例 15.1.2 中 的 6 个 数 环 4Z; 十 ，，)， 
(Q+, CR; +, e (C; +. * ), OOZ); +. - ) Ë E 
《Z(i); 十 ,。》 都 是 有 单元 ( 数 1) .无 零 因 子 的 交换 环 . 因而 也 是 整 
环 , 其 中 (Qi 十 ,。),(Ri 十 ,。，),(C; 十 ,。),(Q(CV2); 十 ,。) 是 
域 , 因 为 它们 的 非 零 元 素 的 集 分 别 构成 其 乘法 半 群 的 子 群 . 

(2) 环 (B,; 十 ,，)( 见 例 15. 1. 2) 构 成 一 个 域 . 

(3) 偶数 环 ( 忆 ;十 ,。)( 见 例 15. 1. 2) 是 一 个 无 零 因子 的 交换 
环 , 所 以 是 一 个 整 环 , 但 它 没有 单元 . 

C4) [0,1] 上 的 实 值 连续 函数 环 (T; 十 ,。)》( 见 例 15. 1. 2) 是 
有 单元 1( 恒 等 于 1 的 函数 ) 的 交换 环 , 因 它 有 零 因 子 , 故 不 是 
整 环 . 

(5) R n ARAZ H, ) 是 有 单元 C, 的 交换 环 . 当 n 为 


O 有 些 作 者 将 整 环 定义 为 有 单元 ,无 零 因子 的 交换 环 . 另 一 些 则 将 它 定义 为 无 堆 
因子 的 交换 环 . 
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合 数 时 , 它 有 零 因 子 , 所 以 不 是 整 环 :但 当 为 素数 户 时 ,可 以 证 
明 它 的 每 个 非 零 元 素 都 有 逆 元 素 , 因 而 其 非 零 元 素 的 集 构 成 它 的 
乘法 半 群 的 子 群 ,所 以 此 时 (2Z, ;十 ,，) 是 一 个 域 . 

定理 15.1.8 在 交换 环 (R; 十 ,，) 中 ,二 项 式 定理 成 立 , 即 若 
Va,bER,nEN, 则 

Ca +b) =a" + Gaby Ga"? b o + b", 
n x 

= s (= Ha DU 

ZE 15.1.9 (1) 在 一 个 除 环 4R; 十 ，。 中 , 设 a,b€ R, W 
方程 a， z=b K y * a=b 各 有 了 唯一 解 : 

X=a !*b 及 y=b*a-!. 

(2) 在 域 (下 ;十 ,，) 中 ,方程 a* z=bK z "a=b (a,b€ F) 

的 唯一 解 都 是 z=a-!。b. 


15.2 特殊 环 


上 节 所 述 环 都 是 由 数 集 和 函数 集 构成 的 ,它们 都 是 交换 环 ,本 
节 将 介绍 两 个 重要 的 非 交 换 环 . 

15.2.1 n 阶 全 方 阵 环 

设 尺 是 环 ,用 尺 中 的 元 素 可 构成 一 个 nXn 和 矩阵 (或 n 阶 方 
阵 ) : 


QI i: Qin 
(as) i Qz az ° Azm ， 
Am as v Am 
所 有 n 阶 方 阵 的 集合 : 


R,={(as)la; ER}. 
规定 两 个 方 阵 相等 当 且 仅 当 它们 对 应 位 置 上 的 元 素 相 等 . 
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定理 15.2.1 环 R 上 的 所 有 n 阶 方 阵 构成 的 集 R, 关 于 甜 阵 
的 加 法 和 乘法 构成 环 (R,; 十,* ), 称 它 为 R 上 的 n 阶 全 方 阵 环 


(total matric ring). 


定理 15.2.2 若 环 RR 有 单元 1, 则 n 阶 全 方 阵 环 (R,; 十 ,*》 
1 0 
也 有 单元 ( 它 就 是 n 阶 单位 方 阵 [| ). 


定理 15.2.3 设 环 R # Jp tü — ES JG a 3 HZ AS E R 
的 零 因 子 , 则 V ”人 三 2, 全 方 阵 环 4R,: 十 ,，) 都 不 是 交换 环 , 且 都 有 


零 因 子 . 
例 15.2.4 如 定理 15. 2. 3 ,在 R, 中 取 两 个 方 阵 
a 0 ... 0 a `... 0 
Pe 0 0 0 - g 0 0 of 
0 0 ... 0 0 0 ... 0 
作 乘 积 得 
a? 0 
0 0 0 0 
A. B= w*e....... ? B.A= ETETETT] =0 
0 0 … 0 0 0 … 0 


所 以 A ° B2B ° A. 
H B+ A=0,#81 BHA 都 是 R, 的 零 因 子 . 


15.2.2 四 元 数 除 环 


设 复数 对 的 集 H= (a, p) |a, BE C)}, 在 其 中 定义 两 复数 对 
(wp ,cz 及 ) 相 等. 相 加 、 相 乘 如 下 : Ç 
(a ,B.)= (ak) Sa = a, B ñ. = >; 
Cah) + (a, ,B,)= (e, +a, sh + Ñ); 
. 284 。 


Carpi) ° (a, 及) 一 (aas — B, B, a, B, + B, as), 
其 中 B. .z, 分别 是 B ,az 的 共 斩 数 . 
定理 15.2.5 (H;+, °) E h H E £ Sk 5 #E , E: E 2 f £: 
环 , 它 的 每 一 个 非 零 元 (ac,8) 天 (0,0) 的 逆 元 是 


u ¿Sis (Eh tE.) 
该 环 称 作 四 元 数 除 环 (division ring of quaternions) , 它 的 元 
称 作 四 元 数 (quaternion). 
它 不 是 交换 环 , 因 为 
(i,0) - (0,1) Z (0,1) 。(i,0). 
例 15.2.6 四 元 数 的 另 一 种 表示 法 ”通过 直接 验证 , 任 一 四 
元 数 (a, 忆 二 (a 十 bi,c 十 di) (a,b,c,dER), 都 可 写成 
(a,0) + (1,0) + (b,0) + G,0) + (Cc,0) ° (0,1) + (d,0) + (0,i) 
的 形式 ,由 “ 同 构 ” 的 观点 ,可 直接 将 (a,0),(5,0),(c,0),(d,0) 取 
作 a,b,cyd, 记 (1,0)==1,(i,0) 二 i,(0,1)==j, (0,i) =k, xF #& n 
将 四 元 数 (a 十 bi,c 十 di) 表 示 成 以 下 常用 形式 ;: 
a + bi + cj + dk. 
在 ij,k 间 有 以 下 关系 ， 
Ë = j =k =], 
ij =—ji = k,jk =— kj = iski =— ik =j. 


15.3 F5 Hò 


定义 15.3.1 H/R; +, `) ÆR, S E. R 的 子 集 , 如果 
《Si 十 ,。) 是 环 , 则 称 (S; 十 ,，) 为 (R; 十 ,。，) 的 子 环 (subring) , 
简称 S ERR 的 子 环 . 
类 似 地 可 以 定义 子 除 环 (division subring) 、 子 整 环 (integral 
subdomain) 、 子 域 (sub field) 的 概念 . 
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例 15.3.2 (1) R 本 身 也 是 环 R 的 子 环 . 由 零 元 素 构成 的 单 
元 素 集 {0} 也 是 R 的 子 环 . 这 两 个 子 环 称 为 R 的 平凡 子 环 . 

(2) 在 整数 整 环 (Z; 十 ,。) 中 ,偶数 环 (E; 十 ,，》 是 它 的 子 
整 环 . 

(3) 在 复数 域 (C; 十 , 。 ) 中 ,实数 域 R、 有 理 数 域 Q 都 是 C 的 
子 域 (当然 也 是 它 的 子 除 环 ). 

定理 15.3.3 (1) 环 ( 整 环 )R 的 非 空 子 集 S 构成 子 环 ( 子 整 
环 ) 的 充 要 条 件 是 : 

Ya, bES=a— b,a: b€ S. 

(2) 除 环 ( 域 )R 的 子 集 S 构成 子 除 环 ( 子 域 ) 的 充 要 条 件 是 : 

1) S 至 少 包含 一 个 非 零 元 ; 

2) a,b€ S=a—bE S; 

a,b€ S,bZ#0=a * b ES. 

定理 15.3.4 设 Si,S:,…,S, 都 是 环 民 的 子 环 , 则 它们 的 交 
集 S=S 站 S$; 门 … 门 $, 也 是 R 的 子 环 . 

定理 15.3.5 设 C 是 由 环 R 中 一 切 可 以 与 R 的 每 个 元 交换 
的 元 素 c 所 组 成 的 集 : 

C=(c|c€R,Vr€ RJcer=rec), 

BU C E R 的 一 个 子 环 . 称 为 环 尺 的 中 心 (center). 

由 于 每 个 环 都 含有 零 元 素 0, 而 0，r=r。0= 二 0, 所 以 每 个 环 
都 有 中 心 . 

特别 地 , 若 尺 是 有 单元 1 的 环 ,显然 1€ C; # R 是 交换 环 , 则 
它 的 中 心 C=R. 


15.4 理想 与 商 环 
定义 15.4.1 设 I 是 环 R 的 一 个 非 空子 集 ,如 果 它 能 满足 以 


下 两 个 条 件 , 则 称 它 为 环 R 的 理想 (ideal) : 
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(1) a.b€ I>a— bE], 

(2) a€ I,r€ R=rasar€ I. 

与 定理 15. 3. 3 对 比 可 见 :R 的 一 个 理想 必 是 它 的 一 个 子 环 ， 
但 R 的 子 环 未 必 是 它 的 理想 , 因为 理想 所 满足 的 条 件 要 比 子 环 
稍 强 . 

例 15.4.2 (1) 在 任 一 环 尺 中 ,10} 及 尺 本 身 都 是 尺 的 平凡 
理想 , 前 者 称 为 零 理想 (zero ideal). 后 者 称 为 单位 理想 (unit 
ideal). 


(D 在 整数 环 乙 中 , 任 取 一 整数 (TZ) , 则 它 的 一 切 售 数 所 


成 的 集 I= {rnlrEZ}) 构 成 它 的 理想 . 

(3) IK R Fñj—J GD ER[zr]= la +a zr+a,zr + + 
ant" |aiER} 关 于 多 项 式 的 加 法 与 乘法 构成 一 个 环 , 称 为 环 R 上 
的 多 项 式 环 ,在 这 个 环 里 ,所 有 常数 项 为 0 的 多 项 式 集 I= (biz 十 
baz + +b,z" |b, ER,m 宇 1} 构 成 R[xj 的 一 个 理想 . 

(4) 除 环 (或 域 )R 只 能 有 零 理 想 和 单位 理想 ,不 可 能 有 其 他 
理想 . 这 是 因为 它们 的 任 一 非 零 理想 了 的 任 一 非 零 元 案 a 都 是 可 
逆 的 ,因而 a e a 二 1€ 了, 故 R 的 每 个 元 素 5==b，1€ 7 了 ,因此 I= 
R 是 单位 理想 . 

定理 15.4.3 设 {1,)。e4 是 环 R 中 的 理想 族 , 则 I= 门 {1, 1a€ A) 
仍 是 R 中 的 理想 . 

设 XCR 是 环 尺 中 的 子 集 , 由 定理 15.4.3 知 J (X) = 
(IIIT 是 R 中 的 理想 且 XCIT; 仍 是 一 个 理想 , 它 是 R 中 包含 集合 
X 的 最 小 理想 . R X= {a (集合 X 仅 由 单个 元 素 a 构成 ) 时 ， 
称 本 是 由 a 生成 的 主 理想 (principal ideal) ,用 J = (a) S ç. 

下 面 介 绍 利用 环 的 理想 作出 与 原 环 有 密切 关系 的 新 环 ; 设 1 
是 环 (R; 十 ,。) 的 一 个 理想 , 则 (I; 十) 是 加 群 (R; 十 ) 的 一 个 正规 
子 群 ,根据 群 的 分 解 理论 (14. 10. 1 节 )R 被 7 分解 成 若干 个 陪 集 
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的 族 : 
z = R/1 = {r+1|z€ R}, 
其 中 每 个 陪 集 z 十 [由 一 切 形 如 z 十 x(xE 了 的 元 构成 : 
ZX 二 1= {r+u]ļ|u€ l}. 
在 陪 集 族 R/T 中 ,规定 加 法 “十 ”和 乘法 “。” 如 下 : 
(a+ ]) +(ó+ D = (a +b) + 1; 
(a+ D) - (ó+ D = (a +b) + I. 
则 有 以 下 定理 . 
定理 15.4.4 设 R 是 环 ,I 是 它 的 一 个 理想 ,R/1 是 1 的 陪 集 
的 族 , 它 关于 陪 集 的 加 法 和 乘法 构成 环 (R/T; 十 ,。 ) BOE N R X: 
于 理想 工 的 商 环 (quotient ring) RIE (difference ring) 或 同 余 类 
环 (residue class ring). 
定理 15.4.5 (1) BR EXKI, I 是 它 的 一 个 理想 , 则 商 环 
R/T 也 是 交换 环 . 
(2) 设 R 是 有 单元 的 环 , 了 是 它 的 理想 , 则 商 环 R/T 也 有 单 
元 ,就 是 尺 的 单元 1 所 在 的 陪 集 1 十 工 
现在 利用 以 上 理论 来 前 明 整 数 环 Z 与 模 n RAR Z, Cl 
15. 1. 2) 之 间 的 关系 . 其 实 Z, 就 是 乙 关 于 理想 I= (n) = {tn tE Z) 
的 商 环 Z/(z), 它 的 两 个 陪 集 ( 模 ” 同 余 类 )C. 与 Cs, 相 等 的 充 要 条 
fF: a==b(modn). 
由 例 15. 1. 7 WE n RXR Z, 当 n 是 素数 时 是 域 ; 当 n 是 
合 数 时 有 零 因子 ,但 此 时 Z, 仍 可 能 有 可 逆 元 (例如 Ci), 则 称 它 为 
单位 ?Cunit) ,可 以 证 明 Z, 的 -- 个 同 余 类 C, 是 一 个 单位 当 且 仅 当 
(a,n) 二 1( 即 a,n 互 素 ). 因 而 在 Z,=={C, ,Ci ,C,…,C, 1}) 中 单位 
的 个 数 是 小 于 等 于 n B 5 n 互 素 的 正 整数 的 个 数 , 即 n 的 Euler 


D 注意 "单位 "与 “单元 "的 区 别 ,前 者 指 存在 逆 元 o-1 的 元 素 ,a:a-1,a=u a= 
e 因 而 单元 必定 是 单位 ,但 单位 却 未 必 是 单元 . 
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函数 值 pin). 
定理 15.4.6 ARX Z, 的 所 有 单位 构成 的 集 G. = 


{C, (am) 王 1} 关 于 同 余 类 乘法 构成 一 个 群 (G.;，), 它 的 阶 为 on). 
定理 15.4.7 Euler-Fermat 定理 ” 设 整 数 a JEPY n H. 
素 , 则 
a”™" =1(modn). 
当 n 是 素数 p 时 ,gp(p)==p 一 1, 进 而 又 有 下 面 定理 . 
定理 15.4.8 若 p 是 碌 数 ,a 关 0(modp), 则 
an '=](modp). 
此 定理 还 可 作 如 下 的 推广 . 
定理 15.4.9 设 尹 是 素数 , 则 YaEZ 都 有 
a*==a(modp). 
例 15.4.10 (1) 就 n=3 及 n=4 两 种 情况 考察 Z, 的 单位 所 
构成 的 乘 群 :Z; 及 Z, 的 乘法 表 如 表 15. 2. 


表 15.2 


由 表 15.2 可 见 , 在 Z Ë C, ;CG 都 是 单位 ,而 且 fe CG, :C= 
Cz. 所 以 G,= C, C}, EHR = e(3)=2. Z, ñ Ci 与 C, 是 单位 ,其 
余 二 元 素 都 不 是 单位 ,所 以 G 二 {Ci ,Cs), 它 的 阶 二 p(4) =. 
(2) Æ n=4 的 情况 下 验证 Euler-Fermat 定理 : 现 取 a 二 5, 则 
4 与 5 是 互 素 的 ,由 于 p) = 2,5% =5? =25= ] (mod4), 显 然 
成 立 . 
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15.5 环 的 同 态 、 同 构 与 反 同 构 


本 节 介 绍 某 些 特殊 环 (主要 是 非 交 换 环 ) 的 反 同 构 概念 . 

定义 15.5.1 设 p 是 环 (R; 十 ,。) 到 环 (R'; 十 ",。 上 的 一 
个 映射 ,如 果 满 足以 下 条 件 , 则 称 p 为 环 尺 到 环 尺 "的 同 态 映射 
(homomorphism mapping). 

(1) g(at+b)= @(a)+ @(b); 

(2) pla + b)= g(a) * '@(b). 

此 时 , 称 环 (R; 十 ,，) 与 (R'; 十 “,，“) 同 恋 (homomorphism)， 
并 用 R~R' 表 示 . 

类 似 地 ,可 给 出 环 的 同 构 、 自 同 构 等 概念 ， 

定义 15.5.2 如 果 环 (R; 十 ,，) 到 环 (R'; 十 ',，’) 上 的 一 个 
双 射 p 满足 以 下 条 件 , 则 称 ç 为 环 R 到 R 的 反 同 构 Canti- 
isomorphism) ; 

(1) g@(a+b)=@(a)+ @(b), 

(2) pla * b)=@(b) * “@(a). 

例 15.5.3 (1) 在 整数 环 4Z;: 十 ,。) 与 模 n ERAR 
(Zait, < O EMERSI. 

@: aC, (YaEZ)， 

则 8 是 Z 到 世 的 一 个 同 态 满 射 .因而 ~z. 

(2) 在 复数 域 C= 二 {a 十 bila,5ER}) 与 R 上 的 方 阵 环 M, = 


E i a bE R | 间作 映射 


b 
p: a+bim[ ë 上 
b 


则 9? 是 C 到 M: 的 同 构 映 射 , 因 而 
C=M.. 
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(3) 在 复数 域 C 里 ,映射 
ọọ: a=a+bia=a—bi 
是 C 中 的 一 个 自 同 构 . 
(4) 在 四 元 数 除 环 及 = {a 十 bi 十 dj 十 dkla,b,c,dE R) ( Bl E 
理 15.2.5 及 例 15.2.6) 与 实数 域 上 的 四 阶 方 阵 环 M. = 
a b c a 


—$ —d 

a,b,c,d € Rr 间作 映射 
—ç d a 一 
—d —c a 


: a+bi+cj+-dk-=>| ; 
人 —c d a 一 


=d =t b a 
M ç J H 与 M: 间 的 一 个 同 构 ( 即 四 元 数 的 矩阵 表示 法 ). 
(5) 设 a=a+bi+cj+-dk€ 万 , 称 e=a—bi—cj—dk 为 a 的 共 
HGE 日 内 作 映 射 : 
p:a a, 
则 可 直接 验证 
pla +p) = =a 
es er s n 
所 以 p 是 日 自身 的 反 同 构 . 
(6) 设 R 是 交换 环 , 在 它 上 面 的 n 阶 全 方 阵 环 R, — la) |a, € 
民 ,i,j 二 1,2,…,n} 中 作 映 射 p 使 (a; ) 与 它 的 转 置 方 阵 (a;)" 相 
对 应 : 


+B = pla) +A), 
a = (f) » pla), 


P: Cay Cay) T 
则 因 [Ca ) 十 (一 ) 开 一 (ay)T7 十 (站 )T， 
[(aç) ° (8) = p)" + Ga)", 
及 gp 是 R, 到 自身 的 双 射 可 知 ,p 是 RR, 中 的 反 自 同 构 . 
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下 面 介绍 同 态 . 同 构 的 作用 和 性 质 : 

定理 15.5.4 (1) 设 9 是 环 R 到 环 尺 "的 同 态 , 儿 是 环 尺 "到 环 
及 的 同 态 , 则 它们 的 积 % .9 是 环 尺 到 尺 " 的 同 态 . 

(2) 设 p ERR ARR, U 2 的 逆 映 射 P 一 是 尺 到 尺 的 
同 构 . 

定理 15.5.5 设 R 是 环 ,R' 是 有 两 个 代数 运算 十 ',。 的 集 ， 
如 果 存 在 R 到 R' 的 满 射 ,使 得 尺 与 R' 同 态 , 则 REER. 

简 言 之 , 环 的 同 态 像 也 是 环 . 

定理 15. 5.6 设 环 (R; 十 ,，) 一 (R'; 十 “,。), 则 

(1) R 中 零 元 素 的 像 是 尺 的 零 元 素 ; 

(2) R 中 元 素 a 的 负 元 的 像 是 a 的 像 的 负 元 ; 

G) 若 尺 是 交换 环 , 则 R' 也 是 交换 环 ; 

(4) 如 果 R S JG 1, 则 R' 有 单元 1 ,而 且 1 是 1 的 像 . 

注意 :两 个 同 态 的 环 有 无 零 因子 是 互 不 相干 的 ,换言之 :R 无 
零 因子 并 不 能 保证 它 的 同 态 像 尺 无 零 因子 ,反之 亦 然 . 

定理 15.5.7 在 环 R 到 环 尺 "的 同 态 满 射 之 下 ， 

(1) R 的 子 环 S 的 像 S 是 尺 " 的 子 环 ; 

(2) R 的 理想 了 的 像 1 是 R’ 的 理想 ; 

G) 尺 ' 的 子 环 S 69340 S 是 R 的 子 环 ; 

(4) R' 的 理想 1 的 逆 像 I 是 R 的 理想 . 

换言之 , 子 环 及 理想 经 过 同 态 映射 后 是 不 变 的 . 

如 果 把 同 态 换 成 同 构 , 这 种 不 变性 还 有 更 重要 的 意义 . 

定理 15.5.8 设 环 RSR, 

(1) 若 尺 是 整 环 , 则 R' 也 是 整 环 ， 

(2) 若 尺 是 除 环 , 则 R' 也 是 除 环 ; 

G) 若 尺 是 域 , 则 REER. 

与 群 类 似 , 环 R 到 RR 的 同 态 满 射 的 核 kero 仍 是 R' 的 零 元 
CE p 之 下 的 所 有 逆 像 构成 的 R 的 子 集 : 
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kerg= (r|r€ R,eg(r)=0'). 
定理 15.5.9 ” 环 的 同 态 基本 定理 (fundamental theorem of 
homomorphism) 设 R 是 环 ,I 是 它 的 理想 , 则 R 必 与 商 环 R/I 
FHA: 
R—R/l; 
反之 , 若 尺 及 尺 ' 是 两 个 环 ,而且 R~R , 则 此 同 态 满 射 ç 的 核 
kero Æ R 的 理想 ,而且 
R/kerg=R.. 
该 定理 表明 :每 个 环 必定 与 它 的 商 环 且 仅 能 与 它 的 商 环 同 态 ， 
因为 它 的 任何 同 态 像 都 与 它 的 商 环 同 构 . 
例 15.5.10 设 ” 是 整数 环 Z 的 一 个 非 零 整数 (元 素 ), 则 n 
的 一 切 整 倍数 构成 一 个 由 n E RERE) = (ml: € Z). fE Ë 
环 R/(n) 得 到 模 n 同 余 类 环 Z,={Co Ci C23 tt Cna) , X BJ Z JJ 
Z, 的 映射 
g@:m Cn 
显然 是 同 态 满 射 , 故 Z 一 Z,. 这 就 验证 了 同 态 定理 的 第 一 部 分 . 
验证 第 二 部 分 : 设 R~R', 若 此 时 的 同 态 满 射 是 p, 则 可 证 I= 
kery ÆR 的 一 个 理想 . 作 商 环 R/T 二 (a 十 1,5 十 1,…), 这 里 的 a， 
2 …ER,a 十 Tb 十 T, 表示 元 素 a,p,… 所 在 的 陪 集 , 今 在 R/T 与 
及 "间作 映射 
y%:r 十 IJr=r' 一 p(r) (rER), 
则 可 证 是 R/T 到 R 的 同 构 映 射 
R/I SRE 


15.6 环 的 特征 
初等 代数 中 绝 大 部 分 数 的 运算 法 则 在 一 般 环 中 都 适用 ,但 在 


某 些 环 中 有 些 法 则 未 必 适 用 ,如 乘法 交换 律 以 及 由 它 派生 的 一 些 
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法 则 在 非 交 换 环 中 未 必 适 用 ,消去 律 在 有 零 因子 的 环 中 也 不 适用 . 
从 下 面 的 例子 还 可 看 到 ,即使 在 具有 最 强 条 件 的 域 中 , 非 零 元 素 的 
整 倍 数 必 不 为 零 元 素 这 个 法 则 也 未 必 成 立 . 
例 15.6.1 设 户 是 素数 , 则 同 余 类 环 Z, 是 一 个 域 ( 例 
15.1.7). 任 取 CiEZ,, 作 它 的 户 倍 元 素 : 
pC: = CG, + C; +e + C, = Careri = C, = C, 
EEA Dr 


这 个 式 子 表明 Z, 的 任意 元 素 ( 无 论 是 零 元 素 或 非 零 元 索 ) 的 户 倍 
必定 为 零 元 素 . 

产生 以 上 现象 的 原因 是 与 环 (R; 十 ,，) 中 加 群 (R; 十) 元 素 
的 阶 ( 定 义 14. 7.9) 有 关 :R 中 的 元 素 a 在 加 群 中 的 阶 若是 无 
限 大 , 则 不 管 m 是 怎样 的 非 零 整数 ,总 有 ra 天 0; 若 a 的 阶 是 一 个 
有 限 整数 r, 则 ra=0. 换言之 ,对 于 环 R 的 非 零 元 素 a 来 说 ,其 倍 
元 能 否 为 零 元 素 完全 由 a 在 加 群 中 的 阶 是 无 限 或 有 限 而 决定 . 此 
种 情况 相当 复杂 ,在 某 些 环 里 可 能 某 些 非 零 元 素 的 阶 是 无 限 的 ,而 
另 一 些 却 是 有 限 的 . 为 了 得 到 较 好 结果 ,今后 仅 讨 论 无 零 因子 
的 环 . 

定理 15. 6.2 在 无 零 因子 的 环 尺 中 ,所 有 非 零 元 素 在 加 群 中 
的 阶 都 是 相同 的 ,它们 或 者 是 无 限 大 ,或 者 同 是 一 个 有 限 整数 

EX 15.6.3 无 零 因子 环 R 的 非 零 元 素 在 其 加 群 中 的 阶 称 
HIR R 的 特征 (characteristic of ring). 

定理 15. 6.4 如果 无 零 因子 环 R 的 特征 是 有 限 整数 n, 则 n 
是 一 个 素数 . 

定理 15.6.5 (1) 无 零 因子 环 R 的 特征 若是 无 限 大 , 则 对 于 
Va€ R,aZ0 VA 

V m(= 0) € Z,ma = 0. 

(2) 无 零 因子 环 R 的 特征 若是 素数 如 , 则 (1) 的 结论 不 成 立 ， 

但 有 以 下 公式 : 
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(a +b)’ = a° +b. 
例 15.6.6 (1) 例 15.1.2 的 各 个 数 环 与 数 域 都 是 无 零 因子 
环 ,它们 的 特征 都 是 无 限 大 . 
(2) 布尔 环 (B,; 十 ,。)( 例 15. 1.2) 是 一 个 域 , 它 的 特征 是 2. 
G) 以 素数 p 为 模 的 同 余 类 环 Z, 是 一 个 域 ( 例 15. 1.7), 它 的 
特征 是 p. 


15.7 利用 最 大 理想 造 域 


定义 15.7.1 环 RR 的 非 零 理想 1, 若 除 R 及 它 自身 外 ,不 被 
其 他 理想 包含 , 则 称 1 为 最 大 理想 (maximal ideal). 

定理 15.7.2 设 R 是 有 单元 的 交换 环 . 若是 R 的 最 大 理 
想 , 则 商 环 R/I 是 一 个 域 ;反之 ,车 商 环 R/T 是 一 个 域 , 则 了 必 是 
R 的 最 大 理想 . 

例 15.7.3 在 整数 环 Z 中 ,由 一 个 素数 生成 的 主 理想 了 = 
(Pp) 是 一 个 最 大 理想 . 作 商 环 R/T, 由 例 15. 1.7 知 它 就 是 模 p 同 余 
K Z IA p 为 素数 ,所 以 它 是 一 个 域 . 

为 了 说 明 条 件 是 必要 的 , 设 n 是 合 数 n=i*j(1 二 i,j 二 n), 则 
n 及 i 生成 的 主 理想 分 别 是 (n)=={tn|tEZ}) 及 (i)=1{1'i|1'€2)， 
将 二 者 进行 比较 即 知 ,(m)C(i), 故 (nn) 不 是 最 大 理想 ,此 时 R/(n)= 
一 {CoC ,… Ca BRAE RAF C, 及 Cj, 所 以 R/(n) £ 
是 域 . 


15.8 IRA 


从 本 节 起 将 讨论 环 及 域 的 扩张 问题 . 因为 在 一 个 固定 的 环 中 

有 时常 缺乏 解决 某 类 问题 所 必需 的 性 质 ,例如 在 整数 环 中 就 不 能 

保证 整 系数 方程 ax=6b(a 隆 0) 有 解 . 由 于 人 们 创造 了 有 理 数 域 才 
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解决 了 这 个 问题 .类 似 地 ,求解 有 理 系数 方程 xz? 二 2,x 十 1 二 0 等 
都 需要 将 环 与 域 加 以 扩张 ,在 进行 扩张 时 ,主要 使 用 嵌入 和 添加 两 
种 方法 ,介绍 如 下 . 
定义 15. 8.1 设 S 是 环 , 如 果 它 与 环 R 的 一 个 子 环 同 构 , 则 
FR S HRA CGmbedding) R 中 , 称 环 尺 为 S 的 一 个 扩张 (extension). 
定理 15. 8.2 任意 环 S 均 可 被 伐 人 于 有 单元 的 环 尺 之 中 , 因 
此 任意 环 S 均 可 扩张 成 为 有 单元 的 环 . 


15.9 分 式 域 


有 理 数 域 是 由 整数 环 扩张 而 成 的 ,本 节 将 仿效 这 种 方法 建立 
某 些 特殊 环 的 扩 域 . 

定理 15.9.1 每 一 个 非 零 交换 整 环 尺 都 可 嵌入 一 个 域 Q 
之 中 . 

HE B X S: 利用 R 的 元 a, b, c, =° fE R À = 
l; 


abER,b#0). HE A 的 元 素 间 定义 关系 “~” 如 下 : 


a a , , 
5 PEL =a +b, 


则 可 证 “一 " 是 等 价 关 系 . 该 等 价 关系 把 集 划 分 成 若干 块 | |. tE 
这 些 块 的 集 Q, = [2 ] 


“。” 为 : 
Eee] 
lèl [a] [i] 
可 证 (Q, + , ) 是 域 ,其 子 集 R =|% 
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FEA) ,并 规定 Q 的 加 法 “十 "和 乘法 


dvaER,4 关 0 | 关于 


“十 "“。?” 构 成 的 环 与 环 R EH RER CREWE R 5 R.B] E B $f 
?ra 时 就 可 证 是 一 个 同 构 映 射 ), 由 定义 15.8.1 知 此 环 尺 可 


A FRQ ZP. 
利用 RSR, 还 可 将 Q, 的 构造 简化 如 下 : 


定理 15.9.2 QQ 恰好 是 由 所 有 元 二 (a,5bER,b 隆 0) 构 成 的 . 


定义 15.9.3 车 域 Q 包 含 环 R, 而 且 Q 恰 是 由 所 有 元 (a,6 


ER, bA0 HRH. 则 域 Q 称 为 环 R 的 分 式 域 (field of fraction) 或 
商 域 (quotient field). 

在 环 R 的 分 式 域 存在 时 ,有 以 下 定理 . 

定理 15.9.4 (1) 环 尺 的 分 式 域 Q ÆR 的 最 小 扩 域 . 换 言 
之 , 环 R 的 任何 扩 域 下 均 包含 R 的 分 式 域 . 

(2) 同 构 环 的 分 式 域 必 同 构 , 因 而 环 的 分 式 域 是 唯一 的 . 

定理 15.9.5 整数 环 Z 的 分 式 域 是 有 理 数 域 Q, 它 是 由 所 有 


DAT IR , 且 是 包含 Z 的 最 小 扩 域 . 换言之 :任何 数 域 均 包含 
有 理 数 域 . 


15.10 ”多 项 式 环 


多 项 式 是 数学 中 最 常用 的 工具 ,本 节 要 建立 它 的 形式 理论 以 
阐明 其 存在 性 及 构造 . 

定义 15.10.1 设 R, 是 一 个 有 单元 1 的 交换 环 ,R 是 其 子 环 ， 
并 且 1€ R,a€ R, , 形 如 

ao 十 aa 十 … 十 aa” (a € R,n 是 非 负 整数 ). 
的 R, 的 元 素 叫 做 尺 上 a 的 多 项 式 (polynomial) ,a, 称 作 多 项 式 的 
系数 (coefficient). 
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定理 15.10.2 环 R 上 的 a 多 项 式 的 集合 
R[a]= (a dara + + a,a" |a, € R, 是非 负 整 数 } 
关于 以 下 定义 的 加 法 “十 "和 乘 *。 "法 构成 环 (R[a]j; 十 ,，): 
(an +ara +- Hana") + (b, + bia + ** + bna") 
= (ao + b.) + (a, + bi )a + e + Clam + b,,)a”" 
十 (bo HOH 十 … 十 (b 十 0)a" (m < n), 
(ao Hara + e Hana") e (b, + bia + e + b,a") 
= co 十 cla 十 … 十 cnan+tn。 


其 中 Ch = ab, +aib, 十 … -+ abo = Daw, P 


计 J 一 上 


定义 15.10.3 环 (R[Laj]; 十 ,*) 称 作 R 上 的 多 项 式 环 
(polynomial ring). 

定义 15. 10.4 R RDR, # R。 中 元 素 x 的 任何 系数 不 全 
为 零 的 多 项 式 都 不 等 于 零 : 

ay tarx +" + a.t" Æ 0, 
则 z 称 作 R 上 的 超越 元 素 (transcendental element) ,否则 称 为 代 
数 元 素 (algebraic element). 

例 15.10.5 (1) 对 于 整数 环 乙 及 有 理 数 域 Q 来 说 ,超越 数 e 
及 都 是 Z 及 Q 上 的 超越 元 素 ,因为 把 它们 代 人 任何 非 零 整 系数 
或 非 零 有 理 数 系数 多 项 式 时 都 不 为 零 ,它们 仅 在 代入 系数 全 为 零 
的 多 项 式 时 才 为 零 . 

(2) V2 不 是 整数 环 忆 .也 不 是 有 理 数 域 Q,. 更 不 是 实数 域 R 的 
超越 元 素 ,而 是 它们 上 的 代数 元 素 . 因为 它 满足 整 系数 (当然 也 是 
有 理 系 数 ) 多 项 式 x* 一 2 及 实 系数 多 项 式 z 一 V2. 

(3) JG z JE R 上 的 超越 元 素 与 尺 本 身 的 构造 密切 相 
关 : 上 面 举 出 的 e 与 r 固 然 是 整数 环 及 有 理 数 域 上 的 超越 元 素 , 但 
对 于 实数 域 却 不 是 了 ,因为 它们 分 别 满足 实 系数 多 项 式 x 一 e 及 
I 一 x。 


+ 298 。 


(4) 对 于 固定 的 环 R RURA R 上 的 超越 元 素 ,如 令 R= 
Z,Ro 是 Gauss 整数 环 R, = {a 十 bila,b€E2V), 对 于 Ya=a 二 bi 关 0 
ER ,都 有 

(ez +P) + (— 2a)a +° = 0, 
这 就 是 说 ,R。, 的 任 一 元 素 a 都 满足 一 个 非 零 整 系数 方程 , 故 R. 
不 存在 R( 二 Z) 上 的 超越 元 素 . 

如 果 不 限定 扩 环 则 有 以 下 定理 . 

定理 15. 10.6 给 定 具 有 单元 1 的 交换 环 R VA R EE 
越 元 素 z 存在 ,因而 也 存在 尺 上 的 多 项 式 环 尽 [z]. 

定义 15.10.7 按照 陆续 添加 的 方法 在 环 RR 上 作出 的 多 项 式 
环 (…(CCR[a Dla ])…[o]) 称 做 尺 上 的 ao ,oa 的 多 项 式 环 
(polynomial ring). 简 记 为 R[a ,a;，,… ,a,]. 它 包括 所 有 可 以 写成 


Danai ag ear Cani, E 及 ,但 只 有 有 限 个 wy， Z 0) 


hi 


形式 的 元 素 , 其 加 法 “十 "和 乘法 “。 "是 


( Djanm ai ar )e ( >b, j aji air ) 
1, ET 
= Sön- ai ak .` 
h”, I 
其 中 Chi, = > aimi bnn (m = 1,2,--,n) . 
itil t, 


同 前 可 以 推广 超越 元 素 的 概念 . 
定义 15. 10.8 设 工 ,zs，,…,z, 是 环 R, 的 nn 个 元 ,R 是 R, 的 
子 环 , 若 尺 上 的 z, ,x2，…,z, 的 任何 系数 不 全 为 0 的 多 项 式 都 不 
等 于 零 , 则 z ,zz ，… ,zx, 就 叫做 R 上 的 独立 超越 元 素 (independent 
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transcendental element). 


定理 15. 10.9 给 定 有 单元 1 的 交换 环 R 及 正 整 数 n 后 , 必 
定 存在 R 上 的 独立 超越 元 素 zi ,zz,…,z,, 因 而 也 就 存在 玉 上 的 
多 元 多 项 式 环 Riar stss]. 

定理 15. 10.6 及 定理 15.10.9 已 回答 了 多 项 式 环 的 存在 问 
题 , 下 面 考虑 它 的 构造 及 数量 问题 . 

定理 15. 10. 10 设 R,[z] 是 超越 元 素 > HERR, R: [a] 
是 任意 元 素 a 的 多 项 式 环 ,o 是 R, 到 R; 的 一 个 同 态 , 则 o 恰 有 一 
种 方法 扩张 成 为 R[xzj 到 Rl] EHRE oE o'r =a. 

定理 15.10.11 (1) # z K y BERR 上 的 超越 元 素 , 则 
RLz] 必 与 RLy] 同 构 . (换言之 ,一 个 环 的 单个 超越 元 素 多 项 式 环 
是 唯一 的 . ) 

(2) # a 是 环 R 上 的 代数 元 素 , 则 R[aj] 必 同 构 于 商 环 
R[xzj/1, 其 中 工 是 R 上 的 超越 元 素 , 而 1 是 同 态 映射 9:R[x] 一 
R[a] 的 核 kero. 

例 15.10.12 RER Q [V2] 的 构造 : 作 Q[ z ]= (a 十 wz 十 … 十 
anx" |a EQ, nE Z+ } 到 Q[V2j 的 映射 

9p:ao 十 az 十 … 十 az"rao 十 QV2 十 … 十 av(V2)"， 

则 可 证 QC] ~ QLV2]. 

设 f(z)Ekerp, 则 f(V2)=0 及 f( 一 V2) 二 0( 有 理 系数 多 项 
式 性 质 ), 故 = —2 是 f(z) 的 一 个 因子 ;反之 , 若 f(x) 有 一 个 因子 
Zz: 一 2, 则 f(Y2)=0, 因 而 f(z)Ekerg. 所 以 kero= ((z:—2)t(z) 
leo) € Q[z]J) = 6 # x* 一 2 生成 的 主 理想 (zx 一 2) (定理 
15. 4. 3) ,由 定理 15. 5. 9 知 存在 同 构 映 射 p, 使 

QLz]/(z: — 2) = QLV2]. 
进一步 具体 考察 Q[V2] 的 构造 及 同 构 映 射 p. 由 于 
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as +a? +a: (V2 十 十 as (V2)" 二 《ao 十 2as 十 4as +e) + 
V2(a, +2a, +4a; +) E (a+b/2|a,b€ Q). 

显然 {atbv2ia,bE Q) Q[/2], 

所 以 Q[/2]=(a+b/2l|a,b€Q). 

H F Q[r]/ z —2)=([a+bz]|a * b€ Q}, 这 里 记号 [a 十 
bx] 表示 a 十 bx 所 在 的 陪 集 , 故 存在 于 Q[zrjJ/(z* 一 2) 与 QLV2] 间 
的 同 构 映射 p 是 : 

9: [atbrj>otby2. 

可 简写 成 9: a+bzr—=a+b.v2. 


15.11 域 的 单 扩张 


域 是 一 种 特殊 的 环 ,在 环 上 作 扩 环 特别 是 作 多 项 式 环 的 方法 
启示 我 们 利用 添加 的 方法 可 做 域 的 扩张 .各 种 数 的 发 展 过 程 也 是 
一 样 ,例如 实数 域 是 在 它 的 子 域 有 理 数 域 上 添加 无 理 数 建立 起 来 
的 ,而 复数 域 则 是 在 实数 域 上 添加 = + 1=0 的 根 建立 起 来 的 . 根 
据 在 域 上 作 不同 的 “添加 ”而 得 到 各 种 域 , 本 节 将 介绍 单 扩 域 .代数 
扩 域 ,多项式 的 分 裂 域 . 有 限 域 和 可 离 扩 域 等 . 

定义 15.11.1 hÑ F bk E 的 子 域 , 则 已 称 为 下 的 扩 域 
(extension field). 

为 了 找寻 构 作 扩 域 的 起 点 ,首先 要 找 出 最 小 的 域 . 在 定理 
15. 9. 5 中 早已 看 到 有 理 数 域 是 最 小 的 数 域 ,任何 数 域 都 包含 有 理 
数 域 . 

定理 15. 11.2 H EER, # EREE, N EHSA 
理 数 域 同 构 的 子 域 ; 若 E 的 特征 是 素数 记 , 则 下 含有 与 模 p 同 余 
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类 域 Z, 一 Z/(p) 同 构 的 子 域 . 

定义 15. 11.3 若 域 下 不 包含 真子 域 , 则 称 它 为 素 域 (prime 
field). 定理 15. 11. 2 可 改 述 如 下 . 

定理 15. 11.4 设 巨 是 域 . 若 其 特征 是 ce , 则 它 包含 与 有 理 数 
域 同 构 的 素 域 ; 若 其 特征 是 素数 p, 则 它 包 含 与 Z, 同 构 的 素 域 . 

定义 15. 11.5 添加 元 素 于 域 下 所 得 的 扩 域 称 为 域 下 的 一 
个 单 扩张 (或 单 扩 域 )(simpjle extension) , 记 作 F(a). 

例 15.11.6 QQW2)={a+pv21a,pEQ) 是 在 有 理 数 域 Q 上 


添加 无 理 数 V2 所 得 的 单 扩 域 ;复数 域 C= (a +bila,b€ R, = —1) 
是 在 实数 域 R 上 添加 纯 虚数 i 的 单 扩 域 . 

每 个 域 都 可 由 它 的 素 域 出 发 ,经 过 有 限 或 无 限 的 扩张 得 到 ;此 
外 ,有 些 域 ( 如 有 限 域 ,可 离 扩 域 ) 本 身 就 是 单 扩 域 , 它 只 需 在 素 域 
上 添加 一 个 元 素 就 可 得 到 . 

与 定义 15. 10. 4 中 定义 环 R 上 的 超越 元 素 、 代 数 元 素 一 样 ， 
在 构 作 域 的 单 扩张 时 也 可 以 根据 所 添加 的 元 素 是 超越 元 素 或 代数 
元 素 而 分 成 单 超越 扩 域 (simple transcendental extension) 及 单 代 
数 扩 域 (simple algebraic extension) 两 种 ,它们 的 构造 有 明显 的 区 
别 , 可 从 以 下 两 个 定理 看 到 . 

定理 15. 11.7 若 a 是 域 F 上 的 超越 元 素 , 则 F(a) 衬 F[z]j 的 
分 式 域 . 

这 里 F[z] 是 添加 了 下 上 的 一 个 超越 元 素 z 后 构成 的 多 项 式 


环 , 它 的 分 式 域 由 有 理 分 式 人 怠 构 成 (f(x),g(z) € F[z], R. 


g(Cz) 天 0) ,其 加 法 和 乘法 按照 普通 分 式 运算 法 则 进行 ， 
定理 15.11.8 若是 域 下 上 的 一 个 代数 元 素 , 则 
F(a) = F[z]/(p(z))。 
这 里 p(x) 是 FLzj] 的 一 个 唯一 确定 的 、 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 
项 式 而 且 pa) = 0, 因而 F(a) 的 每 个 元 素 都 可 唯一 地 表 成 
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Xaa: (a, € F) HER, H n Epir) 的 次 数 . 要 把 这 样 的 两 个 


多 项 式 /(a) 和 g(a) 相 加 ,只 需 把 相应 的 系数 相 加 ; f(a) 与 gla) 
的 乘积 等 于 r(a), 其 中 r(z) 是 用 (z) 除 f(z)g(z) Ja EH 8 BJ 
余 式 . 

定义 15.11.9 在 单 代 数 扩 域 F(a) 中 ,满足 条 件 p(a)=0 的 
次 数 最 低 的 多 项 式 : 

pC) = I 二 arizx™! + +a 
称 为 元 素 a 的 在 下 上 的 极 小 多 项 式 (minimal polynomial). n 称 为 
aa 在 正 上 的 次 数 (degree). 

以 上 两 个 定理 回答 了 单 扩 域 的 构造 问题 . 下 面 再 介绍 它们 的 
存在 问题 和 数量 问题 :对 于 单 超越 扩 域 ,由 定理 15. 10. 6 及 定理 
15. 9. 1 可 知 多 项 式 环 F[z] 及 其 分 式 域 是 存在 的 且 彼 此 同 构 . 

定理 15.11.10 设 a 是 域 上 的 超越 元 素 , 将 a 添加 到 FF 上 
的 单 超越 扩 域 是 存在 的 ,而 且 下 的 任何 单 超越 扩 域 都 互相 同 构 . 

定理 15.11.11 在 同 构 的 意义 下 ,存在 且 仅 存在 域 下 的 一 个 
单 代数 扩 域 下 (a) ,其 中 a 的 极 小 多 项 式 是 由 F[z] 确 定 的 、 最 高 次 
系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ( 所 谓 不 可 约 多 项 式 是 指 不 能 再 分 解 为 
次 数 较 低 的 若干 个 真正 因子 的 乘积 的 多 项 式 . ) 

例 15.11.12 例 15.10.12 的 QLV2], 实 际 上 是 将 无 理 数 V2 
添加 到 有 理 数 域 Q 的 单 代数 扩 域 Q(V2)( 例 15. 11.6) , 这 时 v2 的 
极 小 多 项 式 是 x? 一 2, 它 在 Q 上 的 次 数 是 2; 同 理 复 数 域 C 是 在 实 
ZOR R 上 添加 纯 虚 数 i 所 得 的 单 代数 扩 域 C= R(i) ,其 最 小 多 项 
RE 十 1, 它 在 R 上 的 次 数 也 是 2. 


15. 12 任意 域 的 构造 


任何 域 都 可 以 从 素 域 出 发 经 过 有 限 或 无 限 的 单 超越 扩张 或 单 
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代数 扩张 建立 起 来 ,而 且 有 以 下 事实 : 设 巨 是 下 的 一 个 扩 域 ,并 且 
ERAF 上 的 超越 元 素 , 则 总 存在 E 的 子 域 工 ,使 得 
FC TC E, 

且 全 是 由 F 添加 F Eñ 38088JG36433]6,. m E WJ H 4 T EW 
代数 元 素 . 这 一 事实 可 从 有 理 数 域 扩 张 到 复数 域 时 ,中 间 经 过 某 些 
超越 扩 域 ,然后 再 进行 代数 扩张 而 得 到 认证 . 

这 些 事实 说 明 ,一 个 扩 域 通常 可 分 超越 的 部 分 和 代数 的 部 分 . 
我 们 现 仅 介绍 代数 扩 域 . 

定义 15. 12.1 若 域 下 的 扩 域 EE 的 每 个 元 素 都 是 下 上 的 代 
数 元 素 , 则 巨 叫做 下 的 代数 扩 域 (或 代数 扩张 ) (algebraic 
extension). j 

对 于 代数 扩 域 有 以 下 重要 结论 . 

定理 15.12.2 Rasa, n ERF 上 的 上 个 代数 元 素 , 将 
它们 陆续 添加 到 下 上 去 所 得 的 扩 域 E=(((F(a))a,)*…a,)= 
F(a ,Qs，,… ,a,) 仍 是 下 的 代数 扩 域 ,因而 EE 的 每 个 元 素 都 是 F 上 
的 代数 元 素 . 

更 为 一 般 的 有 下 面 定理 . 

定理 15.12.3 设 集 S 是 由 域 F 上 的 代数 元 素 组 成 的 ,将 S 
添加 到 域 F 上 所 得 的 扩 域 = 二 F(S) 是 下 的 代数 扩 域 ,因而 EE 的 
每 个 元 素 都 是 上 的 代数 元 素 . 

这 两 个 定理 的 证 明 都 要 用 到 有 限 扩 域 及 其 有 关 性 质 . 

定义 15.12.4 设 巨 是 域 眉 的 扩 域 , 则 对 于 五 的 加 法 和 下 X 巨 
B| E 的 乘法 ,E 构成 上 的 一 个 n 维 向 量 空间 , 称 ”为 扩 域 E 在 
F 上 的 次 数 , 记 做 (E : F), 并 称 为 域 下 的 有 限 扩 域 (finite 
extension) ;否则 E RA F HERH H CGnfinite extension). 

例 15.12.5 (1) E=QG/2)= (a+b(/2|a,b€ Q) E Q 的 次 数 
为 2 的 有 限 扩 域 , 若 将 它 看 成 Q 上 的 向 量 空间 时 , {1,v2}) 构 成 它 
的 一 个 基 , 其 维 数 为 2, 故 (E : Q)=2. 
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(2) 实数 域 R 是 有 理 数 域 Q 的 无 限 扩 域 ,因为 R 是 Q 上 的 无 
限 维 向 量 空间 . 

有 限 扩 域 的 次 数 之 间 有 以 下 关系 . 

定理 15. 12.6 设 下 ,FF ,…,F, 都 是 域 ,其 中 后 一 个 是 前 一 个 
的 有 限 扩 域 , 则 其 次 数 间 有 以 下 关系 : 

(F,: F)=(F, : F, DF, t F, ,2)%(F,:F). 

在 域 下 的 代数 扩 域 与 有 限 扩 域 间 有 以 下 结论 . 

定理 15.12.7 域 下 的 单 代数 扩 域 已 = Fa) 必 为 有 限 扩 域 ; 
WMR a 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 为 n, 则 (E: F)=n. 

定理 15.12.8 域 下 的 有 限 扩 域 必 为 F 的 代数 扩 域 . 

利用 归纳 法 及 以 上 三 定理 即 可 证 明定 理 15.12.2 K E 
理 15. 12. 3. 

注 15.12.9 (1) 请 注意 定理 15. 12. 2 与 定理 15. 12. 3 的 区 
别 ,前 者 添加 的 代数 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ;后 者 添加 的 集 S 可 以 
是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 . 

(2) 有限 扩 域 必 为 代数 扩 域 (定理 15. 12. 8), 但 上 的 代数 
扩 域 却 未 必 是 下 上 的 有 限 扩 域 ,这 由 于 在 有 理 数 域 Q 上 添加 全 体 
代数 元 素 所 构成 的 代数 扩 域 并 不 是 Q 的 有 限 扩 域 . 


15.13 代数 闭 域 与 多 项 式 的 分 裂 域 


初等 代数 中 的 代数 基本 定理 说 :复数 域 C 上 的 一 元 多 项 式 环 
CLzj 中 的 每 一 个 n 次 多 项 式 在 CC 里 有 个 根 .换言之 ,C[x] 中 的 
每 一 个 多 项 式 在 CLz] 里 都 能 分 解 为 一 次 多 项 式 的 乘积 . 

定义 15.13.1 车 域 所 上 的 多 项 式 环 E[z] 中 的 每 个 多 项 式 
都 能 分 解 成 一 次 多 项 式 的 乘积 , HU BR E 称 为 代数 闭 域 
(algebraically closed field). 

定理 15.13.2 代数 基本 定理 (algebraic fundamental theorem) 
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每 个 域 下 都 有 一 个 代数 封闭 的 代数 扩 域 巨 , 且 在 同 构 的 意义 下 
它 是 唯一 确定 的 (换言之 :下 的 任意 两 个 代数 封闭 的 代数 扩 域 EE 
和 EE' 都 是 同 构 的 ). 

本 节 不 证 明 这 个 定理 ,而 是 通过 对 多 项 式 的 分 裂 域 的 讨论 看 
出 证 明 上 述 定理 的 途径 . 

定义 15.13.3 设 EE 是 域 F 的 扩 域 ,f(z) 是 F[x] 的 n 次 多 
项 式 , 若 满足 以 下 条 件 , 则 称 巨 为 f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 (splitting 
field): 

(1) f(z) 在 ELzj] 里 可 以 分 解 为 一 次 多 项 式 的 乘积 : 

f(T)=a(rz—a)(r—a)(r—a) (a; € E); 

(2) 在 小 于 EE 的 中 间 域 1(FCICE) 里 , f(x) 不 能 分 解 为 一 
次 多 项 式 的 乘积 . 

由 此 ,E 是 一 个 使 得 f(x) 能 够 分 解 为 一 次 因子 的 下 的 最 小 
扩 域 . 

例 15.13.4 (1) z+ 1 作为 实数 域 R 上 的 多 项 式 的 分 裂 域 
是 复数 域 C, 因 为 在 C 内 它 能 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 , 且 除 C 外 没 
有 包含 Ri) 的 中 间 域 . 

并 十 1 作为 有 理 数 域 Q 上 的 多 项 式 的 分 裂 域 是 扩 域 Q(i) 而 
不 是 C, 因 为 在 Q(i) 内 zx? 十 1 已 能 分 解 为 Q 上 的 一 次 因子 的 
乘积 . 

(2) zx 一 7 区 十 10E€ Q[ z]y B R: 下 =Q(Gv2,vV5) ,因为 在 
ELzj] 内 它 能 分 解 为 (z 十 V2) (zx 一 V2) (zx 十 V 引 (x 一 V5), 而 且 在 Q 
与 互 间 没有 中 间 域 工 能 使 它 作 如 上 的 分 解 . 

定理 15.13.5 3 E E5 F 上 多 项 式 f(x) 的 一 个 分 烈 域 ， 

f(z) = a,(z—a)(z—a)*(z—a,),(a, € E), 
则 ， E=F(a,,a, ,** ,a, ). 

换言之 ; f(z) 的 分 裂 域 是 将 它 的 所 有 根 陆续 地 添加 到 F EK 
扩 域 ,因此 有 些 作者 亦 将 E 称 为 多 项 式 f(x) 在 F 上 的 根 域 (root 
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field). 

定理 15.13.6 i FHR, fa) E Flr] WFE SOE F E 
的 分 裂 域 . 

定理 15.13.6 肯定 了 f(x) 在 下 上 分 裂 域 的 存在 性 ,定理 
15. 13. 7 则 保证 了 分 裂 域 的 唯一 性 . 

定理 15.13.7 设 下 与 F' 是 两 个 同 构 的 域 ,在 同 构 pq 下 : 

piarra” (YaEF)， 

p: f) = Daix Daz =f a) (V f(z=)€ F[z]), 
又 设 

E=F(a,,a, ,…,ay) 是 FCz) 在 下 上 的 分 裂 域 ， 

E'=F'(8 ,88) 是 f ODE 已 上 的 分 裂 域 ， 

则 在 互 与 巨 ' 间 存在 同 构 映 射 gq, ,将 根 的 次 序 调整 后 ,有 
po: amp. 

定理 15. 13. 6 及 定理 15. 13.7 保证 了 分 裂 域 的 唯一 性 与 存在 
tE. 保证 了 域 下 上 多 项 式 f(x) 在 下 的 某 一 扩 域 中 一 定 有 nn 个 根 ， 
而 且 从 构造 的 观点 看 它 的 任何 两 个 分 裂 域 没有 本 质 的 区 别 .所 以 
分 裂 域 理论 在 一 定 意 义 下 体现 了 代数 基本 定理 的 作用 . 

定理 15.13.8 设 巨 是 多 项 式 f(z) 在 域 玉 上 的 分 裂 域 ,而 
E E 的 任意 元 素 , 则 8 在 下 上 的 极 小 多 项 式 g《(zr) 在 玉 中 也 可 分 
解 为 一 次 因子 的 乘积 . 

例 15.13.9 f(z)==zx* 一 2EQ[zj,f(z) 在 Q 上 的 分 裂 域 是 
E=QG/2)=(a+b/2|a,b€ Q). M E 中 任 取 一 数 8=a 十 bY2, 则 
它 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 ( 见 定义 15. 11. 9) 是 

g(z) = T’ — 2az + a: — 2b. 
它 能 在 上 作 一 次 因子 分 解 : 
g(x) = (一 a 一 5V2)(z 一 4 十 5V2)， 
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15.14 有 限 域 (Galois hk) 


有 限 域 又 名 Galois 域 ,是 为 纪念 它 的 创始 人 、 天 才 数 学 家 
E. Galois 而 命名 的 . 它 在 方程 式 论 、 实 验 设计 和 编码 理论 等 方面 有 
广泛 的 应 用 . 

定义 15.14.1 只 含有 限 个 元 素 的 域 叫做 有 限 域 (finite 
field) 或 Galois 域 . 若 元 素 个 数 为 g, 常 用 GF(g) 表 示 . 

例 15. 14.2 (1) 特征 是 素数 p HZR Z, (定理 15. 11. 4) 是 
有 限 域 . 

(2) 任 一 有 限 域 GF(g) 的 特征 必 为 素数 p, 而 任 一 特征 为 p 
的 域 必 是 素 域 Z, 的 扩 域 (定理 15. 11. 4). 由 于 它 是 有 限 域 ,这 个 扩 
域 又 不 能 是 超越 的 ,因此 GF) REE Z, 的 有 限 扩 域 . 作为 例子 ， 
取 素 域 Z, 及 a 的 极 小 多 项 式 ( 定 义 15.11.9)p(z)= x+ z+1. f 
据 定理 15. 11.8 有 : GF(4) = Z:[z]/(z: + z + 1) = Ze) = 


1 
(D aa | ai € Z)= {0,1,a,a +1), EH aè a+ 1 = 0(a Ñ E 


极 小 多 项 式 :z? 十 zt 十 1 = 0). 
GF(4) 的 两 种 运算 表 如 表 15.3 和 表 15. 4. 


表 15.4 


注意 : 作 乘 法 时 要 记 住 a? 十 a 十 1=0 及 在 Z, 中 一 a=a, 一 1=1 
等 事实 . 
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定理 15.14.3 设 GF(g) 的 特征 为 p E fE SM A 上 的 次 数 
定义 (15. 12. 4) 为 n%, 则 该 域 的 元 素 个 数 q= p". 

例 15. 14. 2 的 GF(4) 是 本 定理 的 特例 . 它 很 容易 理解 :因为 它 
在 A 上 的 次 数 为 时 , 则 GF(gq) 作 为 A 上 的 向 量 空间 的 维 数 为 n， 
因而 {1,a,e?,…,a"”'!}) 显 然 是 它 的 一 组 基 , 因 此 它 的 每 个 元 都 可 
写成 a 十 qa 十 qz 十 … 十 as_1a"!1(a;EA) 的 形式 ,由 于 A 只 有 
个 元 素 ,每 个 a; 只 能 有 zp 种 选 法 , 故 知 q= p". 

也 可 根据 域 的 元 素 决 定 最 小 多 项 式 如 Cz) 进 而 作出 所 求 的 有 
限 域 . 

例 15. 14.4 作出 域 GF(125). 因 为 125=5:, 所 以 p=5,n= 
3, a= Z. 要 作出 这 个 域 , 先 找 出 a 在 Zs 上 的 最 小 多 项 式 p) = 
五 十 az 十 bz 十 c. 由 于 三 次 可 约 多 项 式 必 有 一 个 一 次 因子 ,由 因子 
定理 可 知 ,p(xz) 是 Z:[z] 上 的 不 可 约 多 项 式 的 充 要 条 件 是 用 Z; 的 
元 素 n=0,1,2,3,4 RA p(xz) 时 都 有 pln) 关 0. 经 逐个 检验 知 ， 
p(z)= 二 =z 十 7 二 1 是 一 个 最 小 多 项 式 , 故 GF(125)=Z,[z]/( x°: 十 
Z 十 1) 一 {ao 十 ata 十 aao2 |a; € Z5). 

注 : 除 zT 十 zx 十 1 外 还 可 以 有 其 他 最 小 多 项 式 ( 如 > + z + 
1) ,但 可 证 明 Z;[Lz]j/(zs 十 z 十 1) 与 ZLz]/z 十 z2 十 1) 同 构 . 

定理 15.14.5 GF(p") 是 多 项 式 z” 一 z 在 其 所 含 索 域 A 上 
的 分 裂 域 ,而 且 任 何 两 个 这 样 的 域 ( 指 元 素 相同 的 Galois 域 ) 都 
同 构 . 

Hi 15.14.6 可 以 验证 例 15.14.2(2) 的 GF(4)=={0,1,a,a 十 1} 
是 多 项 式 rr 在 Z; 上 的 分 裂 域 ,这 是 因为 

(x—0)(x—1)(x—a)r—a— 1) 
= (=+ 0)(z=+ 1)(z=+a)(z=+ a+ 1) 
= (= Hr) +z +e +a) = (z: + z=)(z! + z+ 1) 
= r + z = z* — z. 
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所 以 x 一 z 能 分 解 成 Z[z] 上 的 一 次 因子 的 乘积 . 此 外 ,x 一 x 
不 能 在 其 他 中 间 域 里 分 解 . 所 以 GF(4) 是 z* — z 在 Z, 上 的 分 
裂 域 . 

利用 分 裂 域 还 可 以 证 明 Galois 域 的 存在 性 . 

定理 15.14.7 设 A 是 特征 为 p 的 率 域 , 任 给 整数 gq= 
p"(n 宇 1) , 作 多 项 式 rr 在 A LHAREN EER qg 
素 的 Galois 域 GF(g). 因为 x° — = 的 分 裂 域 都 是 存在 的 ,所 以 
GF(gq) 总 是 存在 的 : 

定理 15. 14.8 每 个 GF(p") 都 是 它 的 素 域 A 的 单 扩 域 . 

定义 15.14.9 循环 群 (GF(p")" ;，。) 的 生成 元 称 为 GF(p,) 
的 本 原 元 (primitive element). 

设 a 是 GF(p") 的 一 个 本 原 元 , 则 由 定理 15. 14. 8 可 得 

GF(p")* = {1,a,a,** a), 
GF(p")= Z,(a) = (0,1,a,a2 ,oo a 2-2. 

例 15.14.10 求 GF(g)=GF(3?) 的 所 有 本 原 元 a, X E a? + 

1 一 0. 由 于 
GF(9)= Zs[z]/(z 十 1) = {a +bz | a,b € Z,) 
= {0,1,2,a,1 十 ,2 十 a,2a,1 十 2c,2 十 2a). 

直接 验证 得 1 十 a,2 十 a,1 十 2a 及 2 十 2a 在 GF(9)* 中 的 阶 是 
8, 它 们 就 是 GF09) ` 的 生成 元 ,因而 是 GF(9) 的 本 原 元 . 

定义 15.14.11 2Z,[xzj 的 m 次 不 可 约 多 项 式 g(z), 若 g(z)| 
z” 1 一 1, 而 且 后 者 是 g(x) 中 的 xz* 一 1 形 的 倍 式 中 次 数 最 低 的 . 
则 称 为 本 原 多 项 式 (primitive polynomial) (换言之 ,g(z)1z 一 1， 
g(z) tr — 1, g(z) tr” 2—1,g(z)|zr -1—1). 

例 15.14.12 (1) 例 15.14.2 的 GF(4) 中 ,g(x)==zx? 十 xz 二 1E€ 
写 [z] 是 一 个 本 原 多 项 式 ,因为 g(z)|z 一 1, 而 且 x 一 1 是 g(x) 
的 x 一 1 形 的 倍 式 中 次 数 最 低 的 . 
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(2) 例 15. 14. 10 的 z: +1 不 是 GF(9) 上 的 本 原 多 项 式 , 因 为 
虽然 有 袜 十 1| zs 一 一 1, 但 后 者 却 不 是 x 十 1 中 的 形 如 x* 一 1 8948 
式 中 次 数 最 低 的 (如 zt —1 就 是 十 1 的 一 个 倍 式 ). 

定理 15. 14. 13 不 可 约 多 项 式 g(x)€ Z,[ z ]ËE J ri sÇ 
当 且 仅 当 它 的 所 有 根 都 是 Z,[Lxzj/(g(z))==GF(p") 的 本 原 元 . 

例 15.14.14 在 例 15.14.10 中 zz 十 ] 不 是 本 原 多 项 式 ,但 
1 十 a,1 十 2a( 二 1 一 a) ,2 十 a 及 2 十 2a( 二 2 一 a) 都 是 GF(9) 的 本 原 
元 . 现 求 它们 的 本 原 多 项 式 : 由 于 

(zx—1—a)(x—1+a)=(z—1)—ae=zr 二 zi+2€ ZLz]， 

可 以 验证 x 十 zx 十 2 是 所 求 的 本 原 多 项 式 . 

同 理 可 证 z + 2zr- 2 是 对 应 于 后 两 个 本 原 元 ( 即 2 十 ,2 十 
2a) 的 本 原 多 项 式 . 


15.15 可 分 扩 域 


上 节 已 看 到 ,无 论 怎样 复杂 的 有 限 域 都 可 以 通过 从 素 域 Z, H 
发 作 一 个 单 扩张 得 到 . 为 了 理论 的 完整 性 ,本 节 将 简约 地 介绍 另 一 
种 类 型 的 单 扩 域 , 即 可 分 扩 域 . 

定义 15.15.1 设 下 是 一 个 域 ,E 是 下 的 代数 扩 域 ,和 a€ E, 
如 果 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 没有 重 根 , 则 a 叫做 上 的 可 分 元 
(separable element). 如 果 王 的 每 一 个 元 素 都 是 下 上 的 可 分 元 , 则 
五 叫做 下 的 可 分 扩 域 (separable extension); ÆW) E nH g F hy XR 
可 分 扩 域 (non separable extension). 

从 下 述 几 个 定理 可 知 : 绝 大 多 数 的 扩 域 都 是 可 分 扩 域 ,它们 的 
元 素 都 是 可 分 元 , 仅 在 极 少数 的 例子 中 才 可 看 到 不 可 分 扩 域 的 存 
在 ,例如 单 超越 扩 域 Z;(") 就 是 不 可 分 扩 域 ,但 在 它 里 面 仍 有 可 能 
存在 可 分 元 . 

现 将 主要 结论 综述 如 下 . 
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定理 15.15.2 特征 是 吕 的 域 的 任何 代数 扩 域 都 是 可 分 
扩 域 . 

定理 15. 15.3 GF(p") 的 任何 代数 扩 域 都 是 可 分 扩 域 . 

定理 15.15.4 任意 域 下 的 有 限 可 分 扩 域 瑟 必 是 下 的 单 
扩 域 . 


15.16 ” 整 环 中 的 因子 分 解 


在 整数 环 中 ,每 个 整数 都 能 唯一 地 表 成 若干 个 素数 的 乘积 ,本 
节 将 考虑 在 一 般 环 中 唯一 分 解 定理 是 否 成 立 . 讨论 将 局 限 在 有 单 
元 1 的 交换 整 环 D 中 ,并 将 介绍 几 种 特殊 的 唯一 分 解 整 环 , 特别 
是 多 项 式 环 的 因子 分 解 问题 . 


15. 16.1 素 元 .因子 与 唯一 分 解 


定义 15.16.1 设 DD 是 有 单元 1 的 交换 整 环 ,a,pE D, 如 果 

3cEzD 使 得 

a=bc, 
则 称 a 被 整除 (divisibility) ,或 5 是 a 的 因子 (divisor/factor)， 
并 用 符号 bla 表示 . 如 果 b 不 能 整除 a 就 用 符号 bha RR. 

定义 15.16.2 Ba bED FFE D 的 单位 e 使 5 二 ae, 则 称 
b Æa 的 相伴 元 (associate) (定理 15. 4. 6). 

例 15.16.3 (1) 在 整数 环 甩 里 ,3115,3 116, X +1 是 它 仅 有 
的 两 个 单位 ,因而 士 1。w 是 整数 a 的 相伴 元 . 

(2) 在 数 域 玉 上 的 多 项 式 环 F[zj] 中 ,zx 一 1iz? 一 1, 但 zx 一 1 
十 1; 数 域 下 的 每 个 非 零 的 数 a 都 是 F[z]j 的 单位 ,因而 af(z) 是 
f(z) 的 相伴 元 . 

定义 15. 16.4 单位 se 及 元 a 的 相伴 元 as 叫做 a 的 平凡 因子 
(trivial factor) ;# a 还 有 其 他 因子 , 则 称 为 a 的 真正 因子 (proper 
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Íactor). 

定义 15.16.5 设 pzED, 若 户 不 是 零 元 ,也 不 是 单位 ,并 且 只 
有 平凡 因子 , 则 称 p 是 素 元 (prime element). 

例 15. 16.6 (1) 在 整数 环 Z 中 所 有 素数 都 是 它 的 素 元 . 

(2) 在 数 域 上 的 多 项 式 环 F[z] 中 ,所 有 不 可 约 多 项 式 
p(x) 都 是 它 的 素 元 ， 

定理 15. 16.7 单位 e MKE p 的 乘积 ep 也 是 D 的 素 元 . 

定义 15.16.8 DD 中 的 元 素 a 称 作 在 D tAE- $ # 
(unique factorization) ,车 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) 它 能 分 解 成 有 限 多 个 素 元 的 乘积 : 

a= Pb p, (p: BE D 的 率 元 ); 
(2) 若 还 有 另 一 个 有 限 素 元 分 解 : 
a= qyq (q 是 也 的 素 元 )， 
则 必 有 ~ 一 ,而 且 将 % 经 过 次 序 调整 后 就 可 使 g,==e,p，,. 

由 定义 可 见 , 整 环 D 里 的 零 元 素 和 单位 都 不 能 作 唯 一 分 解 
(否则 其 分 解 中 含有 零 元 素 或 单位 ,而 零 元 素 和 单位 都 不 是 素 元 ， 
因而 其 分 解 不 是 有 限 束 元 分 解 ) ,因而 在 讨论 因子 分 解 时 要 把 它们 
排除 出 去 . 

例 15.16.9 (1) 整数 环 Z 中 每 个 不 等 于 0 和 1 的 整数 都 能 
作 唯一 分 解 . 

(2) 数 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 F[ xz] 的 每 个 非 零 次 的 非 零 多 
项 式 都 能 分 解 成 若干 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ,经 调整 次 序 后 ,这 些 
不 可 约 多 项 式 最 多 只 能 差 一 个 常数 因子 (F[zx] 的 单元 ). 

(3) 在 某 些 含 单元 1 的 交换 整 环 D 中 确 有 元 素 不 能 作 唯一 分 
解 . 例如 Gauss 整数 环 D= {a 十 bY 一 31a,5bE ZZ} 中 的 数 4 可 有 两 
种 分 解 : 

4=2.2=(1+V—3). (1—VvV—3), 
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m 2 及 1 士 V 一 3 都 是 D 的 素 元 . 
15. 16.2 唯一 分 解 整 环 


EX 15.16.10 车 一 个 有 单元 1 的 交换 整 环 D 的 每 个 不 等 
于 零 和 单位 的 元 素 都 有 唯一 分 解 , 则 D 称 作 唯一 分 解 整 环 
(unique factorization domain) 或 Gauss 整 环 (Gauss domain). 

例 15.16.11 整数 环 Z 及 数 域 开 上 的 多 项 式 环 丰 [zj 都 是 唯 
一 分 解 整 环 . 

唯一 分 解 整 环 有 以 下 重要 性 质 . 

定理 15.16.12 (1) 设 DD 是 唯一 分 解 整 环 , 旦 Pp,a,bED, 而 
b 是 率 元 , 则 由 pla- 5, 可 得 pla R p |b. 

(2) W DD 是 有 单元 1 的 交换 整 环 ,对 DD 中 任意 元 素 a ,5, 任 意 
KT p, 若 由 pla. b 就 可 推 得 pia 或 p15b, 则 DD 的 每 个 不 是 零 和 
单元 的 元 素 必 有 唯一 分 解 ,因而 D 是 一 个 唯一 分 解 整 环 . 

定义 15.16.13 设 ai,as,…,asyCED, 若 ciai,as,…,a,;, 则 
称 c Easa an AAAF common factor). 

É asaro ARAF P in 2 T d 能 被 它们 的 每 个 公 
因子 c 整除 , 则 称 d H a, an, a, BJ) 8 X A Ë] F (greatest 
common factor), H] d= (a; saz ,… sa, ) 78. 

EH 15.16.14 Ha ,az ,…',a, 是 唯一 分 解 整 环 D 的 个 元 
素 , 则 在 D 中 必定 有 它们 的 最 大 公 因 子 d ,而 且 它 们 的 任何 两 个 最 
KAAF d 与 d 最 多 只 能 差 一 个 单位 因子 , 即 d=ed e 是 单位 ). 

要 求 两 个 整数 或 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 子 通常 使 用 欧 几 里 得 
算法 (Euclid algorithm) 又 称 驾 转 相 除 算法 ,但 在 一 般 环 中 ,特别 
是 求 多 个 元 素 的 最 大 公 因 子 时 , 则 常 利用 各 a; 的 标准 分 解 式 a, = 
eph pre ph (si 是 单位 ,h 宇 0), 令 4 是 同一 个 p, 的 上 方 指数 的 最 
小 的 一 个 , 则 d= pi p2…p 即 为 所 求 的 最 大 公 因 子 . 

利用 最 大 公 因 子 可 以 定义 互 素 的 概念 . 
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定义 15.16.15 设 al,as，…,a; 是 唯一 分 解 整 环 D 的 n 个 元 
K ,如 果 它 们 的 最 大 公 因 子 是 单位 , 则 称 这 n 个 元 素 互 素 (prime 
to each other). 

特别 地 ,车 它们 中 每 两 个 元 素 的 最 大 公 因 子 都 是 单位 1, 即 

(aisa) = 1 (iKAjif = 1,2,.,n), 

则 称 这 n 个 元 素 两 两 互 素 . 

要 判断 一 个 整 环 是 否 是 唯一 分 解 整 环 是 相当 困难 的 ,作为 例 
子 , 下 面 介 绍 两 种 类 型 的 唯一 分 解 整 环 ,它们 是 主 理想 整 环 和 欧 氏 
整 环 . 

定义 15.16.16 设 D 是 有 单元 1 的 交换 整 环 ,如 果 它 的 每 个 
理想 都 是 主 理想 , 则 称 D 为 主 理想 整 环 (principal ideal domain). 

定义 15.16.17 设 刀 是 有 单元 1 的 交换 整 环 ,如 黑 它 能 满足 
以 下 两 个 条 件 , 则 称 D 为 欧 氏 整 环 (Euclid domain). 

(1) 有 一 个 从 D 的 非 零 元 素 集 D' 到 非 负 整数 集 N 的 映射 
9p:D'—N; 

(2) 给 定 D 的 一 个 非 零 元 素 a,D 的 任何 元 素 都 可 以 写成 

b=ga+r (gr € D) 

的 形式 ,其 中 或 者 r=0 或 者 ~ 一 a， 

定理 15. 16. 18 ” 主 理想 整 环 、 欧 氏 整 环 都 是 唯一 分 解 整 环 . 


15. 16.3 多 项 式 环 的 因子 分 解 


在 例 15. 16. 11 中 已 知 数 域 下 上 的 多 项 式 环 F[z] 是 唯一 分 
解 整 环 ,而且 , 忆 上 的 多 元 多 项 式 环 、 甚 至 一 般 域 上 的 一 元 和 多 元 
多 项 式 环 都 是 唯一 分 解 整 环 ; 不 仅 如 此 ,还 可 以 把 它 推广 到 有 单元 
1 的 交换 整 环 上 去 ,可 以 证 明 以 下 定理 . 

定理 15. 16.19 设 刀 是 有 单元 1 的 交换 整 环 ,zx ,zx,，… ,xz, 是 
D 上 的 独立 超越 元 素 , 则 D[z J, Dz zz] DE, Erst s z, JEB 
是 唯一 分 解 整 环 . 
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15.17 环 论 在 编码 理论 中 的 应 用 


本 节 是 14. 12 节 编 码 理论 的 继续 ,利用 多 项 式 环 及 有 限 域 理 
论 作 为 研究 工具 ,得 到 两 种 重要 而 有 效 的 码 一 一 多 项 式 码 和 
BCH 码 . 


15.17.1 多 项 式 码 


定义 15.17.1 设 a=aoa…a E B; E — 4 = , WAE B5 
码 元 为 系数 的 多 项 式 . 

az) 一 ao 十 az 十 … 十 az € Zle], URF a 的 多 项 
式 表 示 法 (polynomial representation) (注意 多 项 式 是 按 升 寡 排 列 
的 , 且 下 标 从 0 开始 1). 

定义 15.17.2 设 g(Cz) 一 go 十 gz 十 … 十 geztEZ,[z] 
(go,gt 天 0) 是 一 个 给 定 的 上 次 多 项 式 ,a=aoai…aw-iEB 是 一 个 
长 为 m 的 信息 字 , 而 且 m+ k= n. 将 a(Cz) 与 g(z) 相 乘 , 设 其 积 为 

b(x)= a(x) » g(x) 
=b +biz-+ b,z=° ++ +b, iz" € Zir], 
TE 2 ARER 5 IR B tE 545 PE 3k 
下 :aa 一 aoai…aw b= bib bns 

则 此 (n,m) 码 叫做 由 g(xz) 生 成 的 多 项 式 码 (polynomial code). 

注意 : (1) 这 里 规定 g(xz) 的 系数 go 及 g, 均 不 为 零 ,否则 将 有 
bo =0 或 b= 二 0, 这 就 浪费 了 码 字 的 位 数 . 

(2) 这 个 定义 完全 可 以 推广 到 任意 有 限 域 GF(g) 上 去 ,比如 
ZE Z; ;但 因 实 际 上 的 计算 设备 是 双 稳 态 的 ,因此 仅 用 到 Z. 

例 15.17.3 设 g(z)=1 十 十 xz ,可 作 (8,5) 码 如 下 : 任 取 
信息 字 a=aoa,*a, € B; , 作 多 项 式 乘 积 ; 

b(z)=a(=) ° g(x) 
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=(a +-ar-=--da,zt)(1+0-+ r+ z! + z) 
=b. +h rt +b, 
则 编码 函数 是 
E;a=aatac>b= bb h. 
现 作 一 具体 的 例 : 取 a=01011, 则 a(z)= x+ r’ tar, i blr) = 
alz) * g(z)= z+ z°`+z', H mi b= 01000101 是 与 a 相应 的 码 字 . 
由 多 项 式 的 乘法 可 见 ， 
定理 15. 17.4 一 个 由 编码 多 项 式 
g(z) = go + giz + gr + 二 ger 
生成 的 多 项 式 码 是 一 个 m X mtk) 


[go gi g&o ` ga 0 0 0 | 
Rb 2 b E 
0 0 0 go Ë ° Bea Bi 


为 编码 矩阵 的 矩阵 码 googie ,gi 依次 在 矩阵 的 每 一 行 上 出 现 , 它 
们 从 第 j 行 上 的 第 j 位 开始 一 直 延 伸 到 第 j 十 k 位 上 . 换言之 ,每 
行 上 的 go ,gi1，… ,gi 实际 上 是 将 上 一 行 的 每 个 元 向 右 下 角 移 一 位 
的 结果 . 

例 15.17.5 由 码 多 项 式 1 十 x 十 x 及 三 位 信息 字 作 成 的 
(6,3) 多 项 式 码 的 编码 矩阵 是 


is 0O 0 
G= [ q lo 中 
M Wi a G 


对 应 于 每 个 信息 字 a 其 相应 的 码 字 可 列表 如 下 : 
a>b=aG9 


D 9C 的 运算 是 将 ae 一 alazai 一 (alyazvas) 视 a 为 行 向 量 与 矩阵 G 进行 乘法 运算 
的 结果 . 
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000000000  100->110100 
001+>001101 101111001 
010011010 110101110 
011 —>010111 111100011 
定理 15.17.6 多项式 码 都 是 群 码 (定义 14. 12. 33) ,以 glx) 
为 编码 函数 的 多 项 式 码 的 最 小 距离 (定义 14. 12. 13) 等 于 它 的 某 
个 非 零 码 字 的 重 ,这 个 重 是 所 有 非 零 码 字 的 重 中 的 最 小 的 (定理 
14. 12. 35). 
例 15. 17. 5 的 以 1 十 z 十 五 为 编码 函数 的 (6,3) 码 的 最 小 距离 
是 3, 恰 是 它 的 非 零 码 字 001101 的 重 . 
定理 15.17.7 在 Z:[z] 中 ,1 十 z 的 每 个 倍 式 必定 包含 偶数 
个 非 零 项 ,因此 任 一 以 1 二 z 的 倍 式 g(z)=(1 十 xz)jmCz) 为 编码 函 
数 的 多 项 式 码 必 包 含 偶数 个 1, 从 而 构成 一 个 奇偶 校 验 码 ( 例 
14. 12. 10) , 它 能 检 出 奇数 个 传输 错误 . 
例 15.17.8 利用 编码 多 项 式 g(z)= 14 可 生成 一 个 
(n,n 一 1) 奇 偶 校 验 码 . 以 n—1=3 为 例 说 明之 . 此 时 信息 字 a= 
编码 表 如 下 : 


aooaa; ,编码 矩阵 为 
1 1 O O 
G = [ Too t o , 
Wd 1 1 
a>b=aG 


0000000  10G=—->1100 
001 ->*0011 1011111 
010r=*0110 110—1010 
011 r=0101 1111001 
这 确 是 一 个 (4,3) 奇 偶 校 验 码 , 它 的 每 个 码 字 都 含有 偶数 个 1, 因 
此 能 检验 传输 中 出 现 的 任何 奇数 个 错误 . 
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下 面 介绍 利用 本 原 多 项 式 ( 定 义 15.14. 11) 生 成 多 项 式 码 的 
方法 ,使 得 这 种 码 能 检 出 单 错 、 双 错 或 三 重 错 . 为 了 使 校 验 位 减 至 
最 少 ,此 生成 多 项 式 的 次 数 应 该 尽 可 能 地 小 . 

定理 15.17.9 (1) 如 果 p(x) 是 一 个 上 次 本 原 多 项 式 , 则 由 
Pp(Z) 生 成 的 (n,n 一 k) 码 能 检 出 所 有 的 单 错 和 双 错 ,其 中 n 夺 2* 一 1. 

(2) 设 记 (zx) 是 一 个 上 次 本 原 多 项 式 , 则 由 p(x)= 
(1 十 T)p1(z) 生 成 的 (n,n 一 k 一 1) 码 能 检 出 所 有 的 双 错 及 任何 奇数 
个 错误 ,其 中 na]. 

例 15. 17. 10 (1) 多 项 式 Hr Hr € Z.[z]JËE 3 KA JE £ 
项 式 ,因为 它 不 可 约 (否则 能 分 解 出 一 个 一 次 因子 ,由 因子 定理 知 
它 必 有 一 根 ,但 用 五 的 元 0,1 代 人 时 它 都 不 为 0) ,而且 它 能 整除 


好 -一 1(= 导 一 1) 但 却 不 能 整除 z 一 1, 好 一 1, 妇 一 1 一 1 二 一 1 


R # —1. 
利用 1 十 zx 十 x 作 (7,4) 码 如 下 : 
0000 —>=C000000 1000 >1011000 
0001 —>0001011 1001 >1010011 
00100010110 1010 1001110 
0011 0011101 10111000101 
0100 rr*0101100 1100 1110100 
0101 +>0100111 1101 >1111111 
01100111010 11101100010 
0111 +>0110001 1111 +>1101001 
相应 的 编码 矩阵 为 
1 0 期 加 是 信用 的 生硬 
G= 0 1 OSETE Ipo f 
0 0 aO 
P ` ¿uy 
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由 上 可 见 此 码 的 最 小 距离 为 3, 据 定理 14.12. 16 知 此 码 能 检 
出 所 有 的 单 错 和 双 错 . 

(2) 1 十 T 十 z"EZTs[zj] 是 10 次 本 原 多 项 式 , 取 n=2" 一 1= 
1023 并 以 p( z) = (1+ z) (1 十 x! 十 z") 为 编码 多 项 式 的 (1023， 
1012) 多 项 式 码 有 11 个 校 验 位 ,长 为 1012 的 不 同 的 信息 字 共 有 
2 个 (这 是 一 个 “天 文 数字 ”, 用 十 进 制 数 表示 时 有 305 AD, E 
能 检 出 单 错 、 双 错 ,三 重 错 以 及 任何 奇数 个 错 . 

(3) 为 便于 使 用 , 现 列 出 Z,[z] 上 的 10 次 以 内 的 本 原 多 项 
式 , 如 表 15. 5. 


# 15.5 
KM k 2 一 1 本 原 多 项 式 
1 1 1 十 并 
2 3 1 十 z 十 z 
3 7 l+r+r 
4 15 1+z+zt 
5 a aa a am 
7 127 lr Ha 
8 255 ltet Hat — 
9 I 


511 


15.17.2 BCH 码 


这 是 目前 威力 较 大 的 一 种 纠 错 码 , 它 是 1960 年 左右 由 Bose, 
Chaudhuri 及 Hocquenghem 三 人 独立 发 现 的 一 种 多 项 式 码 , 简 称 
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BCH 码 . 它 断 言 ,对 于 任何 正 整 数 上 及 t+, 只 要 :一 2 , 则 必然 存 
在 一 个 长 为 n=2: 一 1 的 BCH 码 , 它 能 纠正 上 个 或 较 : 少 的 错误 . 
它 是 多 项 式 码 ,其 生成 多 项 式 p(x) 的 次 数 三 kt, 其 信息 字 长 至 少 
为 n 一 kt. 

定义 15.17.11 长 为 n=2: 一 1 H t -$ BCH #3 (r error- 
correcting BCH code) 是 一 个 由 生成 多 项 式 p(x) 生 成 的 多 项 式 
码 , 这 个 p (xz) 构成 如 下 : 任 取 GF (2”) 的 一 个 本 原 元 (定义 
15. 14. 9)a, 设 p,(z)EZs[zj 是 以 a 为 根 的 不 可 约 多 项 式 , 则 

p(z) = LCM(p (1), pa (r), bx (z)), 

其 中 LCM 表示 各 多 项 式 的 最 小 公 倍 式 . 

注意 : (1) 显然 aa ,az ,… ,a 都 是 p(x) 的 根 ,因为 GFO") 
的 特征 是 2, 由 定理 15.6.5(2) 8I[p (z)] = p, (z2), JA ñ a E: 
p) WAAR, kE X rR BJ) p( =>) n] 8 (k 3 

pir) = LCM(p i (Cx) spa (x), bai (z)), 

这 时 polr), pala) stts bu-r (T), pulo AT A Pa. 

(2) 注意 纠 上- 错 码 仅 算 到 pa (>) 8 IE. 

(3) PDR Skt. 

A 15.17.12 RHKA n=15,:—<8 的 各 个 纠 寺 错 BCH 码 . 

解 ” 先 求 出 GF(16) 的 15 个 非 零 元 素 用 本 原 元 a JAR H W 
式 子 :由 例 15. 17. 10(3) 知 ,1 十 z 十 好 是 GF(16) 的 一 个 本 原 多 项 
式 .将 a 代入 后 得 a 二 1 十 a, 现 陆续 求 a 的 方 军 得 a,a ,ai ,ao =1+a, 
£ =a » a =a(1+a)=a+ č ,a =a + of =a(a+ a )= a 十 aa ,ar = 
d +a =d +(1+a)=1+a+a, 3 DB TH WS 

ae =1 +a ,os 一 ac 十 oa 二] 十 a 十 ,a ate a a =1-+ 
a 十 a2 十 oa ,al 一 1 十 az 十 aa al 一 1 十 aa a =1. 

进一步 求 以 a 为 根 的 p(x), 由 上 面 的 说 明知 只 须 求 i 为 奇数 
的 p. (zx) 即 可 . 
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bi (z) W PER JE zt +z+1. 
车 p(o À HR MEELA a a? a —a R (a 2 =a =a 
为 根 ,因而 
p. (z)= (z—ma)(r—a)(z— a2)(z— a) 
=r +z +z +zxr+1, 
b: Cr) 8 a° a" R a” =a ,因此 
ps (x) = (z —@ó)(z —a!°) = r + z=+1, 
DDA a alt a =a t =a J a” 二 ,因此 
b: (z)= (z=—a)(z—a)(rz—me)(z— a") 
= z + z' + 1. 
至 此 已 穷尽 了 所 有 的 本 原 多 项 式 , 因 为 p. (zr) = p. (z), 
bu(z)= pnl) = p, (z). 
现在 就 可 按照 纠正 错误 的 个 数 写 出 所 用 的 生成 多 项 式 : 
(1) 纠 1- 错 BCH 码 可 由 p(x) 二 p(x) 二 zt 十 z 十 1 生成 ; 
(2) 纠 2- 错 BCH 码 可 由 p(z)=LCM(Dp (z), p. (z)) = 
(Tz 十 ZI 十 1)(x 十 如 十 十 ZX 十 1) 二 十 YX 十 Xx 十 x 十 1] 生成 ; 
(3) 纠 3- 错 BCH 码 可 由 p(z=)=LCM(p,: (z) , p. (z), p. (r))= 
(zt 十 Zz 十 1) (x 十 十 区 十 Zz 十 1) (十 XZ 十 1) 二 x 十 x 十 十 
ZX 十 Zz 十 I 十 1 ER; 
C4) 纠 4- 错 BCH 码 可 由 p(z)==LCM(pi(z),p3(7r),p;(z)， 


b: (z))= p (z) * py (z) * ps (z) ° pa) =h yz 生成 ， 


ji 一 让 


注意 这 个 多 项 式 以 GF(16) 中 的 0 和 1 以 外 的 元 素 为 根 . 

(5) 由 于 A (z) = p. (z), #U 5- 错 BCH S WA p(lr)= 
-5r 生 
成 ,该 多 项 式 同 时 也 是 纠 6- 错 、 纠 7- 错 BCH kak 上 述 结果 列 
于 表 15. 6. 
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LCM (A, (r), p2), ps (1), p: (z), bo 


# 15.6 


buo 1Cz) 的 根 | po-1(7) 次 数 
aya2 sat at 


a ,af a"? a 


a ,ai0 


a ,al ,al ,altl 


at aè as al? 
all ,a ,at ,al3 


ah all a’ pat 


说 明 : 纠 2- 错 BCH B — (15,788 EH rH + z + x° 


+1 生 成 ,共有 7 个 信息 位 和 8 E fu. X h 2 CH 生成 的 纠 
7- 错 BCH 码 是 一 个 (15,1) 码 ,其 信息 位 长 为 1, 该 码 共 有 两 个 码 
字 : 一 个 由 15 个 0 组 成 , 另 一 个 则 由 15 个 1 组 成 . 译 码 时 运用 “多 
者 优先 ”原则 进行 , 即 当 1 的 个 数 多 于 0 的 个 数 时 信息 取 为 1; 反 
之 , 当 0 的 个 数 多 于 1 的 个 数 时 信息 取 为 0, 显然 此 种 码 能 纠正 7 
个 错误 . 

定理 15.17.13 设 i 是 小 于 2*' 的 正 整数 , 则 BCH 码 的 任意 
两 个 码 字 间 的 最 小 距离 为 2! 十 1, 因 而 该 码 能 纠正 :个 以 内 的 所 有 
错误 . 

例 15.17.14 BCH(127,92) 码 能 纠正 1 至 5 个 错误 ;这 种 码 
包含 92 个 信息 位 和 35 个 校 验 位 从 而 包含 2” 个 校 验 子 ( 定 义 
14. 12. 26). 这 是 一 个 庞大 的 数字 ,不 可 能 将 这 些 校 验 子 及 它们 的 
陪 集 头 全 部 储存 到 计算 机 中 去 ,因而 译 码 问题 必须 另 找 其 他 办 法 
(前 段 的 多 项 式 码 也 存在 同样 问题 ), 其 实 BCH 码 的 错误 是 可 以 
利用 代数 工具 而 不 必 列 出 校 验 子 和 陪 集 头 表 就 可 以 发 现 ,因此 需 
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要 掌握 一 套 简易 代数 译 码 算法 ,详细 论述 可 参考 有 关 文 献 . 


15.18 ”拉丁 方 与 有 限 几何 学 


拉丁 方 是 一 种 特殊 的 幻 方 ,最 先 把 拉丁 方 应 用 于 农业 实验 方 
面 的 是 英国 数学 家 R. A. Fisher, 随 后 在 试验 设计 中 获得 大 量 的 应 
用 . 近年 来 ,无论 是 在 对 原子 的 探索 ,核反应堆 中 物质 的 摆 放 ,以 及 
市 场 经 济 与 社会 学 等 领域 中 ,拉丁 方 都 有 有 价值 的 应 用 ! 

此 外 拉丁 方 与 有 限 几 何 学 以 及 有 限 域 的 理论 都 有 密切 的 
联系 . 

定义 15.18.1 设 S 是 含有 n 个 元 素 的 集 , 这 些 元 素 构成 一 
个 nxXn 和 矩阵 工 二 (ls ) ,如 果 S 的 每 个 元 素 , 在 每 行 中 和 在 每 列 中 
恰好 出 现 - 一 次 , 则 该 矩阵 就 叫做 S 上 的 n Et T H (Latin 
square). 


例 15.18.2 表 15.7 是 集合 {a,5,c} 上 的 3 阶 拉丁 方 : 


表 15.7 


a b c 
ë a b 


b c a 


定理 15. 18.3 任何 nn 阶 有 限 群 (G; 十 ) 的 运算 表 必 是 基 集 G 
上 的 x 阶 拉丁 方 .但 其 逆 未 必 真 . 
例 15.18.4 由 定理 14. 10. 11 可 知 ,5 阶 群 的 构造 是 唯一 的 ， 
它 是 一 个 循环 群 ,因此 与 模 5 同 余 类 加 群 (Z ;十 ) 同 构 , 其 运算 如 
表 15.8. 从 表 中 可 看 出 , 群 的 每 个 元 在 每 行 ( 列 ) 上 恰好 出 现 一 次 ， 
所 以 这 个 表 是 一 个 拉丁 方 . 
。 324 。 


表 15.8 


= 


n- C A “| 
w t — o e 


+ 
0 
1 
2 
3 
4 


a w NN — ojo 
oO èe U N ejm 
= O è w NŅN|N 


对 于 一 般 的 有 限 群 运算 表 也 有 类 似 的 情况 ,因为 如 果 在 它 的 
第 i 行 上 有 二 个 元 素 L; 与 la 相同 , 即 Zi 十 六 一 ;十 Th。 由 于 加 群 中 
负 元 素 的 存在 故 有 zj 二 xz， 这 就 是 说 每 个 元 素 恰 好 在 同一 行 上 出 
现 一 次 ; 同 理 可 证 每 个 元 素 恰好 在 同一 列 上 出 现 一 次 . 

该 命题 元 逆 不 成 立 , 可 由 下 例 看 到 : 仍 取 S={0,1,2,3,4), 则 
表 15.9 是 S 上 的 一 个 5 阶 拉丁 方 ,但 却 不 是 一 个 群 . 因为 5 阶 群 
只 能 有 表 15. 8 的 运算 表 或 把 运算 表 经 过 行列 互 换 所 得 的 表 , 但 表 
15. 9 是 无 论 如 何 也 不 能 由 表 15. 8 经 过 行列 互 换 而 成 . 


m 15.9 


WN = ° 
t > @ onr 
w. o + t 
= O * t oo 
@ r 一 {w = 


定义 15.18.5 设 工 与 ;是 集 S 上 的 两 个 n 阶 拉 丁 方 ,如 果 
将 它们 和 迭 合 时 , 工 | 的 每 个 元 仅 与 L; 的 每 个 元 接触 一 次 , 则 称 工 与 
工 :是正 交 的 拉丁 方 (orthogonal Latin square). 
例 15.18.6 (1) RA 3 种 标号 是 a,b,c 的 稻 种 及 3 种 不 同 
的 土壤 A,B,C. 为 了 考察 土壤 肥力 对 于 稳 种 的 影响 , 划 出 9 块 土 
地 使 这 3 种 土壤 各 种 上 这 3 种 稻 种 中 的 某 一 种 , 则 可 用 拉丁 方 表 
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示 其 实验 方案 如 表 15. 10. 


表 15.10 表 15.11 
a b c A B G aA bB cC 
< a b B C A cB aC bA 


b c a C A B bC cA aB 


易 见 表 15.10 中 的 两 个 拉丁 方 是 正 交 的 ,因为 它们 的 迭 合 ( 表 
15. 11) 使 第 一 个 表 的 每 个 元 仅 与 第 二 个 表 的 每 个 元 接触 一 次 . 

(2) 如 果 在 上 面 的 试验 中 尚 须 检 验 3 种 杀 虫 剂 的 效应 ,是 否 
能 找 出 另 一 拉丁 方 使 与 上 面 的 两 个 拉丁 方 相 互 正 交 . 回答 是 否定 
的 . 可 以 证 明 :最 多 只 能 有 n—1 个 相互 正 交 的 n 阶 拉丁 方 ( 见 定理 
15. 18. 8). 因此 车 将 上 述 问题 改变 成 为 有 4 种 不 同 的 稻 种 ,4 种 不 
同 的 土壤 及 4 种 不 同 的 杀 虫 剂 , 则 作 3 个 相互 正 交 的 拉丁 方 是 可 
能 的 . 

定义 15.18.7 # L,e, L, 88 JE n 阶 拉丁 方 而 且 对 于 所 有 
i 关 j 都 有 工 ; 与 Lj; 正 交 , 则 称 集 { 工 ,,… L.) 38 r 个 相互 正 交 的 n 阶 
拉丁 方 集 (mutually orthogonal Latin square). 

下 面 介绍 从 及 个 元 素 的 有 限 域 GF(n) 出 发 作出 n 一 1 个 相 
互 正 交 的 wn 阶 拉丁 方 的 方法 . 由 定理 15. 14. 3 知 , 任 一 有 限 域 有 
如 个 元 , 即 其 元 数 仅 是 某 一 素数 p rA. 因此 只 能 构造 n=2,3, 
4,5,7,8,9,11,13,16,17,… 的 拉丁 方 . 

定理 15. 18.8 Bose 定理 j GF(n)= (Za, zi, o, r, ) Ë 
n 阶 (n=p”") 有 限 域 ,其 中 To =0,z,=1,MM#; 

D WER L =a En MATH Ap are Oi, 
jSn—1). 

(2) 对 于 1<k<n—,fE L,=(at tn F; 

aš = x, ° z, + z; (0<isj<n—1), 
则 每 个 这 样 作出 的 L, EGF EB — 4 n RATY. 
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(3) (Li, L, , = Lei f — 4 #ll H. IE 35 ÉJ n( = p”) Et y T 
方 集 . 

例 15.18.9 (1) 从 Z; 出 发 运用 上 述 定理 . 可 作出 相互 正 交 
的 两 个 3 阶 拉丁 方 如 表 15. 12. 


表 15.12 
0 1 2 0 1 2 
L, 1 2 0 L. 
2 0 1 1 2 0 


(2) M GF(4) =Z: (a)={0,1,a, a } (其 中 =a 十 1) 出 发 可 
作 3 个 相互 正 交 的 4 阶 拉 丁 方 Li, L, Ls: Li RÆ GF) KhA 
表 ; 仿 定理 15. 18. 8(2) 可 作出 Lo HRE hH aL] 
列 、 然 后 将 工 ; 的 行 按 第 1 列 指出 的 顺序 进行 置换 得 到 ;至 于 工 ; 也 
aA AR LRI 列 后 将 Li 的 行 按 第 1 列 指示 的 顺序 进行 置换 
得 到 . 表 15.13 所 示 是 3 个 相互 正 交 的 4 阶 拉丁 方 : 


表 15.13 


L, 


如 果 将 a RE 0,6 408 1,c (CE a 及 d RECH ETIS 6 
即 得 表 15.14 所 示 . 


表 15.14 
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下 面 介绍 有 限 几 何 学 与 拉丁 方 的 关系 . 前 者 是 R. C. Bose 在 
发 表 构造 n 一 1 个 相互 正 交 的 n 阶 拉 丁 方 的 方法 时 提出 的 ,我 们 所 
考虑 的 有 限 几 何 学 也 仅 限于 仿 射 平面 . 

定义 15.18.10 由 点 集 P 552 EL 组 成 的 系统 (P,L) , 若 能 
满足 下 列 三 个 关联 公理 (incidence axiom), 则 称 为 仿 射 平面 
(affine plane) : 

(1) 任意 两 个 不 同 点 恰 在 一 条 线 上 ; 

(2) 对 于 每 一 直线 ! 及 不 在 ! 上 的 点 zx, 存在 唯一 的 一 条 包含 
工 而 不 与 : 相交 的 线 m; 

(3) 存在 着 不 在 一 条 线 上 的 三 点 . 

定义 15.18.11 Ü l,m 是 两 条 线 , 规定 平行 关系 
(parallelism) 为 :直线 1,m 平行 的 充 要 条 件 是 1=m 或 1 与 m 无 公 
共 点 , 记 作 1//m. 

显然 平行 关系 “// "是 线 集 工 上 的 等 价 关 系 . 而 公理 (2) 断 言 : 
过 线 外 一 点 只 能 作 一 条 线 与 男 一 条 线 平行 . 

例 15.18.12 (1) 欧 氏 平面 R: 中 的 点 与 直线 构成 一 个 有 无 
限 多 个 点 的 仿 射 平面 . 

(2) 图 15.1 是 仅 有 4 个 点 的 仿 
射 平面 ,其 点 集 P= {u,b,c,d) ,而 线 
集 L={{a,b}, {c,d},{a,c}, {bsc}, 
(b,d),la,d)). 

定理 15.18.13 若 一 个 几何 系 
统 仅 包 含有 限 多 个 点 , 则 必 存 在 一 整 
数 使 得 该 几何 系统 包含 nn 个 点 及 
m +n 条 线 , 而 且 每 条 线 都 包含 nn 个 
点 且 每 个 点 都 在 n 十 1 RRE. 

定义 15.18.14 定理 15.18.13 图 15.1 
的 有 限 几何 称 为 n 阶 仿 射 平面 
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(affine plane of order n). 

(图 15. 1 的 有 4 个 点 的 几何 是 一 个 2 阶 仿 射 平面 , 它 有 6 条 
线 , 每 条 线 都 包含 2 个 点 ,而 每 个 点 都 在 3 RRE.) 

定理 15. 18. 15 平行 关系 是 一 个 等 价 关 系 ,由 该 等 价 关 系 所 
确定 的 划分 称 为 平行 类 (parallelism class). 在 一 个 n 阶 仿 射 平面 
内 共有 nn 十 1 个 平行 类 . (在 图 15. 1 中 ,fa,b}// {csd} ,ayc} / {bsd}, 
lbc) / lasd} ,所 以 这 个 2 阶 仿 射 平面 共有 3 个 平行 类 . ) 

至 此 可 以 考虑 阶 仿 射 平面 与 相互 正 交 的 n 阶 拉丁 方 之 间 的 
关系 . 

定理 15.18.16 存在 n 阶 仿 射 平面 的 充 要 条 件 是 存在 n 一 1 
个 相互 正 交 的 n RATH. 


该 定理 的 证 明 大 致 如 下 : 设 存在 一 个 阶 仿 射 平面 ,可 以 仿照 
通常 的 坐标 法 建立 “ 仿 射 坐标 系 ”, 如 图 15.2. z 88 F B5 a 作 
平行 于 y 轴 的 线 1, 过 y 轴 上 的 点 5b 作 平 行 于 xz 轴 的 线 m. 设 1 与 
m 相交 于 点 尸 , 则 P 的 坐标 定义 为 (a,5). 这 时 整个 坐标 平面 共有 
于 个 点 ,它们 对 应 着 下 个 有 序 对 (a,b). 这 在 个 点 也 对 应 着 nXn 
ERE H n MILEH DEFE a 行 的 第 2 个 孔 . 利用 定理 
15. 18. 8 的 方法 即 可 作出 n— 1 个 相互 正 交 的 n 阶 拉丁 方 . 这 就 证 
明了 相互 正 交 的 n 阶 拉 丁 方 的 存在 性 . 

反之 , 若 存在 一 个 含 "一 1 个 相互 正 交 的 阶 拉丁 方 集 时 , 则 
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可 以 将 其 元 素 进行 编号 ,因而 使 这 些 拉丁 方 成 为 S 一 10,1,2，… 
n 一 1) 上 的 拉丁 方 ,然后 将 S* 作 为 点 集 并 规定 7 个 点 的 集 在 一 条 
线 上 的 意义 , 即 可 证 明 它 是 一 个 n 阶 仿 射 平面 . 

例 15.18.17 当 n=p”" 时 ,可 构造 有 限 域 GF(n) 上 的 n 阶 仿 
射 平 面 如 下 : 

点 集 P=GF(n)2= (z ° y)|z,y€ GF(n)); 

直线 1 由 满足 系数 在 GF(nz) 上 的 含 zy 的 一 个 线性 方程 的 一 
HAAR: 

一 条 线 的 斜率 按 通常 的 定义 , 它 是 GF(m) 的 一 个 元 素 或 无 
限 大 ; 

二 线 平 行当 且 仅 当 它们 有 相同 的 斜率 . 

现 举 特例 如 下 : 设 GF(4)=Z,(a)=10,1,a,a 2). MJ 4 阶 仿 射 
平面 的 16 个 点 可 用 图 15. 3 表 出 . 它 的 水 平 线 可 表 成 

?一 常 元 ， 

它们 的 斜率 为 0; 至 于 各 垂直 线 则 可 表 成 : 

工 二 常 元 ， 


y 


(0.22) (la?) Ca (£a? 


15.3 
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它们 的 斜率 为 ce. 特别 地 , 线 
y = az + a° 
有 斜率 a B88@(0,2),(1,1),(a,0) K (a: ,a) 等 4 个 点 , 它 与 线 
y=ar,y=ar+1 及 y= 二 ax 十 a 平行. 
RAH 15. 18. 9 的 方法 即 可 得 到 与 这 个 n 阶 仿 射 平面 相应 的 
3 个 相互 正 交 的 4 阶 拉 丁 方 ( 表 15.13). 
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16 模 


前 两 章 讨论 的 代数 结构 都 是 由 一 个 集 和 它 上 面 的 一 个 或 两 个 
代数 运算 构成 的 ,今后 讨论 的 模 (module) 与 代数 (algebra) 所 研究 
的 对 象 除了 集 M 上 的 代数 运算 外 ,还 牵涉 到 算 子 集 (operator set) 
RR 对 基 集 M 的 算 子 乘法 (或 数量 乘法 、 倍 数 乘法 ). 其 实 模 就 是 向 
量 空间 概念 的 推广 , 它 牵涉 到 群 . 环 、 向 量 空间 三 种 代数 结构 , 它 的 
内 涵 十 分 丰富 . 我 们 将 重点 介绍 主 理想 整 环 D 上 的 模 的 性 质 和 
应 用 . 


16.1 定义 及 例子 


定义 16.1.1 设 (R; 十 ,* ) 是 有 单元 1 的 环 ,(M; 十 是 加 
群 ,在 R 与 M 间 规 定 一 个 RxM 到 M 的 称 为 算 子 乘法 的 代数 运 
算 “ . 

(a,z)>a *x, a€R, XEM, a° rEM, 

并 满足 下 列 条 件 : 

(1) a* (x+y)=a* z+a*y, a€R, rx,yEM; 

(2) (a+b) °» z=a*zr+b+*zxz, abER, rEM:; 

(3) (ab) + z=a* (bz), a,bER, rEM; 

(4) 1° z= <=. 

则 加 群 M 叫做 环 R 上 的 一 个 左 模 (left module) sk Z 及 模 . 

同样 可 以 定义 环 RR 上 的 右 模 (right module) 或 右 RR, XA 
要 规定 一 个 MXR 到 M WAR ZA” 

(Xa)rIa, 
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并 满足 下 列 条 件 : 

A) (r+y)*a=r»a+yxa, a€R, z,y€M; 

(2) r* (a+b)=x*a+y*b, a,b€ R, rEM; 

(3) r* (ab)=(x*a)*b. a, CR, rEM; 

(4) z * 1=<x. 

È 16.1.2 (1) 定义 16.1.1 中 的 左 乘 、 右 乘 以 及 环 R 中 的 
乘法 本 应 该 用 不 同 的 符号 表示 ,但 为 了 简便 及 避免 混乱 ,我们 将 按 
照 过 去 的 做 法 把 各 种 乘 号 全 部 省 去 . 

(2) 由 于 左 模 及 右 模 的 定义 是 对 偶 的 ,它们 有 完全 相似 的 结 
论 , 今 后 仅 讨论 左 模 并 简称 为 模 ,读者 不 难 将 这 些 结论 移植 到 右 模 
上 上 去 : 

(3) 定义 双 模 (bi-module) 如 下 : 设 R.S 是 两 个 有 单元 的 环 ， 
车 M 既是 左 R- 模 又 是 右 S- 模 ,并 且 YrEeR,vseS,ymeEM 
都 有 

(rm)s = r(ms), 
MJ M 叫 做 R-S 双 模 . 特别 地 ,可 以 在 交换 环 上 定义 双 模 . 

例 16.1.3 (1) 设 R= 下 是 域 ,M=V 是 眉 上 的 向 量 空间 ,R 
EM 上 的 运算 是 下 的 元 对 V 中 的 向 量 作 *“ 数 乘 ”, 则 V EEF. 
由 于 下 的 乘法 是 可 交换 的 , 则 V 又 是 右 FH. 

(2) 设 R=Z 是 整数 环 ,M=G 是 交换 群 , 若 群 的 运算 为 乘法 ， 
规定 

"= = ws (n€ Z, a€ 0), 
则 G 就 是 左 Z- 模 ;车 G 的 运算 为 加 法 , 则 也 在 G 上 的 算 子 乘法 实 
ARE a 的 倍 元 , 即 若 "二 0, 则 x + 4 一 & 十 a 十 … 十 a, 它 当然 也 是 
N F 
左 Z- 模 . 
(3) 设 尺 是 有 单元 1 的 环 , 它 对 于 加 法 构成 一 个 加 群 R_ 若 
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HE R HR- 的 算 子 乘法 a/ 如 下 : 
a(x) = ax, Va€ R,Vr€R,.,, 
则 R. 构成 左 R ERE R I R- 的 算 子 乘法 a, 为 
a, (x) = Ta, YaE R: YrER,, 
则 R-; 构 成 右 R- 模 , 
(4) ë M= V ARF KAHESE, A 为 V 的 任 一 线性 变 
换 ,R=F[4] 为 上 的 一 元 多 项 式 环 ,4 为 F 上 的 超越 元 ( 亦 称 未 
定 元 ). 规定 FLA] 在 V 上 的 算 子 乘法 为 
fO) a= f(A)(a), aE V, 
BJ V EE FAJAR. 这 个 模 的 结构 完全 由 给 定 的 线性 变换 A 决 
定 , 此 时 f(4) 对 向 量 的 运算 详细 写 出 是 : 设 fO) = a 十 
aà +e tand" a EF, A) f€(A)=a, E+a, A+: +a, A", E 为 单 
位 变换 ,因而 
fA)» a= f(A)la) = aa +a Ala) ++ +a, A" (Ca). 
ER 16.1.4 设 M 是 一 个 R- 模 , 则 下 列 运算 规律 成 立 : 
(1)a:0=0,a* (—z)=—a * z.a€ R,z€ M; 
(2) 0* z==0,(—a) °* =<=—a * z=,.a€ R,z=€ M; 


(3)a + Dz = Xaa (a). z = Da % 
16.2 子 模 与 商 模 


定义 16.2.1 模 M 的 一 个 非 空子 集 N 称 作 M 的 子 模 (sub- 
module) ,车 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 
d) N 为 M 的 一 个 子 群 ; 
(2) 对 Ya€ER,YyEN RA ay € N. 
显然 40} 和 M 本 身 都 是 M 的 子 模 , 称 为 M 的 平凡 子 模 . 
例 16.2.2 (1) 向 量 空间 V 的 每 个 子 空间 都 是 一 个 子 模 ; 反 
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之 ,向 量 空间 V 的 每 个 子 模 也 是 它 的 子 空间 . 

(2) 交换 群 G 的 每 个 子 群 刀 是 Z- 模 G 的 一 个 子 模 , 因为 
VnC€Z K V z€ H ĞA n== x"€ H. 

G) FR 的 每 个 左 理想 ( 指 R 的 关于 加 法 和 左 乘法 为 封闭 的 
集 ) 都 是 模 尺 的 一 个 子 模 ;反之 , 模 RR 的 每 个 子 模 都 是 环 R 的 一 个 
左 理想 . 

(4) 设 VV 是 向 量 空间 V 的 线性 变换 A 的 不 变 子 空间 , 则 V, 
也 是 FUJ V 的 子 模 . 

(S) 设 M 和 M: 都 是 尺 模 M 的 子 模 , 令 

M, + M; = {m + m+ |m € M,,m; EM: )， 

则 M, + M, J: M 的 一 个 子 模 , 称 为 子 模 M. 与 M, 的 和 ， 

(6) 一 般 地 , 设 {M,AED)} 是 尽 模 M 的 一 焦 子 模 , 作 
> M. = [> m, |m, € Mà € r, 22 中 只 有 有 限 多 项 #0), 
ker Er ¿er 


MYM, E M 的 子 模 . 


(7) 设 my i y ÆR- M 的 r 个 元 , 令 
N = (Zaw. |a; i R}; 
W N 是 M 的 一 个 子 模 , 称 为 由 y,y:;，,…,y, 生 成 的 子 模 ,用 
N = Ry syry) 表示 . 

(8) 模 M 的 任意 多 个 子 模 的 交 仍 是 M 的 子 模 . 

定义 16.2.3 若 模 由 有 限 多 个 元 生成 , 则 称 M 为 有 限 生 成 
模 (finitely generated module), 这 些 元 称 为 它 的 生成 元 
(generator). 

定义 16.2.4 设 N 是 R- 模 M 的 子 模 , 则 N 是 M 的 不 变 子 
群 ,而 且 商 群 M= M/N 是 交换 群 ,车 规定 R 的 元 7 与 M/N 的 元 
m 的 乘法 为 

r*m = m, 
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UCM, +. OHR 尺 模 , 称 它 为 尽 模 M 关于 子 模 N 的 商 模 
(quotient module). 

例 16.2.5 (1) 若 M 是 R- 模 , 则 JM/M EFH. 

(2) 整数 环 乙 是 Z- 模 , 设 ”为 一 固定 整数 , 则 

(n) = {kn | k € Z} 

E Z HAFIR Z/ m) = Z, R: Z-W Z X£ F TES hR. 

(3) 在 例 16.2.2 中 , 设 N 为 环 R 的 左 理想 , 则 商 群 R/N 是 
R- 模 . 

(4) 在 例 16.2.2 中 , 设 Vi 是 V 的 A 的 不 变 子 空 间 , 则 商 空间 
V/V, 是 FLA]- 模 ,而 且 A 在 商 模 中 可 诱导 出 线性 变换 . 


16.3 模 同 态 及 基本 定理 


定义 16.3.1 设 M 和 M' 是 两 个 R- 模 ,车 存在 M 到 M 的 映 
射 7 满足 : 

d) 7 是 群 同 态 ， 

(2) nax)=amz), Va€ER,YrEM, 
则 称 7 为 M 到 M'HE A (module homomorphism) 3} -A A, 
用 HomM. MER. 

特别 地 , 若 7 是 M 到 M 的 双 射 , 则 ?了 叫做 模 同 构 (module 
isomorphism). 

例 16.3.2 (1) 设 M,M“ 都 是 加 群 ,于 是 它们 都 是 Z- 模 , 则 
M 到 M“ 的 群 同 态 7 必 是 M 到 M “的 一 个 Z- 同 态 . 

(2) EV 5 VREF 上 的 向 量 空间 , 则 立 到 的 每 个 线 
性 映射 ? 都 是 V 到 VV 的 下 同 态 .特别 地 , 当 V=V' 时 ,V W F- Á 
同 态 恰 是 V 的 线性 变换 . 

(3) $ MSR” ={ (21,2230 £) |r E R) Æ R ERR, 

E; r:(Z) p Lase Zi so" Z, ) =Z, 
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是 R'" 到 R 的 满 同 态 ,s, 称 为 在 zx; 轴 上 的 射影 ,又 设 
ri:Zrr(0, 0,z,0, ,0)， 

其 中 之 在 第 i 个 位 置 上 , 则 = E R AR” HRAS. 

定义 16.3.3 设 M 与 M' 都 是 R- 模 ,7:M->M E: RAA, 
7(M) 称 为 7 的 像 (image), 记 作 Imy; 而 wr!(0') 称 为 7 的 核 
(kernel) , 记 作 ker7n. 7 的 像 与 核 分 别 构成 M' 及 M 的 子 模 . 

像 群 和 环 的 同 态 定理 一 样 ,也 有 模 的 几 个 同 态 定理 . 

定理 16. 3.4 模 同 态 基本 定理 设 7 是 R- 模 M 到 R- 模 N 
的 R- 同 态 , 则 

M/kerr = Img. 

若 将 尺 模 M /kern 称 为 7 的 上 像 (coimage), 并 记 之 为 

Coim7, 则 此 基本 定理 可 改 述 为 
Coim7y = Img. 

定理 16.3.5 模 同 态 对 应 定理 j JE R-E M 到 R- 模 M 
的 满 同 态 , 则 M 的 包含 ker hy FEE S= {N| kersa NEM} 与 
M 的 子 模 集 S “一 {7CN)} 等 势 ( 即 在 S 与 S' 间 可 建立 双 射 ). 

定理 16. 3.6 模 同 构 定 理 

D E A A BRE RE M 的 子 模 , 则 (A+B)/A 二 B/(ANB). 

(2) Æ A #l B 都 是 R- 模 M 的 子 模 , 且 BDA, M 

M/B = (M/A)/(B/A). 

EX 16.3.7 设 M 是 R- 模 ,车 它 是 由 M 的 一 个 元 x 生成 的 

( 例 16. 2. 2); 
M = Rr = {ar |a € R}, 

则 称 M 为 由 元 = 生成 的 循环 R-# (cyclic R-module) , 简称 循环 
模 , 用 M= R< ER. 

例 16.3.8 (1) 每 个 循环 群 (a) 都 是 一 个 循环 Z- 模 . 

(2) 每 个 有 单元 的 环 R 都 可 看 成 一 个 R- 模 , 它 也 是 循环 
民 模 ,因为 R=R.1. 
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设 M 是 R- 模 ,z 是 M 的 一 个 元 , 作 M 到 循环 R- 模 Rz 的 

映射 : 
m :a'axz, YaER， 
则 可 证 p ER 到 Rz 的 一 个 模 同 态 ,而 且 它 的 核 ker, = 
{a€ Rla* zx 一 0} 是 尺 的 一 个 左 理想 ,根据 同 态 基 本 定理 有 
Rz = R/kerg,. 

定义 16.3.9 (1) Pj 16. 3.82) P n. BJ kern = ta € Ra * 
r=0)#k 89 3Ú zr 的 零 化 子 (annihilator) 或 元 z 的 阶 理想 (order 
ideal) , 记 为 annz. 

(2) 设 M 是 一 个 R- 模 , 若 规 定 

ann(M)={a€ER|Ia.'r=0 YrE€EM), 

则 ann(M) 是 左 理想 也 是 右 理想 , 称 为 M 的 零 化 子 . 

定理 16.3.10 (1) Rr=#R/ann(z); 

(2) ann(M)= (lann(z); 

(3) # 尽 模 M KE 2E,z2 O0,WJ R 的 单元 1 必 不 属于 
ann(z). 

例 16.3.11 (1) 设 G 是 一 个 交换 群 , 则 它 可 看 作 整 数 环 Z 
上 的 一 个 模 . 任 取 z€ G.z 的 零 化 子 ann(z) 是 Z 的 一 个 理想 ,由 
于 艺 是 主 理想 整 环 ( 定 理 15. 16.18) ,可 设 ann(z) = (n). 于 是 
《ZX) 衬 Z/(n). 当 n=0 hf, (DSZ, (xz) 是 无 限 循 环 群 . 当 n> 0 时 ， 
(zr) 是 n 阶 循环 群 ,n 为 元 z 的 阶 ,而 (n) 是 模 元 z 的 阶 理想 , 故 模 
元 工 的 阶 理想 实 为 群 元 阶 概念 的 推广 . 

(2) 设 V ERF Wn 维 向 量 空间 ,A 是 一 线性 变换 , 则 V 是 
一 个 F[4]- 模 ,VY z€ V,1z== A(z). 现 取 一 固定 x 作 循 环 F[4]- 子 
模 V; = F[X]z, 此 时 ann (z) E F[4] 的 一 个 主 理 想 ( 定 理 
15. 16.18), 设 ann(z)==(m(4)), 其 中 m(4) 是 首 项 系数 为 1 的 多 
项 式 , 它 是 由 z 唯一 决定 的 ,叫做 x 的 极 小 多 项 式 (minimum 
polynomial of z). 由 零 化 子 定义 知 , fÉ Q)z=0€m(2)| fA) # 
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Z 天 0, 则 mm(A) 是 一 个 正 次 数 多 项 式 ; 若 z 一 0, 则 m(À)=1,ann(0)= 
F[2]. 


16.4 加 群 上 的 及 模 上 的 自 同 态 环 


本 节 将 在 交换 群 及 R- 模 上 考虑 其 自 同 态 所 组 成 的 集 , 可 以 证 
明 , 它 们 对 于 所 规定 的 运算 都 构成 环 , 且 对 于 任 一 给 定 的 环 总 可 以 
作 一 个 自 同 态 环 与 它 同 构 . 

定理 16.4.1 设 M 是 加 群 ,EndM 是 M 的 一 切 自 同 态 所 构 
成 的 集 , 在 EndM 中 规定 乘法 “。 ”及 加 法 “十 ?>(Y7,EE EndM) 
如 下 : 

(n+ Or)= El) ) (VE M), 
+E) = Nr) + zr) (Vz € M), 

则 (EndM; 十 ,，) 构 成 环 . 

定义 16.4.2 定理 16.4.1 中 的 环 (EndM; 十 ,，) 称 为 加 群 
M 的 自 同 态 环 (ring of endomorphism). 

例 16.4.3 (1) É M 是 由 元 a 生成 的 无 限 循环 群 M=(c)， 
其 运算 为 加 法 , 则 它 的 每 个 元 6 一 raCzEZ). 从 而 M 上 的 每 个 自 
同 态 7 由 a 的 像 唯一 确定 : 

la) = za z € Z. 

反之 ,可 证 此 映射 确 是 M 的 自 同 态 . 用 六 表示 M 的 自 同 

态 , 则 
EndM = (g, | z € Z}. 

显然 这 个 自 同 态 环 (EndM; 十 ,，) 与 整数 环 (Z; 十 ,， ) 同 构 ， 
这 只 要 在 Z 与 EndM 间作 映射 z+ 就 可 以 看 出 .因此 可 以 说 , 任 
一 无 限 循环 群 的 自 同 态 环 是 整数 环 Z. 

(2) 设 M, n 阶 加 法 循环 群 :M, 二 (a), 仿 上 可 以 建立 Z 到 
EndM, 的 满 同 态 :z-> 刀 使 得 7.(4) = 二 za, 此 时 同 态 的 核 不 再 是 (0) 
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而 是 (z) ,所 以 
EndM, = Z,. 

定理 16.4.4 设 尺 是 有 单元 1 MK W R EAH F U86695 8 jE 
态 环 . 
在 加 群 的 自 同 态 环 的 基础 上 可 以 类 似 地 建立 模 的 自 同 态 环 . 
定义 16.4.5 设 M 是 一 个 R- 模 , 它 上 面 的 所 有 模 自 同 态 构 
成 的 集 Hom(M,M) 关 于 所 规定 的 “十 ”与 $.， ”构成 一 个 环 ,该 环 
称 为 R- 模 M 的 自 同 态 环 , 用 EndrM 表示 . 

例 16.4.6 CD 加 群 G 作为 Z- 模 的 自 同 态 环 就 是 群 G 的 自 
同 态 环 . 

(2) B 六 上 的 向 量 空 间 V — + F-#. V 的 每 个 下 - 自 同 态 7 
是 一 个 线性 变换 ;反之 亦 然 . 所 以 V 的 自 同 态 环 就 是 由 全 部 线性 
变换 组 成 的 环 . 


16.5 自由 模 


环 R 上 的 自由 模 是 域 上 的 向 量 空间 概念 的 推广 ,为 此 也 像 线 
性 代数 一 样 要 引入 线性 关系 .线性 无 关 、 基 等 概念 ,可 以 看 出 向 量 
空间 的 某 些 性 质 可 以 移植 到 自由 R- 模 上 去 . 


16.5.1 定义 和 性 质 


定义 16.5.1 设 R 是 有 单元 的 环 ,M 是 R- 模 . 
A) Si 二 (zi,…,z,} 是 M 的 有 限 子 集 , 若 它 的 任 一 线性 关系 
ami 十 … 十 arzr (a, € R) 

仅 在 a =- =a, =0 时 才 等 于 0, 则 称 S, 为 及 线性 无 关 的 
(R-linear independence). 

(2) 设 SERM 的 一 个 非 空 子 集 , 若 它 的 每 个 有 限 子 集 都 是 
RR 线性 无 关 的 , 则 称 S 是 R- 线 性 无 关 的 . 
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定义 16.5.2 iS EE M 的 一 组 生成 元 (定义 16. 2.3), 且 
S 是 R- 线 性 无 关 的 , 则 S 称 作 M 的 基 (base) 与 向 量 空间 的 基 一 
样 ,有 以 下 定理 . 

定理 16.5.3 设 S 是 模 M 的 基 , 则 M 的 每 个 元 用 这 个 基 表 
示 的 表达 式 是 唯一 的 , 即 若 cE M, 有 


Daz = > , 


ES ES 


则 a=b, (V x€S). 
定义 16.5.4 若 尺 模 M 有 基 , 则 M 称 作 自由 R- 模 (free 
R-module). 
例 16.5.5 环 R 的 积 集 R” 构 成 的 自由 模 : 设 R 是 有 单元 的 
环 , 作 积 集 R= 二 {(z1,… rr) |x: ER} FRE R” 中 元 的 相等 、 
加 法 和 RR 对 R" 的 乘法 如 下 : I 
(Zi, Zx, s En) = (Vy y, ƏLi = Yi» ` 
i= 1,2, ,ns 
(miza 9 En) + (Yis Y2s yn) 
= (mi + Yit H yz "oz, H Yn); 
a o (mi, Ze  Z,) = (a ° z, a * zz "a ° z,)sa, € R. 
W R” E: 尺 模 ,其 零 元 0=(0,0,…,0),(Czi,rz,…yzv) 的 反 元 是 
(一 Ti， 一 Im 一 Zo). 令 el 一 (1,0,…,0)，e: 一 (0,1;,0,…,0)， 
tren = (0,0,1) WIR (e, ,es,…,e,} 是 R" 的 基 , 因 此 R” EA 
由 模 . 
与 n 维 向 量 空间 中 F" 的 作用 一 样 ,本 例 的 自由 模 在 模 论 中 
占有 重要 地 位 . 
定理 16.5.6 设 AM 是 自由 R- 模 , {ul ,zzy sur) 是 它 的 基 ; 
Lit M' 是 任 一 R- 模 , {vsus ,wv,} 是 M' 的 任 一 子 集 , 则 映射 
WU; 
必 可 唯一 地 扩张 成 M 到 M' 的 一 个 R- 同 态 7. 
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定理 16.5.7 设 M lluy susu) HER H h R-E, 
MÆR”. 

定理 16.5.8 设 M 是 自由 R- 模 , (rror) EEE, I 
ER 的 理想 , 作 N = Iz, + Iz; + + + Iz, , MRR M/ N 可 看 作 
玉 ( 二 R/D- 模 ,而 且 M/N 是 尽 上 的 一 个 自由 模 , (r =N i=l, 
2,…,r} 是 它 的 基 . 

定理 16.5.9 设 R 是 有 单元 1 的 交换 环 ,M 是 自由 R- 模 , 则 
M 的 任意 两 组 基 的 个 数 相等 , 即 M 的 基 的 个 数 是 一 个 不 变量 . 

定理 16.5.10 设 R 是 有 单元 1 的 交换 环 , 若 R” 5 R” Æ 
模 同 构 , 则 mx==n. 

定义 16.5.11 设 R 是 有 单元 1 的 交换 环 ,M EHH RE, 
它 的 任 一 基 的 个 数 称 为 该 模 的 秩 (rank). 

定理 16.5.12 给 定 有 单元 1 的 交换 环 尺 和 一 个 正 整 数 n, 恰 
有 一 个 (在 模 同 构 的 意义 下 ) 秩 为 n 的 自由 R- 模 . 且 如 果 两 个 模 的 
秩 不 相等 , 则 它们 必 不 模 同 构 . 因此 自由 R 模 的 构造 完全 由 模 的 
秩 所 决定 . 

例 16.5.13 (1) 设 R=2Z/(6)=2= {[0], [1]. =. E5]). 
R'” 是 秩 为 2 的 自由 R-Bt,e = ([1],L0]) 和 e, = ([0].[1]) E 
R” 的 一 组 基 . 这 个 模 的 有 些 元 是 线性 无 关 的 (如 x 二 [2je 十 [3] 
ez), 但 y=[2je 十 [2jes 却 是 线性 相关 的 ,因为 [3] 取 [0], 但 [3] ° 
y=0. 

(2) 设 R=Z,M=2Z'?, 则 @==(1,0),e;=(0,1) 是 M 的 一 组 
基 , 故 M 的 秩 是 2. 再 看 由 x 二 2e1 及 x, = 3e, fE M 中 生成 的 子 模 
NN ,显然 它 是 M 的 一 个 自由 R- 真 子 模 , 而 且 x; ,x; 是 它 的 一 组 基 ， 
故 N 的 秩 亦 为 2. 

本 例 说 明 模 与 它 的 真子 模 可 以 有 相同 的 秩 ,这 与 向 量 空间 的 
情况 不 同 . 

。342 + 


16. 5.2 自由 模 的 同 态 与 矩阵 


在 自由 模 中 可 以 利用 矩阵 来 研究 R 到 RO 内 的 模 同 态 
Hom( R'™ ,R™ ). 

定义 16.5.14 在 R" 与 R" 内 各 取 基 {el e. e, K fi. 
fos f.) Ék 7E Hom(R'",R'"), 而 且 

ne)=an fitar f; +” “Hanfa 

ne, ) = he ++ af. 

Nem)=am fi Ham f +H +a, f... 
则 mXn SEEEA = (a; ) 称 为 n RFE e), (Sf) RER. 

定理 16. 5.15 同 态 映射 7 完全 由 矩阵 4 确定 . 若 设 


x = (Zi Zr ss Z.) = > ziei， 


y = (323 J.) _ Dyf 
j 


1: (xı Ers"? Tn) (Yi Y2" 9 J.) 
则 (yz ov) 一 (Tom)A. 
定理 16.5.16 用 M.,(R) 表 示 R 上 的 m X n SE E£ ñu E ,规定 
Mnn O PRERE 4 一 (ay ) 与 B= (b, ) 的 和 为 
A+B = (aj) + (bj) = (a; + bs), 
则 (M,.,(R); 十 ?是 加 群 , 且 此 群 同 构 于 Hom(R°” ,R'” ). 
进而 可 以 规定 矩阵 的 乘法 ,并 可 证 明和 矩阵 乘法 (在 可 乘 的 前 提 
下 ) 满 足 结 合 律 及 乘法 关于 加 法 的 两 个 分 配 律 ,从 而 有 以 下 定理 . 
定理 16.5.17 {F R” W ÁRAR End, R” = Hom(R°”, 
ROP) n WEER M, (R) 的 映射 
@:m A. 
则 ”是 一 个 能 保持 加 法 和 乘法 及 其 一 切 运算 规律 的 双 射 ,因而 9 
是 环 同 构 , 从 而 M,(R) 构 成 一 个 有 单元 的 环 , 其 单元 是 单位 矩阵 ， 
。 343 。 


它 与 EndkR ”的 恒 等 映射 相对 应 , 
高 等 代数 里 建立 的 n 阶 行列 式 理论 亦 可 类 似 地 推广 到 交换 环 
R 上 的 nxn 和 矩阵 环 M,(R) 中 去 ,而 且 大 多 数 性 质 都 能 继续 成 立 . 


16.6 模 的 直 和 


如 同 研究 其 他 代数 结构 一 样 ,我 们 在 研究 模 时 也 常 将 它 分 解 
成 一 些 互 不 相交 的 子 模 的 “ 直 和 ”. 

定义 16.6.1 设 Mi,M,…,M, 是 同一 个 环 R 上 的 n 个 模 ， 
作 积 集 

M = M, X M, X --- X M, = {nr z.) | xz; € M.), 

仿 例 16.5. 5 规定 M 内 的 加 法 、 零 元 及 用 R 的 元 乘 M 的 元 的 乘法 
后 ,所 得 的 模 4Mi; 十 ,。,0) 称 为 各 模 M, 的 直 和 (direct sum), 用 
MOM: PM, ROM: ER. 

定理 16. 6.2 设 M 是 模 , 它 所 包含 的 子 模 Mi , M., M, B 
有 以 下 性 证 : 

(1) M 一 Mi +M: 十 … 十 AM,( 即 M HAM ÆR); 

(2) Vi€ (1,…,n}), 有 

M; N (M, + --- + M,., + M, 十 … 十 M) = 10). 


则 映射 7: (zi ,za ，… z.) Ë= EPMA M 的 一 个 同 构 ;反之 ， 


在 由 Mi 中 , 若 令 Mi =={(0,…,0,z;,0,…,0) |z,EM,), 则 Ad 是 
EADM, H FHF M, 的 子 模 , 而 且 田 M, 的 这 些 子 模 满足 条 件 
(1), (2). 
该 定理 容许 在 M 的 子 模 M; 满 足 条 件 (1) (2) 下 将 模 M 与 直 
HOM FARE. 
定义 16. 6.3 设 Mi,M;,…,M, 是 模 M 的 子 模 , 若 它们 能 满 
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足 定 理 16. 6. 2 的 条 件 , 则 M 称 为 各 M, 的 内 直 和 (internal direct 
sum) 或 直 和 (direct sum), 记 为 M= @M, š& M = M, OM,- 
@M,. 

定义 16.6.4 若 模 M 的 子 模 M, M, =. M, W EEM 
16. 6. 2 中 的 条 件 (2) , 则 称 这 些 子 模 是 独立 的 (independent). 

注意 :条 件 (2) 与 条 件 MNAM = {0}(i 关 站 是 有 区 别 的 ,使 用 
时 要 小 心 . 

定理 16.6.5 (1) Ë MX ,…,M, 是 模 M 的 独立 子 模 , 作 和 
N, =M, + +M, ,N, =M, t+ Ms N, =M, + 
Mi +n， ; 则 这 些 和 N, ,Ni ,Ni,… 也 是 独立 的 . 

(2) 设 Mi, =+, AM 是 独立 的 ， 且 设 M; = M, DM: p 
Mr ,1 三 i 生 ”其 中 M; 都 是 M, 的 子 模 , 则 诸 子 模 M Min o 
Ma Man, ，… M, ot Mu 也 是 独立 的 . 

定理 16.6.6 (1) 设 M=@M,,M,# M 的 子 模 , 令 N = 
M; 十 … 十 M +N: =M, p + +M, en 01 W M=ON,. F 
É M 是 各 子 模 M, 的 直 和 , 则 M 也 是 这 些 子 模 M, 组 成 的 部 分 和 
Nj; 的 直 和 . ) 

(2) # M,=@M, ,1<;<xn,1<;<r,,W| M=@M,. ( 即 车 
Mi; 所 组 成 的 各 部 分 和 是 直 和 , 则 M 的 总 和 AM 也 是 直 和 ). 

此 定理 是 定理 16. 6. 5 的 推论 . 


16.7 主 理想 整 环 上 的 有 限 生成 模 


在 15.16. 2 节 中 已 介绍 过 主 理想 整 环 , 它 是 有 单元 1 的 交换 
整 环 , 它 的 每 个 理想 都 是 主 理想 ,可 以 证 明 它 是 唯一 分 解 整 环 , 它 
有 一 些 性 质 是 一 般 环 所 不 具有 的 ,本 节 将 专门 介绍 其 上 的 有 限 生 
成 模 , 可 以 发 现 域 上 向 量 空间 的 某 些 性 质 在 其 上 也 能 成 立 . 
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16.7.1 初步 结果 


定理 16.7.1 设 M 是 主 理想 整 环 D 上 的 秩 为 m 的 自由 
D- 模 , 则 M 的 任 一 子 模 N 也 是 自由 DD- 模 , 且 N BJ # n&m. 
定理 16.7.2 设 了 是 主 理想 整 环 , MEHAR. 
Lrs sIn) Æ RBS DD- 模 : 
M= Š Dr., 


i=l 


作 D'” B| M 的 映射 


N: Jae Daz,» 
则 7 R: D” #|| M 的 同 态 满 射 , 且 
M= D°” /K, 
HF K = kery 是 了 "的 子 模 , 此 子 模 是 自由 的 且 其 基 的 个 数 
km. 
例 16.7.3 (1) 任意 域 下 都 是 主 理想 整 环 ( 因 域 仅 有 (0) 和 
(1) 两 个 理想 ) ,因而 域 站 上 的 维 向 量 空间 V 是 主 理想 整 环 严 上 
的 一 个 自由 的 、 秩 为 n 的 有 限 生成 模 ; 由 定理 16.7. 1 可 知 , 它 的 任 
一 子 空间 都 是 有 限 维 的 且 其 维 数 s<. 
(2) 在 例 16.5.13(2) 中 ,由 于 R=Z 是 欧 氏 整 环 (定义 
15. 16. 17) ,所 以 它 是 主 理想 整 环 ,M 王 Z'2 是 秩 为 2 的 自由 Z- 模 ， 
其 真子 模 N 的 秩 亦 为 2. 
(3) 注意 : 若 尺 不 是 主 理想 整 环 , 则 R- 自 由 模 的 子 模 不 一 定 
是 自由 的 ,例如 R=Z, 则 M=R'” 是 一 个 秩 为 2 的 自由 民 模 ， 
e =([1J,[0])& e =([0],[11]) Æ R” 的 一 组 基 ; 但 由 其 元 y= 
L2Je 十 [2je: 生 成 的 子 模 N= 二 {[0],y,2y} 却 不 是 自由 R- 模 ,因为 
它 的 每 个 子 集 都 是 线性 相关 的 ,所 以 没有 基 . 
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16.7.2 主 理想 整 环 上 和 矩阵 的 等 价 


本 节 将 在 主 理想 整 环 上 讨论 把 一 个 表示 一 组 生成 元 与 基 的 关 
系 的 矩阵 简化 成 正规 矩阵 的 问题 . 

(fi fa. f.) ETE K 的 生成 元 集 , 它 用 D ”的 基 
{ei ,ez ,en} 表 示 如 下 : 

太一 aliel 十 atzes 十 … 十 atnewn， 

f: = ane, Hare: ++ +H amens 


Ja = anme Hane "amen. 

定义 16.7.4 用 以 上 方程 组 的 系数 为 元 素 的 D 上 的 nxnXm 
矩阵 A 二 lan) WAERTE Sfi ,f;，…，,f,} 用 基 {e ,e; ,…,e。} 表 
示 的 关系 矩阵 (relation matrix). 

也 可 以 另 取 D'" 的 新 基 {e/ ,ei，,，…,e”) , 设 在 新 基 {e'} 与 旧 基 
{e;} 之 间 存 在 如 下 关系 : 


e; = H jej， 
其 系数 构成 的 矩阵 P = C) 是 矩阵 环 M, (D) 的 一 -个 可 逆 和 矩阵 . 
此 外 设 0= (qu) Æ M, (D) 的 一 个 可 逆 和 矩阵 EOS Q = (qü ) 
作 元 及 = Dafi = 2,-=,n), WIRT HEL S) 构成 K 的 一 个 新 
生成 元 集 ， RHS ) 与 {fe!} 间 有 如 下 关系 
f; = >a f, = Ž asaje, = Davaspie!, 
这 里 的 (p; ) =P”. 因而 有 以 下 定理 . 
定理 16.7.5 在 上 述 条件 下 ,K 的 新 生成 元 集 {f;} 用 D W 
新 基 {e!} 表 示 的 关系 矩阵 是 
= (a'u) = QAP`'. 
定义 16.7.6 设 主 理想 整 环 D EHAA nXm EEA, nK 
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Boom EE M, D) PEFEA KER P, ,在 M,,(D) 中 存在 一 个 
PAE RE Q。, 使 得 4 一 P,B,nQ。, 则 称 4, 与 了 ,是 等 价 和 矩阵 
(equivalent matrix). 

在 线性 代数 中 , 域 F EW) nXm 矩阵 都 可 经 过 若干 初等 变换 
将 它 转 化 成 与 原 矩 阵 等 价 的 形式 简单 的 “正规 矩阵 ” 在 主 理想 整 
环 忆 上 ,也 是 如 此 ,尽管 化 简 法 不 尽 相 同 . 

定理 16.7.7 设 DD 是 主 理想 整 环 ,AE M, (D) WJ A 必 等 
价 于 下 列 对 角形 矩阵 : 

diag(di ,ccd 0, ,0) 


其 中 d,Z0 H dild; (<j). 

定义 16.7.8 定理 16. 7.7 中 与 矩阵 4 等 价 的 对 角形 矩阵 称 
为 4 的 正规 形 (normal form). 

定义 16.7.9 HA 的 正规 形 中 ,对 角 线 上 的 各 个 元 (di， 
d;,…,d,) 称 为 4 的 不 变 因 子 (invariant factor). 

D CEREA 的 正规 形 ( 在 容许 各 不 变 因子 相差 一 个 单位 的 意 
义 下 ) 是 唯一 的 . 

例 16.7. 10 C) 整数 矩阵 


6 2 3 O 
Z 3 一 4 1 

A= 
R S 1 2 
l —3 5 


的 正规 矩阵 可 如 下 求 得 (所 作 的 行 、 列 变换 分 别 标示 在 箭头 的 上 方 
与 下 方 , 其 中 的 罗马 数字 表示 行 、 列 的 号 数 ) : 
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6 这 3 0 2 R 13—4 21 
2 3 —4 1 13—4 2|iHl | 02 3 6 
—3 3 1 2| FN |23 1—3 23 1—3 
—1 2 —3 5 2 一 3 一 ] 5 2 一 3 一 1 
0 0 0 
a E E 
i0 2 3 61 -5I+K |0 2 š 6 
— — 
-3I+H |2 一 3 9 —7 0 一 3 9 一 ?7 
41 — [ll 
— [+W 5 一 13 17—11 0 一 13 17 一 11 


1 0 0 0 让 0 0 

0 2 1 6 0 2 6 
ess 

u-i jo —3 12 一 7| i-em jọ 12 —3 一 7 
0 0 


一 13 30 一 11 30 一 13 一 11 
1 0 0 0 1 0 0 0 
—121 + lll 
0 1 0 0| —3aHm +N 1|01 0 0 
-21+H |0 12 一 27 一 79 0 0 一 27 一 79 
—6ll +W 
0 30 — 73 — 191 0 0 —73 — 191 
1 0 0 0 T O: `Q 0 
0 1 0 0 01 O 0 
—3HMI+N |0 0 一 27 2| 4 N + |0 0 1 2 
0 0 一 73 28 0 0 319 28 
1 0 O 0 1 0 0 01 
01 O 0 —319m +0 |0 1 0 0 
——— — > 
—2H+N jO 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 31 一 610 0 0 0 一 610 
Ono 0 
-ly IO 1 0 0 
Ca 0 
0 0 0 610 
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最 后 的 矩阵 即 为 4 的 正规 矩阵 ， 


i+1 2 一 6 
(2) M. (CCLA]) 里 的 矩阵 | 1 à 一 3 | 的 正规 形 是 
1 1 2—4 
0 
0 


16.7.3 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 的 构造 定理 


定理 16.7.11 基本 定理 车 M( 尖 0) 是 主 理想 整 环 D 上 的 
有 限 生成 模 , 则 M 是 各 循环 模 Dz, 的 直 和 : 

M= Dz, BDz:BP:…BDDz,, 
各 循环 模 的 生成 元 = ,z,,… ,z, 的 序 理想 annz, 满 足 条 件 : 

annz: D annz; D … D annz,, H annz, Z D. 

例 16.7.12 (1) 设 主 理想 整 环 D 上 的 模 MSZGa'/ 开 ,其 中 
KH fi =(2,1,—3)& fs=(1,—1,2) ÆR. R M 的 构造 .此 
时 f1,f; 关 于 Z2 的 基 {el ,ex e.) 00 X: £ EE BE E: 


> 
© 
I 

| 

= ©O 
N ~ 
L... UJ 
中 
lI 

° =~ 
| | 
w 
r: 3 E 


0 1 0 
所 以 二 (15 一 1,2),ef =(0,—3,7), e 二 (0,1, 一 2); 而 
fi=ei,fı=e:. WE Meel, el) H Z? KÆR, K H {else} Æ 
成 ,而 
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Z /K=Ze; =Z. 
因而 M 是 与 Z 同 构 的 模 . 

(2) 设 D Æ Gauss 整数 环 Z[V 一 1],K H fi = (1,3,6), 
fa=(2+3i, —3i,12—18D Æ% f= 二 (2 一 3i,6 十 9i, 一 18 让 生成 的 ,这 
Ẹ i=]. 则 D/K 的 构造 可 如 下 决定 : 

Fife fF DO Wikile ,ez ,e; } 的 关系 矩阵 是 : 


1 3 6 
A= 区 — 3i 12—18il, 
— 3i 6+9i —18i 


1 0 
QAP™' = 6 | 
Lo 24 + 96i 
于 是 D'* / K= Dz, @D:, ,这 里 生成 元 x, ,zs 的 零 化 子 分 别 是 
annzl = (6) ,annz; = (24 +96;i). 


16.7.4 扭 模 、 准 素 分 量 与 不 变性 定理 


一 般 来 说 , 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 的 分 解 未 必 是 唯一 的 ,这 
由 构造 最 简单 的 自由 模 D" 既 可 用 {e;} 表 成 D'” = De, OD De, 
(其 中 anne; 二 0) ,又 可 利用 其 他 的 {f;} (最 简单 的 例如 变更 {e,} 的 
顺序 及 倍数 等 等 ) 表 成 另 一 种 形式 的 直 和 可 见 . 尽管 如 此 ,在 这 些 
表示 式 中 还 有 不 变 的 东西 ,本 节 将 加 以 研究 ,为 此 需 先 引入 扭 子 模 
的 概念 并 探讨 它 的 一 些 性 质 . 

定义 16.7.13 i% x K D-W M 的 一 个 元 ,车 有 a( 关 0)ED 
使 cz 一 0, 则 称 工 是 M 的 一 个 扭 元 (torsion); 若 不 存在 D 中 的 非 
零 元 a 使 cz 一 0, 则 称 工 是 M 的 一 个 自由 元 (free element). 

例 16.7.14 (1) 交换 群 作为 Z- 模 , 它 的 扭 元 就 是 它 的 有 限 
阶 元 . 
(2) Ú V ERF 上 的 向 量 空 间 , 它 的 每 个 非 零 元 x 都 是 自由 
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元 ,因为 Va( 隆 0) EF 都 有 a* x 去 0. 

(3) HV ERF E fn 维 向 量 空间 ,4 是 一 个 线性 变换 ,定义 
àa = Aa, W) V 是 一 元 多 项 式 环 FLA] 上 的 模 , 它 的 每 个 元 a 都 是 扭 
元 ,这 是 因为 V Æ n 维 向 量 空间 , 它 的 每 个 元 都 适合 次 数 不 超 过 n 
的 方程 f (4) (a)==0. 

定义 16.7.15 设 M 是 DD- 模 ,车 M 中 的 每 个 元 都 是 扭 元 , 则 
称 M 为 扭 模 (torsion module); # M 中 的 每 个 元 都 是 自 由 元 , 则 
称 M 为 无 扭 模 (untorsion module). 

TRA 16. 7. 14(2) 中 的 V 是 无 扭 模 ,而 例 16. 7. 14(3) 中 的 
FLA]J-V RHH. 

定理 16.7.16 É M 是 主 理想 整 环 D 上 的 有 限 生 成 模 torM 
是 M 的 一 切 扭 元 所 成 的 集 : 

torM=(y|y€ M: 3a(2Z20)€ D fa- y=0}, 
则 torM 构成 M 的 一 个 子 模 . 

定理 16.7.17 主 理想 整 环 D 上 的 任 一 有 限 生成 模 M 都 是 
它 的 扭 子 模 与 一 个 自由 子 模 的 直 和 . 

为 了 将 各 扭 模 作 更 深入 的 解剖 , 现 将 对 它 所 对 应 的 序 理想 的 
生成 元 必 作 素 因子 分 解 :d = ph: pp: … pir ,因而 有 以 下 概念 及 
性 质 . 

定义 16.7.18 设 p 是 主 理想 整 环 DD 的 一 个 素 元 , 模 M 中 能 
f p'y=0 对 某 个 上 EN 成 立 的 元 素 y 的 子 集 称 为 M 的 广 分量 
(p -component), H M, #7. 

EE 16.7.19 (1) 每 个 p -分 量 都 是 M 的 一 个 子 模 , 它 包含 
于 torM 之 中 ， 

(2) Ë 户 , 记 ,如 是 万 的 不 同 的 素 元 ,它们 的 对 应 poa 
必 是 独立 的 ( 见 定 义 16. 6. 4). 

定义 16. 7. 20 如果 一 个 循环 模 Dz 的 序 理想 annz=(p")(p 
EKT) ' 则 称 该 模 为 准 案 循环 模 (primary cyclic module). 
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将 循环 模 分 解 或 合成 时 ,它们 的 序 理 想 有 以 下 关系 ,这 些 关系 
式 是 将 扭 模 分 解 或 合成 的 依据 . 
定理 16.7.21 (1) # M= Dzr, 其 中 annz=(d) 且 <= gh. 
(gj) 一 1, 则 M= DyGD<=,: rB anny=(g),annz== (h). 
(2) # M= Dy 申 Dz, 其 中 anny= (g),annz= (h) m HB (g,h) = 
1, 则 M=Dz, 其 中 annz== (gh). 
因为 DD 是 主 理想 整 环 , 它 的 每 个 元 d( Ze) fE VF AE 
位 的 意义 下 都 可 作 唯一 分 解 (定义 15. 16. 1): 
d = pi prep“, 
其 中 p HKI. 运用 数学 归纳 法 即 可 得 
M = Dx, @ Dr; 中 …… BDz. 
这 里 的 annz, = ( p,“ ), 因 而 将 任 一 循环 扭 模 分 解 成 若干 个 准 素 循 
环 模 的 直 和 . 
定理 16.7.22 设 M 是 主 理想 整 环 D 上 的 有 限 生成 扭 模 , 则 
其 准 素 分 量 M* 除 对 有 限 多 个 素数 户 , 思 ,，… ,加 不 为 零 外 ,对 几乎 
所 有 的 M,=0, mE M=M, DM, DM, . 
将 基本 定理 中 的 循环 扭 模 用 准 素 循环 扭 模 的 直 和 表 出 即 得 如 
FEH. 
EE 16.7.23 任 一 有 限 生 成 扭 模 都 是 准 素 循 环 模 的 直 和 . 
例 16.7.24 由 上 可 得 到 主 理想 整 环 上 的 有 限 生成 扭 模 M 
的 两 种 形式 的 直 和 分 解 :一 种 是 M= Dz Dr OO Drz, ,其 中 
生成 元 x; 的 阶 理想 成 递 降序 列 : 
annzi Dannz2 DO Dannz,(¥0). 
车 令 annz; 二 (di), 则 有 d, ldi. 
另 一 种 是 
M= Dr. @ Dr BB Dz, 
BD Dr @ Drz @ = @ Dra, 


B oo 
Ð Dr @ Dr Q @ Dr, + 
其 中 Dr; 都 是 准 素 循 环 模 ,而 且 
annz = (p,% ),1 Qi<r,l<j<h,. 

由 定理 16.7. 21 可 知 , 扭 模 的 这 两 种 直 和 分 解 是 可 以 互相 转 
化 的 . 例如 设 有 限 Z- M( 实 为 有 限 交换 群 ) 的 第 二 种 直 和 分 解 是 
M = Zu @ Zu: Ð Zu: @ Zo, @ Zv: @ Zao, BP Zw. 

其 中 
annu, = (3%), annu; = (3 '),annu; = (3°); 
ann = (5°), annv: 一 (54); 
annw = (7), annw, = (7°). 
这 个 有 限 模 (有 限 交 换 群 ) 的 阶 二 3?。55 。74. 
按 定理 16.7. 21(2) 有 
M = Zx, @ Zr: @ Zr, 
其 中 Ti = u sT: = us + +w s3 = us +u +u. 并 有 
anng, = (3* e 54 e 7°), Hh 3t 。54 。 7 是 上 述 零 化 子 表 中 各 
素 元 方 军 的 最 小 公 售 元 ; 
annz;=(3' + 5° + 7), £B 3° + 5° + 7 是 上 述 零 化 子 表 中 去 
掉 34 ,5 ,7 后 莘 余 各 素 元 方 军 的 最 小 公 倍 元 ; 
annzl 一 (3 ), 其 中 3: 是 最 后 剩余 的 素 元 方 军 . 
从 而 annz, DƏannz;, Dannz;. 
反之 如 果 先 有 第 一 种 直 和 分 解 , 亦 可 运用 定理 16. ?7.21(1) 将 
其 化 成 第 二 种 形式 . 
最 后 可 回答 本 段 开 始 时 提出 的 模 的 直 和 分 解 是 否 唯一 的 问 
题 ,有 以 下 定理 . 
不 变性 定理 16.7.25 设 M 为 主 理想 整 环 D 上 的 有 限 生成 
模 , 它 有 如 下 两 个 直 和 分 解 : ' 
M= Dz, @ Dz: @ --- @ Dez, 
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= Dx, @ Dw: PB Dw, 
其 中 annz Dannz; D=- Dannz,, 
ann xo, Dann w De Dann vw, 
并 且 式 中 没有 等 于 零 的 项 , 则 
s = t. 
并 且 annz;=ann w, (li<;s). 

由 不 变性 定理 可 见 ; 模 的 第 一 种 直 和 分 解 中 的 各 阶 理想 及 扭 
模 的 第 二 种 直 和 分 解 中 的 准 素 循环 子 模 都 是 不 变 的 ,因此 有 如 下 
概念 和 定理 . 

定义 16.7.26 (1) 在 模 M 的 第 一 种 直 和 分 解 中 不 变 的 阶 理 
想 序 列 annz ,annz: ,… 称 为 M 的 不 变 因 子 理想 (invariant factor 
ideal). 

(2) EHE T 的 第 二 种 直 和 分 解 中 ,不 变 的 准 素 循环 子 模 的 
阶 理想 M, RA M 的 初等 因子 理想 (elementary divisor ideal). 

定理 16.7.27 C) 主 理想 整 环 D 上 的 两 个 有 限 生成 模 M. ， 
M: 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 变 因子 理想 . 

(2) 主 理想 整 环 D 上 的 两 个 扭 模 T， ,T* 同 构 的 充分 必要 条 件 
是 它们 有 相同 的 初等 因子 理想 . 

例 16.7.28 (1) 4 D=Z 时, 它 的 任 一 理想 都 有 唯一 的 非 负 
生成 元 ; 当 D==F[], 其 中 下 是 域 时 , 它 的 每 个 理想 由 0 或 一 个 首 
1 多 项 式 ( 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ) 生 成 ,因而 它们 的 不 变 因子 理 
想 及 初等 因子 理想 均 可 用 这 些 生成 元 代替 ,并 分 别称 为 各 模 的 不 
变 因 子 及 初等 因子 . 

(2) 设 D=RLHj],M 是 刀 上 循环 模 的 直 和 ,它们 的 阶 理想 是 
由 多 项 式 (一 1 A? 1), AAH, AHD AH) E 
成 的 理想 . 则 它 的 初等 因子 为 (和 十 1)? ,CX 十 1)?,( 和 十 1)1 ,4 一 1， 
(一 1) ,4 十 2; 它 的 不 变 因 子 为 d= d, =I (4 一 1)， 
d,=(Q*+1) Q — 1): (QA +2). 
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16.8 应 用 


模 论 主要 应 用 于 交换 群 理论 及 线性 变换 理论 ,本 节 仅 讨论 模 
论 在 交换 群 理 论 中 的 应 用 . 

将 有 限 生 成 模 理 论 应 用 到 主 理想 整 环 DD=2Z 的 场合 上 去 , 则 
M 是 具有 有 限 多 个 生成 元 的 交换 群 (特例 为 有 限 群 ), 基 本 定理 
16.7. 11 断言 :任何 有 限 生成 的 交换 群 M 都 是 循环 群 的 直 和 : 

M= (a) @ (z) BB <z), 

其 中 annz:=(d;), H d, |d; |+ | d,. 34 4,280 Bf, | d, | E =, B5 Et; 4 
d,=0 时 ,z; 的 阶 为 无 限 大 . 

M 的 扭 子 群 是 由 M 的 有 限 阶 元 构成 的 ,在 上 述 分 解 中 它 与 分 
解 (z1) 十 (zz) 十 … 十 (多 ) 一 致 ,其 中 di >00, d, >0, 4 di 一 
0，……d: 一 0. 由 于 | (z) | = d, G< r), Pr Í torM ERK d, ° 
d: + + + d ARRE. 定理 16. 7.17 则 断言 ,每 个 有 限 生成 的 交换 
群 是 一 个 有 限 群 与 一 个 自由 群 的 直 和 . 在 任何 分 解 中 有 限 部 分 都 
像 扭 子 群 一 样 被 唯一 确定 ;至 于 自由 群 部 分 可 以 不 是 唯一 的 ,但 它 
的 秩 却 是 不 变 的 . 

运用 扭 模 分 解 为 准 素 循环 模 直 和 的 理论 可 得 : 任 一 有 限 交换 
群 都 是 若干 个 阶 为 素数 方 短 的 循环 群 的 直 和 ,这 些 率 数 方 害 连 同 
其 重复 度 都 是 唯一 确定 的 , 称 它们 为 这 个 有 限 群 的 不 变量 ,显然 两 
有 限 群 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 不 变量 时 同 构 . 

至 此 可 总 结 如 下 . 

定理 16. 8.1 (1) 任何 有 限 生成 的 交换 群 都 是 一 个 有 限 群 
〈 即 它 的 捏 子 群 ) 与 一 个 自由 群 的 直 和 ,该 自由 群 的 秩 是 一 个 不 
变量 . 

(2) 任何 有 限 交 换 群 都 是 若 于 个 阶 为 素数 寡 的 循环 群 的 直 
和 ,这 些 阶 连同 它们 的 重复 度 都 是 唯一 确定 的 ,并 且 在 “两 个 有 限 
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交换 群 同 构 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 不 变量 集 " 的 意义 下 ,它们 构成 
一 个 完全 不 变量 集 . 
例 16.8.2 利用 上 列 结果 决定 几 个 有 限 群 的 构造 如 下 : 
(1) 4 阶 交 换 群 只 有 两 种 构造 ,因为 4 二 2 ,其 不 同 的 素数 客 
因子 只 能 有 两 种 组 合 方式 :2,2 及 2*. 故 4 阶 交换 群 有 如 下 两 个 : 
Mi” 一 Z: 中 Z， (Klein 4 元 群 ) 
M? =Z, (4 阶 循环 群 ) 
注 : 这 里 Z Z DEIR 2 与 模 4 的 同 余 类 加 群 . 这 些 群 的 运 
算 根据 直 和 定义 应 归结 到 这 些 同 余 类 群 中 去 . 以 下 各 例 均 同 . 
(2) 6 阶 交 换 群 只 有 一 种 构造 ,因为 6 一 2X3, 其 素数 寡 因 子 
只 有 一 种 组 合 方式 :2,3. 
所 以 M, =Z; Z,. 
(3) 24 阶 交换 群 有 3 种 构造 .因为 24 二 2: - 3=8 - 3= 
2。，2。2。3 一 4。2。3, 故 
M? =Z (DZ; , 
M: =Z, @z, bz, ,. 
M? =Z @Z,G7.. 
(4) 360 阶 交换 群 的 构造 有 6 种 ,这 是 因为 360=2: - 32. 5, 
所 以 
Miso = Z-Z: DZ 9 
Mii =2, DZ; DZeo , 
Seo = Ze Zeo » 
Mi =2Z,PZis , 
Miis = Z: Ziz . 
M; = Zao. 
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17 域 上 的 代数 


和 模 的 构成 相似 , 域 上 的 代数 由 作为 基 集 的 环 R 与 作为 其 算 
FROR F 构成 ,就 R 的 加 法 和 算 子 乘法 来 说 它 是 域 玉 上 的 向 量 
空间 ,它们 间 还 保持 着 一 定 的 乘法 关系 . 由 于 作为 出 发 点 的 公理 的 
不 同 , 域 上 的 代数 又 可 分 成 结合 代数 和 非 结合 代数 两 大 类 , 计 有 外 
代数 、 李 代数 、 约 当代 数 , 合 成 代数 、 交 替代 数 , 弹 性 代数 ,结合 可 除 
代数 等 等 . 本 章 重 点 介绍 结合 代数 及 结合 可 除 代数 并 简略 介绍 李 
代数 及 约 当 代数 . 


17. 1 合 代数 的 定义 及 例子 


定义 17.1.1 $ F EHAA) M associative algebra) A 
由 一 个 环 44; 十 ,。;0,1) 及 下 上 的 一 个 向 量 空间 A 构成 ,其 基 集 
4 及 加 法 与 零 元 “0" 在 环 中 及 在 向 量 空间 中 都 是 一 致 的 ,而 对 于 
a€ F K z,y€ A, 则 有 

a(zy) = (ar)y = z(ay). 

若 A 是 忆 上 的 有 限 维 空间 , 则 称 该 代数 是 有 限 维 的 . 一 般 情 
况 ,各 代数 仍 用 其 基 集 A 表示 . 

例 17.1.2 (1) É F ÆRE HFR, E E F 上 的 一 个 向 
量 空间 ,这 是 因为 对 于 a€ 下 及 wuE 玉 ,只 要 按 下 中 元 素 的 乘法 规 
定 算 子 乘法 au 即 可 ;已 当然 是 一 个 环 , 又 在 向 量 空间 与 这 个 环 间 
有 相同 的 加 群 . 此 外 还 有 a(uv)=(au)v=u(av) (a€E F,u.vE E), 
F E RF 上 的 (结合 ) 代 数 . kai E 可 能 是 有 限 维 的 也 可 能 是 无 
限 维 的 ,这 完全 由 EE 是 下 的 有 限 扩 域 或 无 限 扩 域 而 定 . 
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(2) 设 FLzj] 是 域 已 上 的 一 元 多 项 式 环 ,在 此 环 结构 上 按 环 的 
乘法 规定 算 子 乘法 cf(z)(eE 开 ,Frz)eEF[zr]); 加 法 与 0 在 两 种 
结构 上 仍 照 旧 , 则 它 又 有 了 向 量 空 间 结 构 , 此 外 还 有 

a(f(z)g(z))=(af(z))g(z)= f(r) (ag(r)), 
故 FLz] 构 成 下 上 的 一 个 (结合 ) 代 数 . 这 个 代数 显然 是 无 限 维 
的 ,因为 构成 生成 元 的 无 限 集 {1,z,xzx*，…) 在 F[z] 上 是 线性 无 
关 的 . 

(3) 设 M,() 是 域 玉 上 的 nXn 和 矩阵 环 , 对 于 YaEF 及 M= 
(Cm) 规定 AM 二 (amy), 则 M,(F) 又 有 了 下 上 的 向 量 空间 结构 . 令 
矩阵 af 二 diagtaya,…,a), 则 alI? 属于 环 M,CF) 的 中 心 , 故 af 可 
与 每 个 矩阵 交换 ,因而 

a(MN)= (al)MN = (aM )N 
= (M(aD )N = M(aN), 
即 a(MN)= (aM) )N = M(aN). 

故 M,(F) 构 成 眉 上 的 一 个 有 限 维 代数 ,由 下 个 矩阵 单位 e, 
构成 的 有 限 集 {ej 1i,j 二 1,2,…,n} 就 是 它 的 基 . 这 个 代数 称 为 域 
F 上 的 矩阵 代数 . 

(4) 有 限 群 G 在 下 上 的 群 代数 ” 设 下 是 一 个 域 ,G=!s 一 1， 
52，"… ,ss) 是 任 一 有 限 群 , 作 


F[G] = (S ai; la €F}, 
且 规定 加 
Fas: = 0ea fü 
按 通常 方法 规定 F[G] 的 元 的 加 法 及 与 F 0935008 F REY 
后 , 即 知 FLGJE 民 上 的 一 个 向 量 空间 ,其 基 为 fa ,5 vs) 


D 呀 中 的 工 是 单位 矩阵 . 


进而 规定 FLC] 的 乘积 为 
(>)aist)( > 0 ) = Brab; Css), 
则 可 证 明 FLGj 是 域 上 的 结合 代数 . 

(5) 可 在 某 些 环 中 利用 这 些 环 的 中 心 C 是 一 个 域 的 事实 将 它 
ERC 上 的 代数 . 

由 于 代数 是 两 栖 的 , 它 既 有 向 量 空 间 的 结构 又 有 环 的 结构 , 因 
此 这 两 个 结构 中 所 有 的 概念 可 以 平行 地 移植 到 代数 里 去 . 

定义 17.1.3 (1) 如 果 代数 A 中 的 一 个 子 集 B 既是 环 A 的 
子 环 又 是 向 量 空间 4 的 子 空 间 , 则 称 B 为 A 的 子 代 数 
(subalgebra). 

(2) 设 S 是 代数 A 的 一 个 子 集 ,A 的 所 有 包含 S 的 子 代 数 的 
交集 称 为 由 5S 生成 的 子 代数 (subalgebra generated by # s), }Ħ 
F(S) 表 示 . 

定理 17.1.4 (1) A 的 若干 个 子 代 数 的 交集 仍 是 4 的 子 
代数 . 

(D 设 S 是 代数 A 的 子 集 , 则 F(S) 是 1 与 单项 式 s s, … 
s, (5i ES) 的 所 有 FREAAK, B 

F(S) = (a,1 + Daigas “si | ao taym, € F). 

定义 17.1.5 设 了 是 代数 4 的 子 集 , 如 果 它 既是 环 4 的 理 
想 , 又 是 向 量 空 间 A 的 子 空 间 , 则 称 为 代数 4 的 理想 (ideal of 
algebra A). 

定义 17.1.6 设 了 是 代数 A 的 理想 , 则 可 得 商 环 A/I 及 差 向 
量 空间 A/1, 二 者 结合 所 构成 的 代数 称 为 关于 理想 工 的 商 (或 差 ) 
代数 (quotient/difference algebra). 

定义 17. 1.7 如 果 由 代数 A 到 代数 B( 二 者 在 同一 域 上 ) 的 
映射 既是 环 同 态 又 是 线性 映射 , 则 称 该 映射 为 代数 同 态 (algebraic 
homomorphism). 
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类 似 地 可 以 定义 代数 的 单 态 射 满 态 射 \ 自 同 态 及 自 同 构 . 

定理 17.1.8 (1) v:arra 十 I 是 A 到 A/T 的 一 个 标准 满 态 
射 (canonical epimorphism). 

(2) 设 S 是 代数 A 的 一 个 生成 元 集 , 加 及 E ARB 的 两 个 
代数 同 态 , 且 VsES 都 有 九 (*) 一 六 (*) , 则 9 = m. 

定义 17.1.9 设 7 是 A 到 中 里 的 代数 同 态 , 则 集 K— n ' (0) 
构成 A 的 一 个 理想 ,该 理想 称 为 7 的 核 , 记 为 ker, 

可 以 证 明 : 车 1 是 包含 于 K = kern 的 一 个 理想 , 则 可 诱导 出 
H A/IA) B 里 面 的 同 态 7 使 得 7(a 十 1)= 二 7(a), 这 时 在 7 与 7 间 
有 如 下 关系 : 

1= m. 

其 中 vy 是 A 到 A/I 上 的 标准 同 态 . 


17.2 外 代数 


外 代数 是 H. G. Grassmann 于 1844 年 提出 的 一 种 结合 代数 ， 
它 在 几何 中 特别 是 在 行列 式 理论 中 有 重要 的 应 用 ,由 它 可 以 推出 
行列 式 的 主要 性 质 , 例 如 可 乘 性 及 Laplace 展开 式 定理 以 及 建立 
可 换 环 上 的 行列 式 理论 . 但 由 于 这 些 理论 早 在 线性 代数 中 用 初等 
手段 实现 ,本 节 不 再 讨论 而 仅 介绍 外 代数 的 主要 性 质 及 运算 公式 . 

定义 17.2.1 设 V 是 下 上 的 有 限 维 向 量 空间 ,A 是 由 它 生 成 
的 代数 ,车 对 于 VYvE€EV 都 有 v= 二 0, 则 称 A 为 向 量 空间 V 的 外 代 
数 (exterior algebra) 并 用 ECV) 表 示 . 

下 面 考察 外 代数 E(V) 的 构造 :根据 前 节 由 V 生成 的 代数 的 
定义 ,E(V) 的 每 个 元 必 是 1 与 单项 式 vivo…wi 的 下 -线性 组 合 ,其 
中 二 1,vEV. 车 设 {u1 sw，…,u,} 是 V 的 基 , 则 ECV) 的 每 个 元 
是 1 与 含 u 的 单项 式 的 -线性 组 合 . 

定义 17.2.2 在 单项 式 u, u, u, th. i <i, <<, , M 

- 361 ° 


称 元 为 标准 单项 式 (standard monomial). 
根据 外 代数 定义 中 的 条 件 只 =0, 有 以 下 定理 ， 
定理 17.2.3 (1) 由 一 0; 
(2) uu, =— ujui SKi jn; 


(3) u, u, e u, = (SO) u, u, * u. RP o= 


z 


(bop “smp=1 或 -1 根据 是 偶 排 列 或 厅 排 列 而 定 . 


定理 17.2.4 下 上 的 有 限 维 向 量 空间 V 的 外 代数 EC(V) 的 每 
个 元 都 是 1 及 标准 单项 式 wi u, u, (G <i, <... <i,)B0 — 4 fE 
组 合 , 由 于 这 些 元 可 能 有 相等 的 及 线性 相关 的 ,E(V) 的 元 数 必 不 
超过 集 N= 二 {1,2,…,n} 所 能 构成 的 子 集 { 记 ,i,，… ,i,) 的 个 数 , 因 
而 dimE(V)< |S( N) | =2". 

以 下 考虑 E(V) 的 两 个 单项 式 的 乘法 : 设 单项 式 u = u, u, … 
u, G <i <<) E S= {i siri, ,并 对 stEN 规定 


1, # s< 
“1 车 s= 1; 
=i, Rri 
而 对 S,TC N 则 规定 
a # S= g BET= Ø; 
EsT = 14:cSieT 
1, 车 S 或 T= Ø. 


按 此 规定 可 得 : 
# T #@,T,#=@, R T, NT: = ZR, WIJ 

es rin SE SS m P Es yu 

ep Ur K er ss ey. 
现 规定 E(V) 的 两 个 单项 式 xs 与 ur 的 乘法 是 

USUT = €s.TUSUT. 
下 面 再 看 E(V) 中 任意 元 的 乘法 :为 了 书写 简便 ,将 ECV) 的 
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TRR >，asS 的 形式 (asE F) ,并 规定 


ss 
(DasS) (BD)6rT)= >)esrasbor(S U T). 
则 可 以 证 明 E(V) 对 于 这 样 的 规定 确 可 构成 结合 代数 ,元 1 及 
u, u, "u, 作成 它 的 基 , 故 其 维 数 为 2". 
关于 VV 的 外 代数 有 以 下 定理 . 
定理 17.2.5 H LEZHE V 到 代数 A 中 的 线性 映射 ,满足 
YvEV(Lv)? =0 成 立 , 则 工 可 以 唯一 的 方式 扩张 成 为 外 代数 
E(V) 到 A 中 的 同 态 7( 工 )， 
定理 17.2.6 设 U 是 V 的 子 空间 , 则 E(V) 中 由 U 生成 的 子 
空间 同 构 于 ECU). 
定理 17.2.7 # L J] V 的 线性 变换 , 且 (LE ECV) 的 由 工 
确定 的 自 同 构 , 则 
71) = 1,m(LiL,) = KL) NL,), 
E£ L 是 双 射 时 ,nL) 是 一 个 自 同 构 . 
定理 17.2.8 设 E(V) 是 空间 V 的 外 代数 , 则 E(V) 有 以 下 
直 和 分 解 : 
E(V) = Vv@ v: OVO @ V", 
其 中 是 由 各 r 次 标准 单项 式 u, eu, usust su) E V 的 一 


组 基 ) 生 成 的 空间 , 且 其 维 数 dimV” = (”). ( (”) 是 个 «所 能 构 


成 的 + 次 单项 式 的 个 数 ). 


17.3 结合 代数 的 正则 矩阵 表示 


在 16.4 节 中 介绍 了 加 群 上 的 及 模 上 的 自 同 态 环 , 本 章 将 介绍 
由 向 量 空间 的 线性 变换 构成 的 代数 ,使 得 任意 结合 代数 都 与 它 的 
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-个 子 代数 同 构 , 因 而 在 理论 上 保证 了 任意 结合 代数 的 可 表示 性 . 

定理 17.3.1 设立 是 域 F 上 的 向 量 空间 ,V 的 线性 变换 的 集 
EndrV=Homr(V,V) 关 于 通常 意义 下 的 变换 的 加 法 与 乘法 (定理 
16. 4. 1) 以 及 如 下 规定 的 数量 乘法 al. =avL ==Lav 构 成 结合 代数 . 
其 中 acEF,LEEndrV( 即 工 是 Y REW H), ay: xaxa V 
证 明 av 也 是 V 的 线性 变换 ). 

定义 17.3.2 定理 17. 3. 1 中 的 代数 End, V f 3 3& F EA 
向 量 空间 V 的 线性 变换 的 (结合 ) 代 数 . 

现 仿 照 16. 5. 2 节 , 利 用 下 上 的 矩阵 来 研究 EndrV 中 的 线性 
变换 及 其 性 质 : 设 下 上 的 V 是 一 个 维 向 量 空 间 , (uu, u.) 
ECHE, L € EndrV ,而 关于 此 基 的 变换 方程 及 和 矩 阵 分 别 是 


Lu, = PLu,G = 1,2,… yn) RA = (性 ); 今 取 另 一 基 { ,下 


jml 


v,) > É v, = Saa G= 1,2,…,n) WJ H T = (c, ) J: n] i⁄ H , WJ f 
j=l 


似 矩 阵 TAT” E E 关于 基 {m yy 的 矩阵 . 
定义 17.3.3 设 线性 变换 工 关 于 基 {u,} 的 矩阵 为 人 一 GL), 
则 fA) = det(A — A) = 2" — (71, )2" + + (— 1)" detA #£ 


为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 (characteristic polynomial) jd 称 为 
A 的 迹 (trace) ,用 trh 表示 ;行列 式 detA 称 为 A 的 范 数 (norm). 
定理 17.3.4 O) EEM 与 4 相似 ( 即 M=TAT'), 则 它 
们 有 相同 的 特征 多 项 式 ,因而 亦 有 相同 的 迹 和 范 数 . 
(2) tr(A, 十 4: ) 一 tr4A +trA; , 
tra4 =atrA. 
(3) detA: A: = detÀ, * detA: , 
deta4 =a"detA. 
定理 17.3.5 从 End,V 到 (在 同一 基 下 ) 和 矩阵 代数 M, (F) h 
* 364 。 


的 映射 6:L 一 A 是 一 个 环 反 同 构 , 即 o 是 双 射 而 且 若 o:L 一 Al， 
LA: WI] 
s:L,+L,—A:+A,í ,Li * LA: * A. 
定理 17.3.6 任 一 (结合 ) 代 数 A 均 同 构 于 下 上 的 向 量 空间 
A 的 线性 变换 代数 Endr4 的 一 个 子 代数 . 
以 下 介绍 代数 的 表示 问题 . 
定义 17.3.7 下 上 的 代数 A 到 下 上 向 量 空间 V 的 线性 变换 
代数 End: V 中 的 一 个 同 态 称 为 A 的 一 个 表示 (representation ). 
定义 17.3.8 对 于 代数 A 的 每 个 元 x 使 End, A 的 
u,:z=uz(z=€ ASLIE, W oumu RAA 的 一 个 正则 表示 
(regular representation). 
定义 17.3.9 在 代数 A 用 线性 变换 表示 的 前 提 下 , 若 用 与 
EndrY 反 同 构 的 M,(F) 的 矩阵 代替 , 则 此 同 态 称 为 A 的 矩阵 表示 
(matrix representation). 
定义 17.3.10 有 限 维 代数 A 的 与 正则 表示 联系 的 矩阵 表示 
称 为 A 的 正则 和 矩阵 表示 (regular matrix representation). 
例 17.3.11 (1) 可 以 证 明 四 元 数 除 环 H ( BL 15. 2. 2 节 ) 构 
成 数 域 R 上 的 一 个 结合 代数 , 称 为 Hamilton 的 四 元 代数 , 它 在 R 
上 的 维 数 为 4, {1,i,i,k} 构 成 它 的 基 , 其 乘法 表 如 例 15. 2.6 所 示 . 
任 取 x 一 ao 十 aii 十 azj 十 cskE H, J 
u» l= as +aii + a:j +a;k, 
us i=— a: +ai+a;j—a:k, 
U* j=— a: 一 ai 十 aoj 十 ck， 
u » k=— a: 十 ai 一 aij 十 aok- 
对 应 的 矩阵 表示 是 
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A(u) = ， 
a; as a — a 
3 —a a, ao 
(注意 这 里 已 将 系数 矩阵 转 置 1) 
经 过 计算 可 以 求 得 迹 及 范 数 为 
T(u)= 4ao， 


N(u)= (a +a +a? +a’ Y. 

(2) 设 A=F[uj, 其 中 是 下 上 的 代数 , 且 其 最 小 多 项 式 为 
p(z)=<xz"—a,-iz"” 一 … 一 Qo; 则 A =< F [z J/p (z) (E 
15. 11. 8) , 现 取 基 {1,u,…,u”'), 则 因 

ul =u, 


us u= u, 


usul = u =a Haute Hanu. 
故 其 正则 矩阵 表示 是 
9 0 0 = 0 ao 
1 0 0 … 0 ai 
pu)=|0 1 9 = 0 a 
C l qa 
作为 特例 , 现 取 f(x) 二 xz" 一 1, 则 容易 求 得 最 小 多 项 式 为 
y=yo yau yau oy, ul, 


p(y) = | x: y Ve eb 


nmi Yre? Yes | Jo 
(3) 设 A 是 基 为 {elyez,……e'} 的 代数 ， 而 且 e? == Se 


ee; = 0G Z j). 现 设 x = Y] xe, , 则 由 此 基 确定 的 


p(x)= diag{ Ti ,z; ,*** £n) 


Ta 


17.4 非 结 合 代数 . 李 代 数 及 约 当 代数 


17.4.1 非 结 合 代数 


本 节 介 绍 的 非 结 合 代数 是 指 对 乘法 结合 律 不 作 要 求 的 代数 ， 
因此 它 可 以 是 结合 的 或 是 不 满足 乘法 结合 律 的 代数 ,本 节 介绍 的 
李 (Lie) 代 数 和 约 当 (Jordan) 代 数 都 是 不 满足 乘法 结合 律 的 . 此 外 
还 有 弹性 代数 (elastic algebra) 、 合 成 代数 (composition algebra), 
交错 代数 (alternative algebra) 等 . 

定义 17.4.1 车 域 民 上 的 向 量 空 间 A 有 双 线性 的 二 元 运算 
(z, yzy 使 

《zl + zx:)y= myt ty, 
z(y: +y) = Tyi + y2» 
a(zy)= (ar)y 一 工 (ay). 
则 称 A HRF 上 的 非 结合 代 数 (non-associative algebra). 
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将 此 定义 与 定义 17.1. 1 对 比 ,可 以 看 出 ,那里 要 求 A 是 一 个 
环 ,根据 环 的 定义 它 具 有 乘法 而 且 满足 结合 律 ,这 个 要 求 在 本 定义 
中 是 没有 的 . 

17.1 节 中 各 例 的 结合 代数 当然 都 是 非 结合 代数 ,它们 各 自 的 
乘法 就 是 这 里 的 双 线性 的 二 元 运算 . 

以 下 将 分 别 介绍 不 满足 乘法 结合 律 的 非 结合 代数 . 


17.4.2 李 代 数 


定义 17.4.2 设 域 玉 上 的 非 结合 代 数 工 内 的 二 元 运算 [zy] 
(或 [zt,yj) 满 足下 列 两 个 条 件 : 

(1) [zz=]=0, 

(2) [[z=y]Jz]+[[yz]z=]+[[=zz]Jy]J=0, 
则 称 工 为 域 下 上 的 李 代 数 (Lie algebra). 

$ 关于 定义 的 两 点 说 明 : 

1) 条 件 (1) 在 特征 取 2 的 域 F 上 是 与 以 下 条 件 等 价 的 : 

© [zyj= 一 [yz]  ”( 反 交换 性 ). 

这 是 因为 :由 的 一 (1) 是 显然 的 ,只 要 令 y=+ 得 2[zr]=0 及 
由 下 的 特征 关 2 即 可 得 到 ;反之 , 若 在 (1) 中 将 z 二 y 代 xz 并 按 分 
配 律 展 开 即 得 

0 =[(r=+y)(z=+y)]=[<z=z=]+[=zy]+[yz]+ yy] 

一 [zy] 十 [yz]， 

从 而 [zy]= —[ yz]. 

2) 条 件 (2) 称 为 雅 可 比 (Jacobi) 恒 等 式 , 它 的 第 2,3 项 是 由 第 
1 项 经 过 zyy,z 的 循环 置换 得 到 的 . 

例 17.4.3 (1) 设 A 是 域 玉 上 的 任 一 结合 代数 ,在 向 量 空间 
A 内 定义 交换 子 乘积 [ry] 二 zy 一 yx 就 能 将 它 构 成 李 代 数 A- ,这 
是 因为 [xx]==xzr 一 xz=0, 而 且 . 

[Lzy]z]= (zy — yz)z— z(zy — yz) 
* 368 + 


= ryz — YTZ — zry + zyz + 
[[yzjzj= (yz — zy)z — r(yz — zy) 

= yzz — zyz — zyz + zzy, 
[[==]y]= (zz — zz=)y — y(zr — xz) 

= zty — zzy — yzz + yrz. 

把 三 式 相 加 即 得 雅 可 比 恒等式 . 

特别 地 , 令 M,(R) 代 表 实 数 域 R 上 的 ”xz 和 矩阵 构成 的 结合 
代数 , 若 在 其 中 引入 交换 子 乘积 LXY]=XY 一 YX, 则 可 得 李 代 数 
M,(R) . 

又 如 A 是 域 下 上 的 任 一 非 结 合 代 数 ,4 作为 向 量 空间 时 的 全 
体 线性 变换 的 代数 EndrA 亦 可 类 似 地 构成 一 个 李 代数 EndrA , 
这 只 要 在 其 中 引入 交换 子 乘积 

[L,L,] = LiL: — L;L,. 

此 外 ,还 可 利用 李 代 数 的 子 代数 构成 新 的 李 代数 . 下 面 就 上 例 
中 的 两 个 具体 李 代数 说 明 这 种 构 作 法 . 对 于 子 李 代数 的 意义 按 通 
常 的 子 结构 的 意义 理解 , 即 李 代数 工 关于 它 的 所 有 运算 (其 中 包 
括 交换 子 乘积 ) 均 为 封闭 的 非 空子 集 所 构成 的 子 代数 结构 . 

(2) 结合 代数 A 的 一 个 反 自 同 构 1:zr=z, 如 果 满 足 产 一 1， 
则 称 7 为 对 合 (involution). 例如 A=M,(F) 的 转 置 映射 t: X 
'X(X€ M,(F) ) 就 是 一 个 对 合 ; 又 如 M,(CF) 的 元 S 到 一 $S 的 映射 
J:S——S 也 是 ,满足 这 个 条 件 的 元 称 为 j- T -skew element), 
Bp S= —S 的 元 . 今 令 SKA, DRR A 的 六 斜 元 $ 所 成 的 集 , 则 当 
S,,S, € SK(A,j) ai sa: EFH 时 a1S+asS; € SK(A,)) 及 [S'S, Je 
SK(A,7), 这 是 因为 

a,S, Ta;S; =a, S; +a,S, =a, (— S1) +a: (— S) 

=—(aS, +a;S;), 

[S,s,]=S;S;—S;S,=S,S, —S, S; 
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一 (一 $: )( 一 $ )—(—S,)(—S,)= -—(S,S, —S;S, ) 
一 一 [SS: ]. 
故 SK(A, 站 是 A- 的 一 个 子 李 代 数 , 因 而 也 是 李 代数 . 
(3) 在 李 代 数 EndrA” 中 定义 A 的 微分 DD 为 A 到 A 的 满足 
下 式 的 线性 映射 : 
DCzy) 一 (Dz)y 十 z(CDy) (CryyEA)， 
取 A 的 微分 所 成 的 集 DerA, 则 可 证 : 
# Di,D;,€ DerA,a€EF, 则 Di + D, € DerA K aD € DerA. 
LA D, D: (zy) 王 Di(CD:z)y 十 zCD:y)) 
=(D,Dz)y+(Diz)(D,y)+(D;xz)(Di y) 
+z(D.,D,y) 
K(Diz)(D,y)+ (D, z)(D, y) % +: Di,D: 的 对 称 性 及 反 交 换 性 
知 此 和 为 零 ,因而 Di D, € DerA. k DerA 作成 EndrA- 的 一 个 子 
代数 , 称 为 非 结 合 代 数 A 的 微分 代数 (derivation algebra). 
定理 17. 4.4 李 代数 的 交换 子 乘积 不 满足 结合 律 . 该 定理 可 
用 反 证 法 证 明 : 若 L[Lzyjz] 王 [z[ysx]], 则 必 有 [>[zz]]=0. 今 取 
A 二 Mi(F) ,从 中 取出 X=Y=E, Z= En , 则 [YLXZ]]= —2E,, Z 
0. 这 就 证 明了 它 不 满足 结合 律 . 


17.4.3 约 当 代数 


定义 17. 4.5 ”一 个 特征 天 2 的 域 上 的 非 结合 代 数 ,如 果 它 
的 乘法 z . y( 通 称 为 约 当 乘积 或 反 交换 子 ) 满 足以 下 法 则 : 

(1) =+ y=y ° zx, 

(2) (x°? + y) + z=<zx`° + (y + z), HP r? =< .xr, 则 称 该 
代数 为 域 F E B£ 34 Ç 88 (Jordan algebra). 

FE: (2)rh £ J 35E09 38% WL 8 ` ”号 ,表示 若干 个 相同 的 


元 作 约 当 乘 积 的 结果 ;该 等 式 称 为 约 当 人 恒等式 , 它 表 示 一 种 特殊 的 
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“结合 律 ”. 
例 17.4.6 (1) 在 任 一 特征 不 为 2 的 域 已 上 的 结合 代数 A 
中 引入 称 为 反 交换 子 的 约 当 乘积 : 


工 。y 一 Tay + yz), 


则 确定 约 当 代数 A+ :因为 这 个 乘积 显然 是 可 交换 的 , 故 有 (1); 至 
于 它 适合 法 则 (2) 可 以 通过 直接 验证 得 到 : 


(z? e y) * z =([(= * z) * y] ° z) = (==. y) = 
x 


= e y) e an TOE, £ 


= + 224E ) 


1 
2 
= G'yz-+yz +m y+ryzb). 

同 法 可 证 

z?’ e (y z)=T(z'yz+zm yt yr +yz). 
Klr? + y) + z===<='`2 + (yer) MAMOT. 

(2) 还 可 利用 上 述 约 当代 数 At 的 子 代 数 构成 约 当 代数 . 例如 
设 A 有 一 对 称 j( 例 17.4.3(2)) 时 , 则 由 A 的 j- 对 称 元 ;(A 的 满 
R s= j(s)=s 的 元 ) 组 成 的 集 Sym(A,j) 构 成 一 个 子 约 当 代数 . 这 
是 因为 如 果 抽 ,hs € Sym(A, j) H a sa € F, IJ h = lah, Farh) = 
aih, + a, hç = a) hi + as hx = h, PF VA Sym(A,j) 构 成 子 空间 ; 又 


ESE h), h, € Sym (A, j), H| A = k * ha = F Chha thh) š 
TQ mth hO) = + (hh Hhh) =h * 有 二 有 ,所 以 加 hs 


Sym(A,j). 
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所 以 Sym A, DHIR A- 的 子 空间 . 

下 面 介 绍 约 当代 数 的 一 些 运算 法 则 : 

定理 17.4.7 约 当 代数 的 乘法 不 满足 结合 

本 定理 可 利用 的 Jordan 乘积 二 y=} (ryty) 直接 计算 证 


明之 ,经 计算 得 


(x + y)» z= Tryz + yrz + zry + zyz), 
xe (y ° z)= Fayz + zzy + yzz + zyz), 
FFLAT + y) + z— z+ (y+z)= Cr+ zry 一 zzy — yzz) 


= +[y[==J1. 


后 者 是 李 代 数 的 交换 子 乘积 ， 它 不 满足 结合 律 ( 定 理 
17. 4. 4) ,因而 Jordan 乘积 也 是 不 满足 结合 律 的 . 

利用 交换 子 乘积 [] 与 约 当 乘积 “ 。 ” 间 的 以 上 关系 及 雅 可 比 恒 
等 式 (定义 17. 4. 2(2)) 可 得 如 下 公式 . 

公式 17.4.8 (x° y). z=. We zy e z) e z—y* (z * z) 
+(z* z) * y—z * (z * y)=0 

利用 归纳 法 可 得 如 下 公式 . 

公式 17. 4.9 WAAR k, LEN, M 

it e E i 

EX 17.4.10 设 z,y,z 是 非 结合 代数 A 的 任意 三 个 元 , 则 
[z,y,z]=(zy)z—=(yz)fR38 Z, y,z 的 结合 子 (associator). 

利用 结合 子 可 将 Jordan 恒等式 表 成 下 式 ， 

[ryz] = 0. 
可 以 证 明 ， 结 合子 是 一 个 三 重 线性 函数 , 即 它 的 三 个 变 项 都 是 
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线性 的 ,例如 [zi Has y,.z]=[zi6y,z]+[z syz] Lry ty» 
z]=[z,yi.z]+[z,y: z] % DR a[z.y,z]=[azr,y.z]= 
[z,ay,z]=[z,y,a=z]. 利用 这 个 性 质 可 得 以 下 公式 . 

公式 17.4.11 [x ° zzy xt] +z: * z; y T+ [z ° z; 
y, z; ]=0. 

定义 17.4.12 设 A 是 任 一 非 结合 代数 ,其 上 线性 映射 x: 
yry 及 zp:yrryz(YyEA) 分 别称 为 用 x 左 乘 或 右 乘 . 

利用 左右 乘 符 号 可 将 约 当 代数 的 一 些 公式 简化 如 下 . 

公式 17.4.13 (1) zr 一 zh。 (交换 律 ) 

(2) (=r T LRE 2), ,zxL]==0.( 约 当 恒 等 式 )( 因 
约 当 乘积 适合 交换 律 ,zz 一 zg 及 (z?) 一 (z R). 

(3) 公式 17.4. 11 可 简化 成 

[Cx * zades Cas) ] + [rz * zades Cad] 
+[(<=s ° zi). (22), ]J= 0. 


17.5 ”有限 维 结合 可 除 代数 


环 及 代数 结构 理论 的 一 个 主要 结果 是 将 某 些 普通 环 类 的 研究 
化 归 到 除 环 上 去 ,在 有 限 维 代数 的 情形 则 将 它 化 归 到 可 除 代数 ,为 
此 就 基础 域 是 代数 闭 域 (定义 15. 13. 1)、 实 数 域 R 及 有 限 域 三 种 
情况 讨论 , 现 简 述 其 主要 结论 如 下 . 

定义 17.5.1 设 A 是 域 忆 上 的 有 限 维 结合 代数 , 若 它 的 每 
个 非 零 元 都 在 A 内 有 逆 元 , 则 称 A 为 有 限 维 结合 可 除 代 数 (finite 
dimensional associative division algebra). 

定理 17.5.2 车 下 是 代数 闭 域 , 则 仅 有 下 自身 是 F 上 的 有 
限 维 结合 可 除 代 数 . 

定理 17. 5.3 Frobenius 定理 ”实数 域 R 上 的 有 限 维 结合 可 
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除 代 数 仅 有 以 下 三 种 : 

(1) 实数 域 R; 

(2) 复数 域 C; 

(3) 四 元 数 除 环 H. 

定理 17.5.4 Wedderburn 定理 有限 除 环 都 是 交换 环 , 因 
而 都 是 域 . 
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18 #5 Boole 代数 


本 章 从 偏 序 集 出 发 介绍 格 及 布尔 代数 .后 者 自 19 世纪 中 期 公 
开发 表 之 时 起 就 已 逐步 成 为 研究 人 类 思维 规律 的 重要 工具 ,20 tit 
纪 30 年 代 以 后 广泛 应 用 于 电子 线路 及 芯片 设计 ,目前 布尔 代数 已 
成 为 计算 机 科学 的 重要 基础 理论 之 一 . 


18.1 偏 序 集 与 格 


定义 18.1.1 设 P 是 集 ,P 上 的 二 元 关系 “三 ”车 能 满足 以 下 
三 个 条 件 , 则 称 “ 三 ”是 P 上 的 偏 序 关系 (partial order relation) (或 
部 分 序 关 系 ): 
(1) ÉRE: Va€ P.a<a; 
(2) 反对 称 性 Ya,bE 了 ,车 a<b H ba, M] a=b; 
G) 传递 性 : Ya,b,cEP, 若 ab B b<c, I| a<b. 
具有 偏 序 关系 “三 ”的 集 P 称 为 偏 序 集 (partial order set), 记 
AOP; <. 特别 地 , 设 S 是 偏 序 集 ,车 对 于 Va,5b€ES 都 有 a 二 6 或 
b 三 a, 则 称 S 是 全 序 集 (total order set) sÁ $$ (chain). 
说 明 :(1) # a<b 且 a 关 5, 则 简 记 为 a<b; 
(2) a<b 可 改写 为 5 之 a, 同 理 a<b 亦 可 改写 为 6 之 a. 
例 18.1.2 O) 在 R 中 “过 ”表示 实数 间 的 小 于 或 等 于 关 
系 , 则 “过 "为 偏 序 关 系 ;(R; 委 是 偏 序 集 ,同时 , 它 也 是 全 序 集 . 
(2) 设 A 是 任意 集 ,人 3A) 是 它 的 窜 集 , 即 A 的 全 部 子 集 所 构 
成 的 集 ,“ 记 ”表示 全 A) 的 元 间 的 包含 关系 “ 己 ”, 则 (A); 己 ) 是 
偏 序 集 . 
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(3) 在 N+* 中 必 委 ?表示 两 个 正 整 数 间 的 整除 关系 , 即 a,bE 
Nt ,a 生 bal10, 则 "去 ? 为 偏 序 关系 ,(N+ ;三 ) 是 偏 序 集 . 

对 于 有 限 集 已 , 偏 序 关 系 通常 用 Hasse 图 表示 ,这 种 图 形 用 线 
段 的 端点 表示 P 的 元 ,而 将 连接 上 下 两 个 端点 的 线段 表示 关系 
“<”, Ema a fE b 的 下 方 则 表示 a <. 

(4) 设 A=(a,b),A HRE RAA)={ Ø, {a}, {b}, lab} }, W 
WERAA); S) ARE n 18.1. 

(5) 设 P= (1,2,3,4,6,8,9,12,18,24) , W JE X: £ “<” HH 
除 关系 , 则 (CP; 三 ) 是 一 个 偏 序 集 ,如 图 18. 2. 


A= l(a,b} 


图 18.1 18. 2 


定义 18.1.3 设 (P; 三 ) 是 偏 序 集 , 如 果 忆 的 元 m 对 于 YzxEP 
都 有 mr, MER m 为 P 的 最 小 元 (least element) ;反之 ,如 果 P 的 元 
n 对 于 VYzEP 都 有 zn, 则 称 n 为 PP 的 最 大 元 (greatest element). 

例 18.1.4 例 18.1.2(4) (AA); DPH A ERKE, i 
名 是 最 小 元 ; 例 18. 1.2(5) 中 (P; 近 ) 的 最 小 元 为 1, 它 没有 最 
大 元 . 

定义 18.1.5 设 ‘P; 志 ) 是 偏 序 集 ,TT 是 的 子 集 ,如 果 对 于 
VETRA Kulur), W P 的 元 4 RIT 的 上 (下 ) 界 (upper 
(lower) bound). 
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定义 18.1.6 HPO WF fE,T EP BJ T fE. I XI T 
了 的 任意 上 界 z A u< M THEA u 称 为 最 小 上 界 (least 
upper bound) , 记 为 x 二 supT; 另 一 方面 ,如 果 对 于 荆 的 任意 下 界 
zr FJ z <, M T HFA v #K 3 8 AK TF SR (greatest lower 
bound) , 记 为 v=infT. 

注意 : 偏 序 集 不 一 定 有 上 界 和 下 界 , 而 且 子 集 了 即使 有 上 下 
界 , 这 些 界 也 未 必 在 T ZP. 此 外 , 子 集 工 的 最 小 上 界 或 最 大 下 界 
如 果 存 在 的 话 ,那么 它们 必 是 唯一 的 . 

例 18.1.7 (1) 设 集 P=12,3,6,12,24,36) IRF X: 5“ <” 
为 整数 的 整除 关系 , 则 偏 序 集 (P; 近 ) 见 图 18. 3. 

若 取 子 集 T= 二 {2,3,6), 则 supT =6, 但 infT 不 存在 ; 若 取 
T,=(2,3), W] supT, =6( € T,),ÍB infT, 不 存在 ; 若 取 T, = 
{6,12}, 0] supT,=12,infT,=6. 

(2) HR A= (a,b,c), AKA ERRE, IN PFE Q SCA) CC ln 
图 18. 4. 易 见 其 最 大 元 为 A, 最 小 元 为 好 , 若 取 AATE T, = 
{65,c) ,fb}),{c)}), 则 A 与 {6,c} 是 T, 的 上 界 而 supT, = (b,c) Ø 
是 T, 的 下 界 ,也 是 它 的 inf. 若 取 T = ((la),(b)), MN supT,= 
{a,b} ,而 infT,= @. 


图 18.3 图 18.4 
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定义 18.1.8 设 (L; 三 ) 是 偏 序 集 , 如 果 工 中 任意 两 个 元 均 有 
最 小 上 界 与 最 大 下 界 , 则 称 ( 工 ; 私 ) 是 格 (lattice). 

例 18.1.9 (1) 取 革 一 及 , 偏 序 关 系 为 实数 的 小 于 等 于 关系 
“<”, MCR; <>) ER, AA REZEK sup (z, y) = 
maxí(z,yl,inf(z,y) =miníz,y). 

(2) 设 A 是 任意 集 , 其 寡 集 从 A) 关 于 集 的 包含 关系 “ 己 ” 构 成 
HCPC); S), AA E ERFIR, 而且 对 于 YS, TEPA), 
sup{S,T}= SUT.,inf{S,T}=SNMT. 

(3) 整数 110 的 正 整 数 因子 集 L =11,2,5,10,11,22,55, 
110) , 偏 序 关 系 “ 生 "为 整除 关系 , 则 它 是 偏 序 集 ( 工 ; 委 ). 由 图 18. 5 
TRL 中 的 任意 两 个 数 都 有 sup 及 inf L S D) E. 

(4) 任 一 全 序 集 都 是 格 . 
定义 18.i.10 (L; <S) PHZ 


V :(a,b)—=supía,b)(a,b€ L). 
A :(a,b)—infía,b)(a,b€ L). 
分 别称 为 元 a,b 的 并 (union) 及 交 
(meet) , 记 作 : 
图 18.5 aVb=sup{a,b}, 
aM\b=:inf{a,b}. 
定理 18.1.11 设 (L; 三 ) 是 格 ,在 其 上 规定 的 并 与 交 有 以 下 
性 质 : 设 a,bEL, 则 : 
(DD a,b<aVb,a Ab<a,bi 
(2) a<be@%a V b=ba Nb=a. 
定理 18.1.12 (1) BOL <). EE EMUE TZAK V 、 


© a,bSaV5 的 意思 是 aaV5 而 且 b 才 aV%。. 
4aAb=asb 的 意思 是 a 人 ba 而且 a Abh. 
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人 后 , 必 有 以 下 规律 : 
1) FFR 
aVa=aaM\a=a. 
2) 交换 律 
aVb=bVaahñA p b=bAa. 
3) 结合 律 
(a Vb) Vc=a V (bVo), 
Ca AbD Ac=aAGA o. 
4) 吸收 律 
a V (a Ab) =a,a A (a V b) =a. 
(2) 在 集 工 上 定义 两 个 二 元 运算 V 与 人 使 满足 (1) 中 的 四 条 
规律 , 则 (L;V，,A 构成 一 个 格 . 
由 此 可 得 格 的 另 一 定义 . 
定义 18.1.13 设 集 工 具有 两 个 满足 定理 18. 1. 12 的 规律 
1) 一 4) 的 二 元 运算 V 、A WEL: V, AAR. 
读者 不 难 验 证 例 18. 1.9 中 各 例 的 工 是 格 ,其 中 与 (1) 相 应 的 
V 是 “ 求 大 数 ”, 人 是 “ 求 小数 ”; 与 (2) 相 应 的 V 是 求 二 集 的 并 U ,而 
八 则 是 求 二 集 的 交 门 ;与 (3) 相 应 的 V 与 分别 是 求 二 正 整 数 的 最 
小 公 售 数 与 最 大 公约 数 ;(4) 中 的 V 与 人 是 求 二 元 的 sup 与 inf. 
由 于 这 两 种 定义 是 等 价 的 ,今后 在 讨论 格 时 可 以 同时 使 用 其 
上 的 运算 及 偏 序 关 系 , 只 要 记 住 它们 之 间 的 关系 . 
定理 18.1.14 设 (Li 近 ) 是 格 , Ya,b,c,dEL, 则 以 下 各 式 
成 立 : 
A) b<c=a V b=aV cra Ab<a Ac; 
(2) ab, <d=a V c<bV d,a A c<SGb A d. 
定理 18. 1.15 对偶 原 理 (principle of duality) 设 S 是 有 关 
偏 序 集 的 真 命题 , 则 将 其 中 的 所 有 “二 ”与 “ 宇 ” 对 换 ( 或 将 其 中 的 V 
与 人 对 换 ) 后 所 得 的 对 偶 命 题 也 是 真 命题 . (例如 定理 18. 1. 12 中 
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9 B 4 3 35 SË E: H. 39 54 (8 BJ 38 zÇ , EATA E PL fh Ei e F RA 
出 现 的 交换 律 .结合 律 及 吸收 律 也 说 明了 此 种 现象 . ) 


18.2 子 格 与 格 同 态 


定义 18.2.1 PL: V, MER. TEL 的 非 空子 集 , 如 果 了 
关于 V, 八 封闭 ( 即 Ya,bE€E T= 二 aVb 及 a Ab€ T), ME 
(T; V ,， 八 ) 是 (IL;V，, 八 ) 的 子 格 (sub lattice). 

例 18.2.2 (1) 设 N+ 是 正 整 数 集 ,规定 aVb=[a,6b]( 即 a,b 
的 最 小 公 倍 数 (lcm)) sa Ab= (a,b) (EP a,b 的 最 大 公约 数 (gcd))， 
则 由 定义 18. 1. 13 知 (N+ ; V, MER. 现 取 正 偶数 集 下 为 其 子 
集 , 则 因 二 偶数 的 lem 及 ged 仍 是 偶数 ,因而 已 关于 V 与 人 是 封 
闭 的 , 故 (E;V ,人 ) 是 格 (N+ ; V ,人 ) 的 子 格 . 

(2) 设 a,b ER L 的 固定 元 , 且 a<b, W T,= {r|rSa, rE 
Li T,=(z|zZa,z€ L)K& T, =(z|a<z<b,z=€ L) 都 是 工 的 
子 格 . 

定义 18.2.3 设 (L;V，, 八 ) 及 (L'; 十 ,*。) 是 两 个 格 , 若 存 在 
L 到 工 ' 的 映射 o 使 得 对 于 Ya,bEL, 有 : 

ola V b)= ola) ++o(b), 
ola A b)= ala) » olb), 
则 称 o 为 工 PL H (88) EA (Bh 89) Cattice homomor-phism). 

还 可 仿照 前 述 各 种 代数 结构 给 出 格 的 单 同 态 、 满 同 态 、 双 同 态 
( 同 构 ) 以 及 自 同 态 、 自 同 构 等 概念 . 

定理 18.2.4 WRL: V, MERL: +, ERI o FA 
态 , 则 此 同 态 必 能 保持 顺序 (order preserving) , 即 若 a,bEL Ha 
Sb M ola IO) ,这 里 的 委 及 去 “分别 是 及 L'“ 中 的 偏 序 关系 . 

例 18.2.5 设 集 A= (a, b), EHER S CA) = 
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(Ø lal ib} (ab)}), 则 (全 A);U, 门 ) 是 格 . 另 设 B= 10.1), WJ 
B= {((0,0), (0,1), (1,0), (1,1)), 并 规定 Ca,as)V (hib) = 
(cc), RP ci =a V bisce =a: V bxy Caisa) A (b, b; ) = 
(dı ,d:), $P di =a, Abi sd: =a, A ba. AI VWE B2; V, A) E: 
格 . 作 o: 维 A) 一 B? ,使 

o: Ø—(0,0), {a} —>(0,1), {b}—=(1,0), {a,b}r>(1,1). 
Nj o E: KAA) J B 的 同 构 映 射 . 


18.3 格 的 分 类 


由 格 的 定义 , 格 的 任意 两 个 元 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ,利用 
数学 归纳 法 可 以 证 明 , 格 的 每 个 有 限 子 格 都 有 最 小 上 办 和 最 大 下 
界 , 但 对 于 格 的 无 限 子 集 当 然 不 一 定 有 这 一 性 质 . 对 此 给 出 以 下 
定义 . 

定义 18. 3.1 若 格 工 的 每 个 非 空子 集 都 有 sup 和 inf, 则 称 
它 为 完全 格 (complete lattice). 

显然 每 个 有 限 格 都 是 完全 格 . 

定义 18.3.2 (1) 若 格 工 中 存在 零 元 “0”, 能 满足 条 件 : 

V xz € L=Ə=zx V 0 = x, 
则 称 0 是 L W ÆT (zero element) 3 Z T (universal lower 
bound). 

(2) 若 格 工 中 存在 元 1, 能 满足 条 件 : 

Vx € L=x A 1 = x. 
则 称 1 是 L 的 单元 (unity element) 或 泛 上 界 (universal 
upper bound). 

容易 证 明 : 若 格 L 存在 零 元 或 单元 , 则 它们 必 是 唯一 的 . 

例 18.3.3 (1) 设 A={a,b,c), 则 (9(A); 己 ) 的 零 元 为 @， 
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单元 为 A. 

(2) 在 正 整数 集 N+ 关于 整除 关系 a | 所 构成 的 格 中 , 零 元 是 
正 整数 1 ,无 单元 . 

(3) 整数 集 Z X: T 3k BJ XK j 2 # “<” Br 48 R BJ 68 (Z; <> rh Ë 
无 零 元 也 无 单元 . 

定义 18.3.4 有 和 零 元 和 单元 的 格 , 称 为 有 界 格 (bounded 
lattice). 

为 突出 有 界 性 ,有 界 格 常 记 作 (L;V ,人 ;0,1). 

定义 18.3.5 设 (L;V ,人 ;0,1) 是 有 界 格 ,TEL, 若 3yEL 
使 得 TVy==1,zAy=0, 则 称 y 是 工 的 补 元 或 + JEE y 的 补 元 
(complemen: element). y 是 zx 的 补 元 用 y=x 表示 . I 

一 般 而 言 , 有 界 格 中 的 元 不 一 定 有 补 元 ,即使 有 补 元 也 不 一 定 
唯一 . 
定义 18.3.6 设 (L;V，,A;0,1) 为 有 界 格 , 若 其 中 每 个 元 a 
至 少 有 一 个 补 元 a', 则 称 (L;V ,A ;0,1) 为 有 补 格 complemented 
lattice). 

例 18. 3.7 18. 6 的 格 L, 是 有 补 格 ,例如 元 a 有 三 个 补 元 
b,c,d, 这 是 因为 : 

aVb=l1l,a Ab=0; 

aVce=l,a Ac=0; 

aVd=1,aAd=0. 

同 理 , 其 他 各 元 也 都 如 此 . 此 外 ,0、1 互 为 补 元 . 故 L, 是 有 
补 格 . 

图 18. 7 的 格 工 ; 也 是 有 补 格 ,因为 它 的 每 个 元 都 有 一 个 补 元 ， 
如 元 a 5 f 互 为 补 元 ,元 c 与 4 互 为 补 元 ,元 6 与 e 互 为 补 元 ,0 与 
1 互 为 补 元 ,而 且 每 个 元 的 补 元 都 是 唯一 的 . 

18. 8 的 格 L, 不 是 有 补 格 , 如 元 a 没有 补 元 (元 5 有 两 个 补 
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定义 18.3.8 BL: V, Ay. EFV y z€ L, F 
zV (y A z) = (=z V y) A (z V 2)s 
rrA(lyVz)= (rzAy)V (xz Az), 

则 称 ( 工 ; V ,人 ) 为 分 配 格 (distributive lattice). 

注 : 上 述 两 个 分 配 律 是 等 价 的 , 即 由 其 中 任 一 个 可 推导 出 另 一 
个 ,因此 只 需 引 出 其 中 一 个 即 可 . 这 里 将 其 并 列 是 为 了 方便 . 

例 18.3.9 直接 验证 可 知 Hasse 图 18.9 表示 的 格 是 分 配 
格 ; 而 图 18.10 所 示 格 不 是 分 配 格 ,其 中 的 a,b,c 三 元 不 满足 分 配 
律 , 因 为 


1 


b 


图 18.9 
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aA(b6Ve)=a Al=a, 
(aAb)V(aAc)=0V0=0, 
故 aA(bVco)Z#(aAb)V(aÀAeo). 
定理 18.3. 10 WL; VAEZ, asr, y € L, # 
aV z=aV yha Axr=aAy, 则 z= y. 特别 地 , 若 分 配 格 工 的 元 a 
有 补 元 , 则 a 的 补 元 是 唯一 的 . 
定义 18.3.11 若 格 工 既是 有 补 格 又 是 分 配 格 , 则 称 元 为 布 
尔格 (Boole lattice). 
注意 有 补 格 仅 保 证 每 个 元 都 有 补 元 ,但 不 保证 补 元 的 唯一 
性 ;分 配 格 则 保证 若 元 a 存在 补 元 时 , 则 补 元 必定 唯一 ,但 不 保证 
补 元 的 存在 性 . 而 Boole 格 则 同时 具有 此 二 性 质 . 


18.4 Boole 代数 的 定义 、 例 子 及 性 质 


布尔 代数 就 是 Boole 格 , 它 既 可 利用 偏 序 关 系 定义 ,也 可 以 利 
用 运算 来 定义 . 
定义 18.4.1 有 补 分 配 格 称 为 Boole 代数 (Boole algebra). 
由 于 它 的 每 个 元 a 的 补 元 a 唯一 存在 ,而 且 (a’)’=a, 所 以 可 
以 把 求 补 看 作 阶 为 2 的 一 元 运算 . 以 此 与 定义 18. 1. 10 的 结果 联 
合 起 来 就 可 得 到 利用 代数 运算 给 出 的 Boole 代数 的 另 一 定义 . 
定义 18.4.2 设 B 是 集 ,在 其 上 有 两 个 二 元 运算 V 与 人 (为 
了 方便 , 按 惯例 改 用 十 与 表示) 及 一 个 一 元 运算 ”以 及 元 0 与 
1. 车 满足 以 下 五 组 公理 , 则 称 B 为 Boole 代数 , 记 为 B= (B; 十 ， 
* 0. 
(1) 封闭 性 Vx,y€ B,z+y,r， y€ B; 
(2) 零 元 与 单元 的 存在 性 
30 € B, 对 于 YrE€ B.r+0= x; 
31 € BHF Vr E€ Bir.1=z; 


(3) 补 元 的 存在 性 
Vr € B,3=Z € B,=+z = 1,z* x = 0; 
(4) 交换 律 YXx,y€EB， 
)8r)=—+y=y+= x° y=y° 7 
(5) 分 配 律 Yr,y,zEB: 
xe (y+2z2)= zre y+zx*z, 
r+ (y ° z)= (r+ y) ° (z + z). 
例 18.4.3 (1) 在 18.1 节 中 已 知 集 X 的 寡 集 SX) X +U . 
门 , 构成 格 的 简单 例子 . 现 设 X 是 任意 集 ,从 XX) 是 它 的 知 集 ,其 零 
元 及 单元 分 别 是 空 集 名 及 全 集 义 , 则 (人 3X);t,，，,，;0,1) 构 成 布 
尔 代数 ,通常 称 之 为 X HERRA. 
(2) 设 B: 二 {0,1} ,三 种 运算 如 表 18.1 所 示 : 


直接 验证 可 知 它 是 Boole 代数 ,这 种 Boole 代数 也 称 为 二 值 
代数 或 开关 代数 . 

(3) 设 S 是 命题 公式 集 , V A Ka 分 别 表示 命题 p,g 的 析 取 
(PVg), 合 取 (pA gq) 及 命题 p 的 否定 (~ p); 另 用 本 表示 恒 真 命题 
(p>p) F 表示 恒 假 命题 (p 一 ~ p), 则 可 证 命题 演算 系统 满足 布 
尔 代数 的 所 有 公理 , 故 也 是 布尔 代数 ,该 代数 称 为 命题 代数 或 公式 
代数 ,并 用 ‘S; V ,人 , ;T,F) 表 示 . 

由 于 Boole 代数 是 有 补 分 配 格 ,所 以 它 具 有 相应 代数 结构 的 
性 质 ,为 方便 使 用 , 现 将 它 所 具有 的 运算 性 质 及 偏 序 性 质 罗 列 
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如 下 : 
定理 18.4.4 W (B; +, +, 5; 0, 1) E Boole 代数 ， 
Va,b,c€ B, 则 它 满足 以 下 各 法 则 : 
(1) 短 等 律 a+a=a,a* a=a. 
(2) 交换 律 a 十 5=b 十 aya ` b= 二 b，a. 
G) 结合 律 Ca+b)+c=a+(b+o), 
(a*b)* c=a » (b ° c). 
(4) 吸收 律 a-- (a b)=a,a ° (a+b)=a. 
(5) 分 配 律 a+ (b+ c)=(a+b) + (a+c), 
a * (b+-c)= (a * b)+ (a ° c). 
(6) (a *b)+ (Ó+ c)+ (c + a)=(a+)b) * (+c) ° (c+a). 
(7) 消去 律 
a+b=a+cs,a b= a-c=b = c. 
(8) 有 和 界 性 ”0a<1. 
(9) 0-1 律 
a+0=a,a++l1=1, 
a*0=0,a.l1=a. 
(10) 互补 律 
a+da =l,a.a =0, 
0 =1,1 = 0. 
(11) DeMorgan 律 
(a+b)' =a -blae b) = a+. 
(12) asçbSa+b=bëa * b=a, 
(13) a+b=sup(a,b),a * b=inf(a,b). 
(14) acha * P =0@Ú'<a'@a +b=1. 
(15) HARE xF Boole 代数 B 中 的 等 式 , 若 对 换 其 中 的 
“十 ”与 “，”,“0” 与 “1”, 则 所 得 结果 仍 为 等 式 . 
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18.5 Boole 代数 的 构造 


与 其 他 代数 结构 一 样 , 在 Boole 代数 中 也 要 建立 子 Boole 代 
数 及 Boole 同 态 等 概念 ,为 了 研究 它 的 构造 ,这 里 还 要 引入 原子 的 
概念 . 

定义 18.5.1 设 (B; 十 ,*，;0,1) 是 Boole 代数 ,B。 是 B 的 
子 集 , 若 (Bo; 十 ,，，;0,1) 本 身 是 一 个 布尔 代数 , 则 称 Be 是 也 的 
子 代 数 (subalgebra). 换言之 , B, 若 有 下 列 性 质 则 构成 B 的 子 
代数 : 

(1) 0,1€B,; 

(2) zx,yE B,=>z+ y,z * yx € Bs. 

注 : 这 两 个 条 件 还 可 削弱 成 

(1) BG; 

(2) zyE B,i=z+ y,z”€ Bo. 

这 是 因为 由 zx 十 y K z€ Bo, 利用 DeMorgan 律 即 可 推 得 
z» yE&EbB. 

定义 18.5.2 设 (B; 十 ,* ,30,1) 及 (B";V ,人 ,一 ;0" ,1°) 
是 两 个 布尔 代数 ,映射 p: B — B° 称 为 (Boole) 同 态 (Boole 
homomorphism) ,如 果 它 满足 以 下 条 件 : 

(1) @:;0>0' ,1>1°; 

(2) Vzr,y€ B,g(z=+ y)=@(z) V py), 

plx» y)=@(x) Agly), 
plx’) =plx). 

还 可 像 其 他 代数 结构 一 样 给 出 单 同 态 , 满 同 态 、 同 构 、 自 同 态 、 
自 同 构 等 概念 . 

注 : 同 态 定义 中 的 条 件 (2) 亦 可 删 去 plr. y)=p9(x) Agp) 
而 简化 成 
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Vr,y€ B g@(r+ y) = glz) V ply) glr) = plx). 

例 18.5.3 (1) 在 任 一 Boole 代数 (B; 十 ,。 ;0,1) 中 , 子 集 
(0,1} 是 它 的 子 代 数 . 

(2) 布尔 代数 B 在 同 态 映射 p:B — B° 下 的 象 p(B) 是 B 的 
同 态 象 B 的 子 代 数 . 

(3) 设 A={a}) ,其 适 集 为 9(A)= {2 ,A},B= (93(A);U， 
门 “; 名 ,A) 是 布尔 代数 , 它 与 二 值 代数 ( 例 18. 4. 3(2)) 同 构 , 这 只 
要 作 映 射 c: C0,ar>1 即 可 看 出 . 

为 了 研究 布尔 代数 的 构造 ,引入 原子 概念 . 

定义 18.5.4 设 (B; 二 ,， ，;0,1) 是 布尔 代数 ,a€ B, 若 对 于 
V<x€B,#: 

(1) a 天 0， 

(2) z * a=a 或 zx.a=0 
则 称 元 a X B 的 原子 (atom)( 它 们 在 Hasse nid 
上 方 的 元 素 ). 

例 18.5.5 例 18.1.9(3) 中 110 的 正 整 数 因 子 集 L={1,2， 
5,10,11,22,55,110}) 关 于 整除 关系 不 仅 构成 格 ,而 且 构 成 Boole 
代数 ,此 时 其 二 元 运算 V , A 是 求 二 数 的 最 大 公约 数 (gcd) 及 最 小 


公 倍数 (lem) , 正 整数 z 的 补 元 z" 则 是 20 ,其 Hasse 图 如 图 18.5 


所 示 . 由 图 可 见 该 布尔 代数 的 原子 是 2,5,11. 

注 : 任 意 Boole 代数 不 一 定 存在 原子 ,这 里 仅 限于 讨论 有 原子 
的 Boole 代数 . 

定义 18. 5.6 若 对 于 布尔 代数 (B; 十 ,。,';0,1) 的 每 个 非 零 
元 都 有 一 个 原子 < 过 zx, 则 称 B 为 原子 布尔 代数 (atomic Boole 
algebra). 

定理 18. 5.7 任 一 有 限 Boole 代数 都 是 原子 Boole 代数 . 

利用 原子 可 以 将 原子 Boole 代数 (特别 是 有 限 布尔 代数 ) 的 元 
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素 表示 出 来 ,而 且 可 以 通过 原子 集 的 寡 集 看 到 有 限 Boole 代数 的 
构造 . 
定理 18. 5.8 ”原子 表示 定理 设 (B; 十 ,"，;0,1) 是 原子 布 
尔 代数 ,A 是 它 的 原子 集 , 令 x(z) 为 如 下 集合 : 
mz(z) = (a |a € A Ba < zb; 
则 Zz 二 》) a. 而 且 在 不 计较 次 序 的 情况 下 ,x 的 这 种 原子 和 的 表 
a€=(z) 


示 法 是 唯一 的 . 

例 18.5.9 在 例 18.5.5 P.L 的 原子 是 2,5,11,L 的 元 用 原 

子 表示 的 式 子 是 

10= 2 V 5 = [2,5], 

22= 2 V 11 = [2,11], 

55= 5 V 11 = [5,11], 

110= 2 V 5 V 11 = [2,5,11]. 
算 符 [a,b,c] 表 示 求 a,b,c 的 最 小 公 倍 数 . 

作为 定理 18. 5. 8 的 推论 有 如 下 定理 . 

定理 18. 5. 10 原子 Boole 代数 中 所 有 原子 的 和 等 于 它 的 最 
大 元 1. 

还 可 证 明 , 任 一 有 限 Boole 代数 都 与 它 的 原子 集 的 军 集 代数 
同 构 . 其 精确 描述 是 : 

定理 18.5.11 有限 Boole 代数 的 Stone 表示 定理 设 
(B; 十 ,，，;0,1) 是 有 限 Boole 代数 ,A 是 B 的 原子 集 , 则 Boole 
代数 B 到 和 宕 集 代数 (X00A);U, 门 ,一 ;名 ,A) 的 映射 merlar) = 
{ala€E A 有 上 且 a 三 zx} 是 构成 B 与 供 A) 间 的 同 构 . 

例 18.5.12 在 例 18.5.5 与 例 18.5.9 中 ,L={1,2,5,10， 
11,22,55, 110), 其 原子 集 A=12,5,11), £ W E P(A)= 
(@,(2),151,111),1(2,5),12,11),15,11),A). #E L Bj F(A) 的 
映射 如 下 : 
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ol)=Y,0(2)=1{2},0(5)= {5},0(11)={11},0(10)= 
{2,5},0(22)={2,11},0o(55)={5,11},0(110)=1{2,5,11}. 

则 可 证 明 o 确 是 LL 到 人 A) 上 的 同 构 映射 . 

作为 推论 还 有 以 下 定理 . 

定理 18. 5.13 (1) 每 个 有 限 Boole 代数 B 的 元 数 必 为 2 的 
EADE 2" ,其 中 是 B 的 原子 个 数 ; 

(2) 车 两 个 Boole 代数 的 元 数 相 等 , 则 它们 必定 同 构 . 

对 于 一 般 Boole 代数 (不 管 它 是 否 为 原子 布尔 代数 ) 有 以 下 
定理 . 

定理 18. 5.14 Stone 表示 定理 ”每 个 Boole 代数 都 与 一 个 
集合 代数 同 构 . 

以 下 讨论 两 类 特殊 的 Boole 代数 : Boole 代数 B, 及 B; 
(r€ Nt). 

(1) 由 定理 18. 5. 13 知 任 一 有 限 Boole 代数 的 元 数 =2". 故 最 
小 的 Boole 代数 是 二 值 代数 B:( 例 18. 4.3(2)); 比 B, 稍 大 一 点 的 
Boole 代数 是 B, = (0,1,z,8) ,其 运算 表 如 表 18.2; 


表 18.2 
十 |0 1 a B “| 1 Q= f 
00 Jj é B 0 0 0 0 0 
i 1 110. £ ¿é p 
IL E S al al0 a a 0 
SL TUR pjo 8 o B 


(2) 在 B, 的 基础 上 作 B, 的 ~ 重 积 集 B; = B, XB, X+ XB, = 
人 
-个 
EA 应 ,8)18=0,1), 并 以 它 为 基 集 , 规 定 三 种 运算 如 下 ， 
BCA seep) (pv8OeERB ,规定 
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(8.8) + Bito B D= MY), 
B sB) e Bisp = OÀ) 
BBD = BiB D, 
其 中 
Y,= max(B B) = minh ,8;)， 
8 一 1 一 有 . 
经 验证 可 知 ,B; 关于 这 三 种 运算 构成 布尔 代数 (B2; 十 ,，，'， 
0,1) ,其 零 元 0 及 单元 1 分 别 是 (0,…,0) 及 (1,…,1). 
关于 以 上 两 类 代数 有 以 下 定理 . 
定理 18. 5.15 Boole 代数 Br %5 B; 同 构 , 因 而 任意 布尔 代 
数 必 与 某 一 B; 同 构 . 
例 18.5.16 以 B={0,a,B,1) 与 Bi 二 {(0,0),(0,1)， 
(1,0) ,(1,1)} 为 例 说 明 它 们 间 的 同 构 关系 . 作 映 射 
oi0rr(0,0) ,arr(0,1),8Br=(1,0),1r>(1,1)， 


即 可 知 " 是 一 个 同 构 映射 , 故 B, 之 B3. 
18.6 Boole 函数 及 其 表达 式 


一 般 布尔 代数 B 上 的 函数 未 必 能 用 它 上 面 的 式 子 表示 ,但 在 
二 值 Boole 代数 (Bs; 十 ,，，;0,1) 中 , 它 的 每 个 从 B; 到 B, 的 函 
数 都 能 用 包含 十 ,。， 的 表达 式 表示 (二 值 Boole 代数 的 完全 性 定 
理 ). 为 了 简便 ,直接 把 布尔 表达 式 作 为 Boole 函数 ;在 给 出 它 的 递 
归 定 义 后 将 介绍 范式 定理 ,以 便 设计 自动 化 设备 时 使 用 . 

定义 18.6.1 设 B={B; 十 ,，,';0,1} 是 Boole 代数 ,如 下 规 
定 的 表达 式 称 为 B 上 的 Boole 函数 (Boole function): 

(1) 3 B 中 的 元 是 Boole 函数 . 

(2) 变量 zx ,x;，…' Æ Boole 函数 . 
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(3) 若 fog 是 Boole 函数 , 则 f+-g, f * g+ fr g 也 是 Boole 函数 . 

(4) 只 有 用 (1)、(2)、(3) 构 成 的 表达 式 才 是 Boole 函数 . 

例 18.6.2 (1) 在 Boole 代数 B,=(!10,1,a,8B}; 十 ,。, ;0， 
1 中 ,1,1 二 az 十 Br ,(8 "+z +r) 都 是 Boole 函数 . 

(2) 在 B, E, f(z=,y)=(A8x='y)+(ñz(z+y ) )+a( r+ z'y) 
Æ Boole K$, CE z=a,y 一 0 时 的 函数 值 是 

f(a,0)=8- B+ 0 十 (8B。a(a 十 1) 十 a(e 十 (8。0)) 

= 一 0 十 8 a* 0+a * a=a. 

(3) 在 Boole 代数 (B,; 十 ,，, ;0,1) 上 的 两 个 Boole 函数 ， 
f(z,y,z)=xzy+xz'z+yzR g(z,y,z)=ry--z'z 是 想 等 的 ,这 可 
通过 函数 值 表 ( 表 18. 1) 进 行 对 比 得 到 . 也 可 利用 18.4 节 中 的 布 
尔 代数 公理 及 运算 律 作 “ 便 等 变形 "来 证 明 , 其 过 程 如 下 : 


f(z,y,z)=zy+z'<x+(r+mx')yz (互补 律 ) 
一 (zy 十 zyz) 十 (zz 十 zyz) (交换 律 ,结合 律 ) 
一 Zy(1 十 z) 十 zz(1 十 z) (分 配 律 ) 


=xry+ <” (0-1 £b) 
=g(r,y,2). 


定理 18.6.3 设 (B; 十 ,，,;0,1) 是 Boole 代数 ,FF, 是 它 上 
面 的 所 有 n 元 Boole 肾 数 的 集 , 若 规定 F, 中 任意 两 函数 ,gsE F, 
的 三 种 运算 如 下 : 

(f + a (Tir Zz,)= f(mi, ze "s  z,) + ECT Z; Z.) 
(f ° g)(Zi, zi ss s En) = fAxis Tes Z.) ° BX1 Ze Z.) 
f (zi z; e yan) = (f(ri ri  z,)), 
则 F, 关于 这 些 运算 构成 一 个 含有 22 个 元 的 Boole 代数 ,其 零 元 
是 恒 取 0 值 的 函数 ,其 单元 是 恒 取 1 值 的 函数 . 

É Boole 函数 中 有 两 种 标准 形式 , 即 极 小 项 范式 (“ 析 取 范 
式 ”) 及 极 大 项 范式 (“ 合 取 范式 ”). 

定义 18.6.4 下 列 形式 的 n 元 Boole 表达 式 

m, = zT zz Tm 
称 为 n 元 极 小 项 (minterm) 或 基本 合 取 式 (fundamental 
conjunctive form) ,其 中 wE40,1}, 并 规定 
I r, 3 a, = 0, 
we a a, = 1. 

换言之 ,元 极 小 项 mx 是 n 个 因子 的 乘积 ,其 中 第 i 个 因子 
Er Rr. 

?个 变 元 的 极 小 项 共有 2" 个 ,将 它们 记 为 m,m sm, =, 
m2"-1， 通 常用 以 下 方法 作 极 小 项 m, : 先 将 下 标 上 分 别 用 十 进 制 及 
二 进 制 记 数 法 表示 , 设 

(Ë), = (aa,--a,);, 
则 m, = ri 区 

现 就 =1,2,3 写 出 所 有 的 ”元 极 小 项 如 表 18.4 — 

3 18. 6. 
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3818.4 n=l,m 个 数 一 2 


定理 18.6.5 极 小 项 具有 下 列 性 质 ， 
(1) ¥ ¿,j=0,1,+-. ,2"—1 Bf 
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[0i Æ j; 
m; * mj = 4 


\ 


misi = J. 

( 即 两 个 不 同 的 极 小 项 之 积 为 0, 两 个 相同 的 极 小 项 之 积 为 其 
本 身 . ) 

(2) m +m 十 … 十 az =l. 

〈 即 全 部 n 元 极 小 项 之 和 为 1. ) 

由 此 可 见 , 全 体 极 小 项 {mi} 就 是 Boole 代数 F. 的 原子 (定义 
18. 5. 4) , 据 原子 表示 定理 18.5.8,F, 的 每 个 Boole 函数 都 能 用 它 
们 的 和 表示 . 

定义 18.6.6 一 个 或 多 个 极 小 项 相 加 的 和 式 称 为 极 小 项 范 
式 或 析 取 范式 (minterm normal form/disjunctive normal form). 

定理 18.6.7 极 小 项 范式 定理 Ü B,= (B. 十 ,，，; 
0,1) 是 二 值 布尔 代数 , 则 它 的 每 个 非 零 映射 (函数 )f: B; 一 B, 都 
能 唯一 地 表示 成 极 小 项 范式 . 

注 :在 本 定理 的 叙述 中 引 人 了 映射 (函数 ) f: B: — B, ,并 限制 
基础 为 二 值 Boole 代数 ,这 是 为 了 使 本 定理 的 使 用 范围 不 局 限于 
已 由 Boole 表达 式 表示 出 的 Boole 函数 ,而 可 以 是 其 他 情况 (如 仅 
给 出 其 对 应 规律 或 函数 值 表 等 ). 但 就 实际 应 用 来 说 , 二 值 Boole 
代数 已 足够 了 . 

例 18.6.8 (1) 简化 f(z,y,z)= ry 十 zz 十 yz 为 极 小 项 
范式 . 

解 ” 此 Boole 表达 式 可 用 18.4 节 各 公理 及 运算 律 将 其 变形 
成 如 下 极 小 项 范式 : 

f(z,y,z)= zy'(z +z) + z(y+ y')z+ (z+ z')y'= 

= xy z + zy z” + zyz + ry z + zy z + z'y'= 
= zy > 十 zy + zyz + z'y”x. 
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(2) B, 上 的 Boole 函数 f(xi ,zz ) 的 函数 值 表 如 表 18.7. 
试 求 其 极 小 项 范式 . 


7 
XiT: Ts 


解 在 函数 值 为 1 的 各 行 (第 3,6 行 ) 上 写 出 相应 的 极 小 项 
m = z) z;z3 = z (z. z h ms = xxx = zi zz zs , 3 Ü NTA ED 48 
到 f(x ,zs zs) 的 极 小 项 范式 

fan zv zí) = ZIZzZ3 十 2 T223. 

经 检验 ,该 范式 确 是 f(x ,zz ,zs) 的 极 小 项 范式 : 它 仅 在 用 表 
18. 7 的 第 3 行 及 第 6 行 上 的 二 进 制 数 010 及 101 代入 时 方 为 1， 
而 用 其 余 6 行 上 的 二 进 制 数 代入 时 则 为 9, 故 符合 要 求 . 

一 般 地 ,每 个 最 小 项 仅 在 用 所 在 行 首 的 二 进 制 数 代 入 时 方 为 
1 ,而 用 其 余数 代 和 人 时 则 为 0. 

由 对 偶 原 理 ,与 极 小 项 及 其 范式 定理 相应 ,布尔 函数 还 有 另 一 
种 标准 形式 . 

定义 18.6.9 下 列 形式 的 元 Boole 表达 式 

M, = r? +r? +e +z 
称 为 n 元 极 大 项 (maxterm) 或 基本 析 取 式 ( fundamental 
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disjunctive form) ,其 中 a, € (0,1) ,并 规定 
w. zi a; = 0, 
N; - [sa =1. 
换言之 ,n 元 极 大 项 是 个 变 元 的 和 ,其 中 每 个 变 元 是 x; 或 
,车 下 标 
(Ë), = (aa,---a,);, 
则 AM 一 并 十 将 十 … 十 zy 
现 仍 就 n=1,2,3 写 出 所 有 的 ?元 极 大 项 M, 如 表 18.8— 
表 18. 10. 


38 18.8 n=1,M, 个 数 =2 38 18.9 n=2,M, 个 数 =4 


— 7 
M, 一 zi 十 zz 


Ms =x; +r: +r 
M, == Har: + ry 
M: = x, +z; +, 
M,= zi + r; + x+ 
M =ar + x+ z, 
M; = z + x+ + zí 
Ms = zí + z+ -二 As 
M,= x +=; + r 


定义 18. 6. 10 ”一 个 或 多 个 n 元 极 大 项 的 乘积 称 为 极 大 项 范 
式 (maxterm normal form) sÉ A HW $ë z& (conjunctive normal 
form). 
定理 18. 6. 11 极 大 项 范式 定理 设 (B,; 十 ,，,;0,1) 是 二 值 布 
尔 代数 , 则 它 的 每 个 不 恒 等 于 1 的 映射 (函数 )f: 访 一 B, 都 能 够 唯一 
地 表示 成 极 大 项 范式 . 
例 18.6.12 求 例 18.6.8(2) 中 f(x, T:s rs) HKM 
范式 . 
解 ”由 对 偶 原理 ,此 种 范式 应 是 函数 值 为 0 的 6 个 行 上 的 极 
大 项 的 乘积 , 求 得 Mo =a Har: +r, M =ar Har tars, M =x + 
zz 十 2 RM 一 z 十 zz 十 zy， Mi 一 zy 十 zi 十 zi 一 zy 十 zz 十 zi， 
因而 f(z ,zi ,zx;) 的 极 大 项 范式 是 
MM: Ms MMe M; = (xz, +z; +x), + z; Har) 
* (z Hri tr) ° (ri +z; +r) 
e (zi +r +r) lxi +r, +r). 


18.7 Boole 函数 的 极 小 化 


Boole 函数 主要 用 于 自动 化 电子 线路 的 逻辑 设计 ,由 于 Boole 
函数 的 形式 多 种 多 样 , 它 们 虽 有 相同 的 功能 , 却 可 以 有 不 同 的 选 
择 , 本 节 只 从 经 济 的 角度 出 发 ,研究 Boole 函数 的 极 小 化 问题 . 

定义 18.7.1 将 Boole 代数 B 中 的 元 及 变 元 rz ,zz,…，zv， 
a; 8,… 中 的 若干 个 相 乘 ,然后 将 若干 个 这 样 的 乘积 相 加 所 得 的 表 
达 式 称 为 积 和 式 (product-sum#form)( 或 与 或 式 (and-or form) ). 

例 18.7.2 (1) 每 个 极 小 项 或 每 个 极 小 项 范式 都 是 积 和 式 . 

(2) zi 十 zzzi 十 zizzzsyapc 十 ab 十 abc' ,da 十 cd 十 ac 十 abcd 
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都 是 积 和 式 ; 而 (z 十 y)(z' 十 y),(ae 十 ab 十 abc)(a 十 6 十 c) (ab 十 
ab' +a'b) * (a b 十 cd) 等 都 不 是 积 和 式 . 
定义 18.7.3 (1) 设 下 和 G 是 两 个 相等 的 积 和 式 , 用 FG 
分 别 表示 下 ,G 中 的 记号 ( 指 B 的 元 及 变 元 ) 个 数 ,用 F, G, 分 别 表 
示 它 们 的 乘积 项 的 个 数 . 若 下 列 两 不 等 式 至 少 有 一 个 是 严格 不 等 
的 , 则 称 G 较 下 简单 : 
G, < F,,G, SF.. 
(2) EES 已 相等 的 所 有 积 和 式 中 ,再 也 没有 比 H 更 简单 的 
积 和 式 时 ,就 称 H 是 最 简 的 (或 最 小 的 ) 积 和 式 . 
化 简 积 和 式 的 方法 有 多 种 ,如 公式 化 简 法 、 卡 诺 ‘Carlo) 图 化 
简 法 等 等 . 限于 篇 幅 , 这 里 仅 介绍 公式 化 简 法 . 它 是 使 用 一 些 公式 
将 原 式 进行 “ 恒 等 变 形 ” 以 得 到 最 简 公式 的 方法 ,这 里 主要 利用 
Boole 代数 的 基本 性 质 及 五 个 常用 的 化 简 公 式 : 
(1) zy 十 zy 一 zi 
(2) z 十 zy 一 z 十 y3 
(3) zy 十 zz 十 yz 一 zy 十 z'zi 
(4) (zy 十 zy) 一 zy 十 zy 
(5) (zy 十 zz) 一 zy 十 zz/ 
利用 这 些 公 式 化 简 时 常 需 适 当 进 行 并 项 或 添加 适当 的 项 ,下 
面 举例 说 明 这 些 技 巧 . 
例 18.7.4 (1) 化 简 /=ad-+ad' 十 ap 十 ac 十 bd 十 aceg 十 
b'eg +deg. 
解 f =a(d--d')+ab+aceg+a c+bd+b'eg + deg 
一 (a 十 ab 十 aceg) 十 ac 十 bd 十 beg 十 deg 
(将 第 一 ,二 项 并 项 后 集中 含 a 的 各 项 ,以 便 为 a 所 
“吸收 ”) 
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一 (ae 十 ac )+ (bd + b'eg +deg) 
一 (ae 十 c) 一 5d 十 beg (公式 (2)、(3)) 
一 a 十 c 十 bd 十 beg. 

(2) 化 简 f=ab+ac' +b'c+c'b+b'd+d'b+adelg +h). 

解 f=albtc )+b'c+-b+bd+db+ade(g-+h) 
=[a(b'c)'+b'c]+ b+ b'd+d'b+ade(g-+h) 

(DeMorgan 律 ) 

=a +b'c +c'b+b'd +d'b+adelg +h) (公式 (2)) 
=[a+adelg+h)]+b'c+c'b+b'd+d'b 
=a+b'c+c'b+b'd+d'b (吸收 律 ) 
二 a 十 bcC(d 二 d ) 十 cb 十 bd 十 db(c 十 c) (互补 律 ) 
=a+b'‘cd+b'cd’+eb+bd+d'bctd'bc” 
=a+(b'cd+b'd)+ (D'cd'-d'be)-- (c'ht d bc) 
一 4 十 bd 十 cd +b” 《吸收 律 及 公式 (1)) 


18.8 Boole 函数 在 电路 设计 中 的 应 用 


Boole 代数 的 应 用 极为 广泛 ,其 中 最 明显 的 是 在 自动 化 技术 
及 计算 机 技术 中 的 应 用 ,此 外 在 诸如 人 工 智 能 .机 器 证 明 、 数 理 逻 
辑 , 概 率 论 、 测 度 论 , 拓 扑 学 , 泛 函 分 析 中 都 有 广泛 的 应 用 . 本 节 仅 
讨论 开关 代数 在 分 析 、 综 合 ,设计 逻辑 电路 中 的 应 用 . 

连接 两 个 端点 T. T, 的 导线 与 开关 的 组 合 称 为 开关 网 
络 (switching-network) ,用 a,b,c,… 表 示 开 关 , 用 1,0 分 别 表示 开 
关 的 “ 接 通 "和 “ 断 开 ” 以 及 整个 电路 的 “ 接 通 ”和 “ 断 开 ”, 则 此 网 络 
上 电路 是 否 能 接 通 完全 取决 于 这 些 开关 的 状态 ( 取 0 或 取 1) 及 其 
连接 方式 (并联 、 捉 联 或 反 相 ), 因而 是 开关 的 函数 , 今 用 
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fay zi ,ZX,) 表 示 {10,1)" 一 10,1) 的 开关 函数 ,用 F. 表示 nn 
元 开关 函数 的 集 , 则 根据 定理 18.6.3,(F,: 十 ,。, ;0,1) 构 成 
一 个 布尔 代数 ,在 对 电路 进行 分 析 、 综 合 时 可 以 使 用 布尔 代数 的 
理论 . 

18. 8.1 开关 电路 的 分 析 与 综合 


对 电路 进行 分 析 是 指 找 出 电路 接 通 和 电路 断 开 的 条 件 ;对 自 
动 化 设备 进行 综合 , 则 指 根据 所 给 条 件 来 设计 电路 使 能 满足 这 些 
条 件 . 现 举例 说 明 . 

例 18.8.1 电路 分 析 设 电 路 图 18.11 已 给 出 ,要 求 找 出 它 
们 接 通 和 断 开 的 条 件 ; 为 此 先 根 据 电路 图 作出 其 构造 式 , 然 后 利用 
函数 值 表 ( 或 其 他 方法 ) 求 出 与 各 开关 所 处 状态 相应 的 函数 值 ,使 
函数 值 取 1 者 即 为 电路 接 通 时 各 开关 所 处 的 状态 . 
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(1) 电路 如 图 18. 11, 试 对 它 进行 分 析 , 找 出 其 工作 条 件 . 
解 ”该 电路 的 构造 式 是 a 十 a%b' 十 ab, 为 了 便于 分 析 , 首 先 将 
它 化 简 
(a + a'b') + ab= (a+b) + ab 
= (a +ab) + b' 
=a+b'. 
fE a+b 的 函数 值 表 18.11 即 知 该 电流 接 通 的 电路 是 : 
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1) a=b=0; 
2) a=1,b=0; 

3) a=b=1. 

(2) 电路 如 图 18. 12, 试 分 析 其 工作 条 件 . 


表 18.12 


解 图 18.12 的 构造 式 是 


f(a,b,c) 二 ab 十 ac 十 bc, 作 其 函 a = 
数值 表 18.12, 即 知 电路 接 通 的 条 。 y 一 -| 
件 是 : b c 一 


1) a=0,b=c=1; 
2) a=c=1,b=0; 
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图 18.12 


3) a=b=1,c=0; 

4) a=b=c=1. 

例 18.8.2 电路 综合 ”下 两 题 对 设备 提出 了 工作 条 件 , 要 求 
设计 电路 使 其 满足 所 给 条 件 , 从 开关 函数 观点 看 就 是 已 知 函 数值 ， 
求 出 函数 表达 式 . 可 以 利用 18. 6 节 求 极 小 项 范式 (或 “ 积 和 范式 ”、 
“与 或 范式 ”) 方 法 解决 . 

GQ) 要 设计 一 个 为 三 人 小 组 进行 秘密 表决 的 电路 ,要 求 信号 
在 两 人 或 两 人 以 上 按 下 开关 表示 同意 时 亮 , 其 他 情况 不 亮 . 

E 设 三 人 各 控制 开关 a,b， 


c, 根 据 题 意 作出 开关 函数 a 
f(a,b,c) 的 函数 值 表 及 函数 值 取 Deri 
1 的 各 行 的 极 小 项 如 表 18.13 所 ° i V 
— 
示 , 将 各 极 小 项 相 加 即 得 该 电路 
的 积 和 范式 图 18.13 
fla,b,c) = a bc +ab'c + abc” + abc. 
将 此 式 化 简 得 
f(a,b,c)=a(b+c)+bc. 


表 18.13 


f(a,b,c) 


m a ja a D Ó O GIR 


eee- ol 


-| 
OO = OOO 


图 18. 13 即 为 所 求 的 电路 图 . 
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(2) 某 火车 站 要 设计 一 个 自动 调度 电路 ,月 台 形 状 如 图 18. 14 
所 示 ,要 求 火车 从 箭头 方向 开 进 站 ,在 G 处 有 一 信号灯, 该 灯亮 时 
火车 可 以 进 站 ,了 P, 表示 命题 "月 台 IEA”, P,P, BJ X; S, .S, R 
示 该 处 之 信号 灯 开 放 绿 灯 , 即 允许 火车 通行 ;ae 表示 该 处 之 转 
辐 器 已 拨 至 允许 转弯 的 位 置 . 


18.14 


解 按照 行车 规定 ,火车 可 以 进 站 的 工作 条 件 ( 容 许 进 站 时 信 
号 灯 G 亮 ) 是 下 列 三 者 之 一 ， 

1) P==1,S; 二 1,4 二 0( 此 时 可 不 考虑 P, Pi, Sst: 的 取 值 
情况 ); 

2) P:=1,S,=0,4 =1,S; = 二 0,t; = 二 1( 此 时 可 不 考虑 P, ,P,); 

3) P, =1,S,=0,rn=1,S,=1,t, 二 0( 此 时 可 不 考虑 P,P). 

把 这 些 条 件 列 一 简化 函数 值 表 如 表 18. 14. 


极 小 项 
PSI6 
P: Si ti Sin 
P; Siti St 


(不 考虑 的 因素 可 不 填 人 ) 相 应 的 积 和 式 是 
Fs = PSi0 十 PStnS2t + P, Siti S;t;. 
化 简 得 
Fo = PiSiti+ Siti (P.S; t, + P, S,t;). 
其 电路 图 如 图 18. 15. 


18.8.2 BER 


现 把 开关 作为 两 种 状态 的 器 件 来 讨论 , 它 是 具有 一 个 输入 和 
一 个 输出 的 器 件 . 对 于 多 输入 的 情况 可 以 用 逻辑 门 来 实现 ,它们 可 
以 用 作 “ 与 ”"“ 或 "“ 非 ”等 逻辑 运算 ,分 别称 它们 为 “与 门 "“ 或 门 ” 
和 “ 非 门 ”, 它 们 实际 上 是 一 种 广义 的 开关 ,而 “与 ”"“ 或 "“ 非 "三 种 
逻辑 运算 分 别 相当 于 布尔 代数 的 “。”,“ 十 ”,“'” 及 开关 代数 的 “ 串 
联 ”“ 并 联 ”" 及 “ 反 相 ”. 如 果 用 变 元 a ,az,… 表 示 基 本 逻辑 门 的 
“输入 ”, 而 用 开关 函数 f 表示 门 的 “输出 ”, 则 基本 钦 辑 门 可 用 布 
尔 表达 式 与 逻辑 符号 表示 . 由 极 小 项 范式 定理 ,每 个 开关 函数 都 可 
用 “与 "“ 或 ?"“ 非 ?三 种 门 实现 (当然 还 可 利用 这 三 种 基本 门 电路 
组 成 的 “与 非 门 ”“ 或 非 门 "“ 与 或 非 门 ”等 组 合 的 电路 实现 ,这 要 
根据 具体 情况 适当 选用 . ) 

图 18. 16 是 门 电路 的 机 能 图 . 
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或 门 与 门 


非 门 
图 18.16 


现 以 计算 机 的 半 加 器 的 逻辑 电路 为 例 说 明 门 电路 的 组 合 
方式 . 

例 18. 8.3 半 加 器 (half adder) 能 对 两 个 一 位 的 二 进 制 数 
进行 算术 加 法 的 自动 装置 称 为 半 加 器 . 今 假定 a 是 被 加 数 ,5 是 加 
数 ,z,y 分 别 是 和 a 十 /的 第 二 位 及 第 一 位 的 二 进 制 数码 , 则 有 


a 0 0 1 1 
+b +0 +1 +O 十 1 
zO 01 1 10: 


此 装置 应 有 两 个 输出 端 分 别 输出 z fU y. 作 它 们 的 函数 值 表 
18.15 及 表 18.16 如 下 : 


18. 15 


|z |m 


= œ © Ql 
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其 机 能 图 如 图 18. 17. 


° 407 ° 


19 范畴 与 函 子 


前 面 已 经 讨论 了 群 、. 环 、 域 . 模 . 格 .代数 等 主要 代数 结构 ,下 面 
将 用 更 统一 的 观点 ,来 研究 各 种 代数 结构 的 整体 性 质 和 宏观 性 质 ， 
给 广泛 存在 于 数学 中 的 通用 性 、 伴 随 性 以 简明 而 准确 的 描述 . 

数学 范畴 理论 将 各 类 数学 结构 (包括 它们 的 “对 象 " 和 作用 在 
所 有 对 象 间 的 “ 态 射 >) 作为 一 个 整体 而 形成 所 谓 范畴 ,在 范畴 间 用 
具有 两 种 函数 (“ 对 象 函 数 ”? 和 * 态 射 函 数 ”) 功 能 的 函 子 加 以 联系 ， 
然后 在 这 些 函 子 间 用 自然 变换 进行 比较 ,因此 它们 间 的 关系 较为 
复杂 ,层次 较 多 ,但 可 通过 “交换 图 ”来 表示 . 

数学 的 范畴 理论 自 1945 年 Eilenberg. Maclane 在 Tran. 
Amer. Math. Soc 上 发 表 莫 基 性 文献 “General Theory of Natural 
Equivalence”( 自 然 等 价 的 一 般 理论 ) 以 后 ,由 于 多 数学 者 的 努力 ， 
得 到 了 迅速 的 发 展 ,目前 它 的 方法 和 结果 已 渗透 到 数学 的 很 多 分 
支 并 应 用 于 形式 语言 .自动 机 理论 及 系统 工程 等 领域 并 将 应 用 于 
新 近 发 展 起 来 的 突变 理论 (catastrophe theory) 及 混沌 学 理论 
(theory of chaos). 

由 于 范 团 理论 牵涉 面 宽 、 层 次 较 多 ,因此 需要 使 用 多 种 符号 以 
免 产 生 混 乱 , 本 书 将 使 用 花 体 字 母 《,9 等 表示 范畴 ,用 大 写 拉丁 
字母 F,G 等 表示 函 子 ,用 小 写字 母 g、h 等 表示 态 射 ( 箭 ) ,用 小 写 
希腊 字母 n, 等 表示 自然 变换 ;此 外 当 函 子 下 作用 到 对 象 A 上 时 
表 成 FA( 不 加 括号 ). 而 当 函 子 下 作用 到 态 射 -g 上 时 则 加 括号 
分 别 用 下 (Ah) 及 FORK. 
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19.1 范畴 的 定义 及 例子 


定义 19.1.1 范畴 (category) 由 一 个 对 象 类 和 一 个 态 射 集 
* 组 成 ,在 中 还 规定 了 一 个 具有 性 质 (4)、(5)、(6) 的 乘积 ,分 
别 是 : 

(1) 对 象 (object)A,B,C,… 组 成 的 对 象 类 , 记 为 ob*= (A, 
B,C,---); 

(2) 所 的 各 对 象 间 的 态 射 集 X= (hom, (A,B)|A,B€ob%), 
这 里 的 hom (A, B): 的 对 象 A 到 对 象 B 的 一 切 映射 /:A->B 
所 构成 的 集 , f 称 为 以 A 为 定义 域 .以 B 为 值 域 的 态 射 
(morphism) 3k ff Carrow); 

(3) S&UHIBD RR HF ¿hao tr &= 4 3f@ A,B,C # 
hom,(A,B)> hom, ( B, C) 7j hom,(A,C) 的 映射 : 

h:(f,g)—=g f, 

这 里 f€hom,(A,B),g€ hom,(B,C),h€ hom,(A,C),h 称 为 态 
H Soe 的 乘积 ,表示 为 h=g。 f, 简 记 为 h 二 gf. 

4) 态 射 的 不 相 重 性 若 对 象 对 (4,B) 天 CC,D)，, 则 
hom,(A,B)Zhom,(C,D); 

O 态 射 乘积 的 结合 性 # fe hom,(A,B),g6€ hom, (B, 
C),AEhome(C,D), 则 (hg) 太 一 As, 因此 可 将 这 个 乘积 简写 为 
hg 了 , 它 的 定义 域 是 A, 值 域 是 D, 即 AgFeE hom,(A,D); 

(6) 便 等 态 射 的 存在 性 ”对 于 每 个 对 象 有 A, 存在 一 个 
l4€ hom(A,A) 使 得 对 于 每 个 f€hom, (A, B) fl, = f, li] xf + 
每 个 g€ hom¿(B,A) ,# lag 一 &( 可 证 1, 是 唯一 的 ). 

注 19. 1.2 关于 范畴 定义 的 几 点 说 明 ， 

(1) 由 集合 构成 的 集 称 为 类 (class) ,比如 说 所 有 的 群 作为 一 
个 类 ,而 每 个 群 就 是 该 类 中 的 一 个 对 象 ; 同 理 对 于 其 他 代数 结构 也 
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是 如 此 .我们 把 全 体 对 象 称 为 "对象 类 ”, 而 把 各 个 对 象 间 的 全 体态 
射 称 为 “ 态 射 集 ”. 

(2) 以 前 各 章 代数 结构 中 曾 谈 到 两 个 代数 结构 间 的 态 射 、 同 
态 、 同 构 等 ,它们 都 是 指 “ 能 保持 代数 运算 的 "映射 ,而 本 定义 中 的 
态 射 (或 箭 ) 则 泛 指 能 适合 条 件 (4),(5),(6) 的 任何 映射 . 

(3) 为 了 简便 ,在 不 引起 误解 的 情况 下 , 态 射 集 符号 的 下 标 
和 ,9,… 常 常 省 去 ,如 home(A,B) 可 省 写成 hom(A,B). 

(4) 一 个 范畴 中 的 关系 常 可 用 交换 图 (commutative diagram) 
表示 , 即 用 平面 上 的 点 表示 对 象 , 用 A 志 表 示 由 A 到 B 的 态 射 ,这 
样 就 构成 一 个 平面 有 向 图 ;如 果 从 图 的 任 一 顶点 出 发 , 沿 着 图 上 的 
箭头 方向 经 过 有 限 步 到 达 另 一 顶点 ,虽然 走 法 不 同 但 却 到 达 同 一 
顶点 ,这 样 的 图 就 叫 交 换 图 . 图 19. 1 是 一 个 交换 图 , 它 表 示 态 射 h 
是 了 与 g 的 乘积 h=gf; 图 19.2 表示 gf=kh, 图 19. 3 则 表示 态 
射 乘积 的 结合 性 : 

hl(gf)=(hg)f. 
恒 等 态 射 14 的 存在 性 亦 可 用 交换 图 表 成 图 19. 4. 


£ 


A £ B A B 
£ h £ 
h 
c c F D 
图 239.1 19.2 


例 19.1.3 (1) 集 范畴 Set: 对 象 类 是 所 有 的 集 , 态 射 集 是 集 
A FEB 的 映射 集 B^, 态 射 的 “乘积 ”是 映射 的 “复合 ”. 

(2) 单元 半 群 范畴 Mon: ob Mon 是 所 有 的 单元 半 群 ; 
hom(M, N) Æ M 到 NN 的 同 态 的 集 (M,N 为 单元 半 群 ); 态 射 f,g 
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一 


的 乘法 是 同 态 f 与 g 的 复合 gf; 恒 等 态 射 1w E M 上 的 恒 等 同 态 
映射 . 


A D g 
gf hg g 
f À A A 
f 
B £ £ 
£ B 
图 19.3 19.4 


(3) 群 范畴 Grp:ob Grp 是 所 有 的 群 ,其 余 与 单元 半 群 范畴 
类 似 . 

(4) 交换 群 范畴 Ab:ob Ab 是 所 有 的 交换 群 ,其 余 与 单元 半 
群 范畴 类 似 . 

(5) 有 单位 元 的 (结合 ) 环 范畴 Ring: ob Ring 是 所 有 有 单位 
元 1 的 环 , 态 射 集 是 将 单位 元 1 映 入 单位 元 1 的 一 切 环 同 态 , 态 身 
乘法 是 环 同 态 的 乘法 . 

(6) 对 是 否 含 单位 元 1 不 作 要 求 的 (结合 ) 环 范畴 Rng: ob 
Rng 是 所 有 结合 环 , 态 射 集 是 一 切 环 同 态 , 态 射 乘 法 是 环 同 态 的 
乘法 . 

(7) 环 尺 的 左 ( 右 ) 模 范畴 R-mod(mod-R) GXPH R HAE 
的 环 ): ob R-mod(ob mod-R) 是 所 有 的 左 ( 右 )R 模 , 态 射 集 是 
一 切 RRRS, 态 射 乘法 是 映射 的 复合 ;车 R 是 一 个 除 环 则 
R-mod(mod-R) 是 RR 上 的 左 ( 右 ) 向 量 空 间 范畴 ; 若 R 是 域 , 则 构成 
R 上 的 向 量 空间 范畴 Vect. 

(8) 拓扑 空间 范畴 Top: ob Top 是 所 有 的 拓扑 空间 ; 态 射 
集 是 所 有 的 连续 映射 ; 态 射 乘积 是 映射 的 合成 . 

下 面 介绍 几 个 以 前 研究 过 的 代数 结构 , 可 将 它们 视 作 特 殊 

+ 411 ° 


范畴 : 

(9) 设 M 是 单元 半 群 , 则 可 如 下 确定 一 个 范畴 M: 使 ob 一 
{A}), 即 对 象 类 仅 含 单独 一 个 对 象 A, 并 令 hom(A.A)= M. f la 
是 M 的 单位 元 .对 于 Yr,yE hom(A,A), 规 定 态 射 +z. y 的 乘积 
zy 是 M 内 元 素 z 与 元 素 y 的 乘积 . 这 样 4 就 构成 一 个 仅 含 单独 
一 个 对 象 的 范畴 .反之 ,如 果 一 个 范畴 仅 含 单独 一 个 对 象 :ob 一 
(A), M| M= hom{A,A} 是 一 个 单元 半 群 .由 于 这 些 事实 , 则 可 将 
一 个 单元 半 群 与 对 象 类 是 单独 一 个 对 象 的 集 范畴 等 同 看 待 . 

《10) & G 是 一 个 群 , 同 例 (9) 一 样 可 作 一 个 仅 含 单一 对 象 的 
范畴 %. 这 个 范畴 的 特点 是 仅 含 单独 一 个 对 象 而 且 所 有 的 态 射 都 
是 同 态 映射 . 


19.2 某 些 基本 的 范畴 概念 


19.2.1 子 范畴 和 小 范畴 


定义 19.2.1 设 %,9 是 范畴 ,车 ob2 是 ob h F% (ob 2 
ob) ,而 且 对 于 YA,BE ob2 都 有 
homs (A,B) G homę(A,B). 
此 外 2 中 态 射 的 乘积 以 及 每 个 对 象 A 的 恒 等 态 射 1, 也 都 与 
它 在 中 的 相同 , 则 称 9 为 的 子 范畴 (subcategory). 
定义 19.2.2 设 9 是 名 的 子 范畴 ,车 对 于 YA,BEob9 都 有 
homs(A,B) = homę(A,B), 
则 称 9 为 儿 的 完满 子 范 畴 (full subcategory). 
例 19.2.3 (1) Grp K Ab 都 是 Mon 的 完满 子 范 畴 ,Ab 也 
是 Grp 的 完满 子 范 团 . 
C2) Ring 是 Rng 的 子 范畴 ,但 却 不 是 它 的 完满 子 范畴 ,因为 
在 有 单位 元 的 环 中 存在 着 能 保持 加 法 与 乘法 运算 的 映射 ,但 它 却 
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不 能 将 1 映射 到 1. 

(3) Mon,Grp 及 Ab 都 不 是 Set 的 子 范畴 ,因为 它们 不 仅 是 
集 而 且 是 具有 二 元 运算 及 单位 元 的 代数 系统 . 

(4) 以 有 限 集 为 对 象 .以 集 间 的 映射 为 态 射 的 范畴 是 Set 的 
子 范畴 . 

定义 19.2.4 FBE EKIRA obt 是 一 个 集 (而 不 是 类 )， 
则 称 名 为 小 范畴 (small category). 

例 19.2.5 例 19.1.3 之 (9),(10) 中 的 范畴 都 是 小 范畴 . 


19.2.2 对 偶 范 畴 与 积 范畴 


下 面 介 绍 两 种 由 老 范畴 作 新 范畴 的 方法 : 

定义 19.2.6 设 名 是 给 定 的 范畴 , 现 作 “如 下 : 

(1) ob% "一 obg, 即 é “的 对 象 类 仍 是 名 的 对 象 类 ，; 

(2) 对 于 YA,BE ob °,home:(A,B)=hom,(B,A); 

(3) 对 于 f °€ home (A, B),g°€ hom,. (B, C)f# g° + f° = 
(f° g); 

(4) 名 "中 的 1, 同名 中 的 1， 
则 € "构成 一 个 范畴 , 称 为 如 的 对 偶 范 团 


(dual category). 

由 名 "的 定义 可 知 : 由 名 的 一 个 交换 INA 
图 ( 见 图 19. 5) 可 以 得 到 % “的 对 应 的 交 a Š 
换 图 ,这 时 原 图 上 的 顶点 及 线 均 不 必 变 í 
化 ,只 需 改变 图 中 各 箭头 的 方向 ,因为 E 
中 的 B-A 是 与 多 * 中 的 A_E。B 相应 > fo 
的 ( 余 同 ). 4 c 


定义 19.2.7 设 %,9 是 两 个 范畴 ， 
HIE X99 如下: es 


(1) ob€X @=ob%>x ob2; 

(2) YA,BEob% R Y A',B' € ob9, 规 定 hom¿ (CA, A), 
(B,B'))=hom;(A,B)Xhom:(A', B’); 

(3) 设 fEhom(A, B), gE homę(B,C), f € hom; (A”, B’) 
及 g'€ homs(B',C') ,规定 

(g.g) (f, f) = (gf .g' f”); 

(4) 令 la,5= asly). 

则 如 X2 构 成 一 个 范畴 , 称 为 多 与 2 的 积 范畴 (product category). 


19.2.3 同 构 态 射 与 等 价 对 象 


定义 19.2.8 设 态 射 fE hom(A,B), 若 存在 一 个 态 射 
gE hom(B,A), 使 得 fg= 1; 及 gf 二 14, 则 态 射 了 称 为 同 构 态 射 
(isomorphism). 此 时 态 射 g 是 被 f 唯一 确定 的 , 称 为 f 的 逆 态 射 
(inverse morphism) ,用 f ' 表示 . 

例 19.2.9 (1) 集 范畴 Set 的 同 构 态 射 是 集合 之 间 的 双 射 . 

(2) 群 范畴 Grp 的 同 构 态 射 是 通常 的 群 同 构 , 即 群 的 同 态 
双 射 . 

(3) 拓扑 空间 范畴 Top 的 同 构 态 射 是 同 胚 映 射 . 

定理 19.2.10 (1) (f!) 1= f. 

(2) # f,h 都 是 同 构 态 射 , 且 fh 有 定义 , 则 fh 也 是 同 构 态 
H WESH =h f. 

(3) 范畴 中 的 每 一 个 恒 等 态 射 1, 都 是 同 构 态 射 . 

定义 19.2.11 设 A,BEob%, 车 f€Ehom(A,B) 是 一 个 同 构 
态 射 , 则 称 A 与 B 为 等 价 对 象 (equivalent objects). 

定理 19.2.12 车 A 与 B 为 等 价 对 象 , 则 对 于 YCEobk, 都 
可 以 建立 hom(4,C) 与 hom(B,C) 间 的 一 一 对 应 . 
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19.2.4 始 对 象 与 终 对象 


定义 19.2.13 (1) öt € EWB, IC ob%, 若 对 于 YAE ob%， 
hom(I,A) 都 是 仅 含 单独 一 个 元 素 的 集 , 则 称 IA % 的 始 对 和 象 
(initial object). 

(2) i 是 范畴 ,TE ob%, 车 对 于 YAEob% hom(4,T) 都 
是 仅 含 单独 一 个 元 素 的 集 , 则 称 工 是 多 的 终 对 象 (terminal 
object). 

(3) # ZE ob% 既是 始 对 象 又 是 终 对 象 , 则 称 Z J: € b — + 
零 对 象 (null object). 

例 19.2.14 (1) 在 集 范畴 Set 中 空 集 名 是 始 对 象 但 不 是 终 
对 象 ;每 个 单元 素 集 如 {a} 是 一 个 终 对 象 而 不 是 始 对 象 . 可 以 证 
明 , 它 没有 零 对 象 . 

(2) 在 范畴 Grp 和 Ab 中 仅 含 一 个 元 素 的 群 {0)( 当 群 的 复合 
运算 是 乘法 时 是 {1)) 既 是 它们 的 始 对 象 也 是 它们 的 终 对 象 ,因而 
是 它们 的 等 对 象 . 

定理 19.2.15 (1) # À 是 范畴 名 的 一 个 始 ( 终 )[ 零 ] 对 象 ， 
则 A 是 范畴 名 "的 一 个 终 ( 始 )[ 零 ] 对 象 . 

(2) 若 范畴 各 有 始 ( 终 )[ 零 ] 对 象 , 则 各 个 始 ( 终 )[ 零 ] 对 象 必 
是 等 价 对 象 ,因而 从 同 构 的 观点 看 它们 都 是 唯一 的 . 


19.2.5 单 态 射 与 满 态 射 


定义 19.2. 16 设 在 范畴 内 ,A, BE ob%, f:A—>B,g:B>A, 
而 且 gf==14, 则 态 射 f RH g 的 截 口 (section),g RA f 的 收缩 
(retraction). 
定义 19.2.17 (1) 设 % 是 范畴 ,f:A 一 B 是 它 的 态 射 , 若 它 
是 左 可 消 的 (left cancellable) , 即 由 fg = fg; RE g = g; MER f 
+ 415 。 


为 单 态 射 (monic morphism). 

(2) 设 如 是 范畴 , FA 一 日 是 它 的 态 射 , 若 它 是 右 可 消 的 
(right cancellable) , 即 由 gi f= 二 g:f RA gi =g: WEK /为 满 态 射 
(epic morphism). 

注意 这 里 定义 单 、 满 态 射 的 方法 与 集合 中 定义 单 . 满 映射 以 
及 各 个 代数 系统 的 单 、 满 态 射 有 所 不 同 :过 去 我 们 说 映射 f. A 一 B 
是 单 的 当 且 仅 当 对 于 Va a EA 14 a Za, 时 都 有 fla) Afla): 
而 了 是 满 的 当 且 仅 当 FA) 一 B. 另 外 ,我 们 可 以 证 明 ,对 于 集合 
映射 来 说 这 两 种 定义 是 等 价 的 . 现在 我 们 要 问 这 种 情形 在 范畴 论 
中 是 否 继续 有 效 ? 

定理 19.2.18 在 范畴 Grp, R-mod 及 mod-R P, 
f€ hom(A,B) 是 单 ( 满 ) 态 射 当 且 仅 当 映射 f 在 它们 的 基 集 里 是 
单 ( 满 ) 射 . 

定理 19. 2. 19 在 环 范畴 Ring 中 , 态 射 是 单 态 射 当 且 仅 当 它 
在 基 集 里 是 单 ( 同 态 ) 映 射 ,但 它 的 满 态 射 却 未 必 是 满 ( 同 态 ) 映 射 . 

例 19. 2. 20 满 态 射 不 是 满 ( 同 态 ) 映 射 的 例子 . 考虑 由 整数 
环 乙 到 有 理 数 域 Q 的 任 一 单 同 态 f, 设 g,h 是 Q 到 一 个 环 R 的 同 
态 映射 则 gf 二 hf 当 且 仅 当 它们 在 Z 上 的 限制 相等 :g1Z=h1Z,， 
由 于 Q 的 一 个 同 态 完全 由 它 在 Z 上 的 限制 确定 , 故 由 gf=hf 可 
推出 8=A, 因 而 了 是 满 态 射 ,但 / 却 显然 不 是 满 ( 同 态 ) 映 射 . 

定理 19.2.21 (1) 设 f:A—B R g: B—C BR. f E z 都 是 单 
( 满 ) 态 射 , 则 gf 也 是 单 ( 满 ) 态 射 . 

(2) 设 f:A—B K g: B—C 而 且 gf 是 态 射 , 则 了 也 是 单 态 
射 ; 若 gf 是 满 态 射 , 则 g 也 是 满 态 射 . 

(3) 若 了 是 一 个 截 口 , 则 了 是 满 态 射 ; 若 f 是 一 个 收缩 , 则 f 
是 一 个 单 态 射 . 
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19.3 对偶 原 则 


从 以 上 两 节 可 以 看 到 范畴 论 中 很 多 概念 是 成 对 出 现 的 ,如 截 
口 与 收缩 、 始 对 象 与 终 对 象 , 单 态 射 与 满 态 射 范 畴 与 对 偶 范畴 等 
等 ;与 它们 有 关 的 命题 也 都 如 此 . 这 是 因为 在 范畴 论 中 有 一 个 “对 
偶 原理 ”. 

定义 19.3.1 设 王 是 由 对 象 字母 A,B,C,… 态 射 字 母 f,g， 
hh,… 以 及 范畴 名 词 .逻辑 联结 词 .量词 等 组 成 的 命题 . 如 果 将 中 
的 “定义 域 ” 与 “ 值 域 " 互 换 ,“h 是 g 与 f 的 乘积 ”与 %h 是 f 与 g 的 
乘积 ” 互 换 , 而 且 将 交换 图 中 的 箭头 改变 方向 ,“ 始 对 象 " 换 成 “ 终 对 
象 ”,“ 终 对 象 ” 换 成 “ 始 对 象 ”,“ 单 射 " 换 成 “ 满 射 ",“ 满 射 " 换 成 “ 单 
Heee 而 逻辑 联结 词 及 量词 均 不 改变 ,由 此 得 到 的 命题 3` 称 为 
荆 的 对 偶 命题 (dual statement). 


例 19.3.2 
命题 x 对 偶 命题 3* 
f:A>B f:B—A 
A 是 定义 域 A 是 值 域 
h=g°* f hafi 
了 是 左 可 消 的 了 是 右 可 消 的 
了 是 单 态 射 f 是 满 态 射 
A 是 终 对 象 A 是 始 对 象 
Z 是 零 对 象 Z 是 零 对 象 ( 因 零 对 象 是 自 对 偶 的 ) 
定义 : 若 态 射 f 是 左 可 消 的 ，| 定义 : 若 态 射 了 是 右 可 消 的 , 则 称 /为 满 
则 称 f 为 单 态 射 . EH. 


定理 若 了 是 一 个 截 口 , 则 f 


RASH. 定理 若 了 是 一 个 收缩 , 则 /是 单 态 射 . 
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原理 19.3.3 对 偶 原 则 (duatity principle) h 88 了 是 一 
个 对 任何 范畴 都 有 意义 的 陈述 句 , 则 对 偶 命 题 了 也 是 一 个 有 意义 
的 陈述 名 ;若是 一 个 对 任何 范畴 都 成 立 的 定理 , 则 3 也 是 一 个 
定理 . 

i£ 该 原则 的 依据 是 因为 对 偶 范畴 定义 19. 2. 6 的 存在 :因为 
对 一 切 范 畴 成立, 故 (%) 为 真 ( 或 有 意义 ). “既是 范畴 , 因 
而 5(%“) 亦 为 真 ,将 “用 痢 的 “语言 "表示 , 则 得 到 对 3 的 对 偶 
命题 三 (《) 为 真 , 现 给 出 实例 如 下 : 

例 19.3.4 S IORRAM g f= g. f 可 得 £ = g 
了 称 为 满 态 射 ”; 

因 € "也 是 范畴 ,所 以 对 它 亦 有 意义 : 

(< ) 是 命题 “ 若 由 g? f =g f TI g = g; , 则 /“ 称 为 满 
EH”: 

将 2(&") 用 中 的 语言 表示 ,得 的 对 偶 命题 : 
"(6) 是 命题 “车 由 fe = fg. 可 得 g =g N f 称 为 单 
态 射 ,” ` 


19.4 AF 


EX 19.4.1 设 及 是 两 个 范畴 ,满足 下 列 条 件 的 映射 F 
称 为 由 名 到 9 的 ( 共 变 ) 函 子 (covariant functor). 
(1) 下 是 一 个 对 象 函 数 ,F 是 由 ob% 到 ob? 内 的 映射 ， 
A—FA. 
(2) 下 是 一 个 态 射 函数 , 即 对 于 名 的 每 一 对 象 偶 (4A,B) ,下 将 
JE hom,(4 ,B) 映 射 到 FO f) € hom; (FA, FB); 
fF(f). 
(3) 若 gf 在 《中 有 意义 , 则 
F(gf) = Flg) Ff), 
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即 二 态 射 之 积 在 映射 下 下 的 象 恰 是 各 态 射 在 F 下 的 象 的 积 , 亦 即 
映射 下 能 保持 态 射 的 乘法 . 

(4) F(1a)=1lr, 
即 映射 下 能 保持 恒 等 态 射 . 

说 明 O) 函 子 亦 可 称 为 由 范畴 《 到 9 的 态 射 ; 

(2) 函 子 实际 上 由 两 个 函数 组 成 :一 个 是 对 象 函数 ,一 个 是 态 
射 函 数 ; 

(3) 定义 中 的 条 件 (3) 可 理解 为 由 图 19. 6 的 可 交换 三 角形 经 
下 映射 成 图 19. 7 的 可 交换 三 角形 : 


FA 
F(f) 


FO) 


c FC 
图 19.6 图 19.7 


定义 19.4.2 (1) 由 对 偶 范畴 & "到 范畴 外 的 函 子 称 为 《到 
2 W E SF BB (contravariant functor). 

(2) 由 积 范畴 3X 到 范畴 2 的 函 子 称 为 由 范畴 名 及 《到 儿 
的 双 函 子 (bifunctor)， 

HA (D 多 到 9 的 反 变 函 子 实际 是 一 个 映射 下 , 它 能 使 ob 
映射 到 ob2, 对 于 每 个 对 象 偶 (A,B) 能 将 hom (A,B) 映 射 到 
hom(FB, FA); kbh FEF fg)=Flg) KPR F(1/A)=1l;ra. 

(2) 将 双 函 子 与 反 变 函 子 结合 起 来 可 得 到 其 他 复杂 的 函 子 ， 
如 在 有 中 为 反 变 、 在 名 中 为 共 变 的 双 函 子 2° x € K fE 2, ¿ rh EJ 38 
反 变 的 双 函 子 2° x % FE. 
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例 19.4.3 (1) H IEW EF, N 2 a ¿ 0.48 2 
的 每 个 对 象 A 映射 到 ( 的) 对象 A、 且 使 2 的 每 个 态 射 f 映射 到 
(的 ) 态 射 的 映射 作成 一 个 由 9 到 的 单 射 函 子 (injection 
functor). 

(2) 由 群 范畴 Grp 到 集 范畴 Set 的 函 子 F: 它 是 一 个 使 群 的 
对 象 类 映射 人 群 的 基 集 ,使 群 的 同 态 射 映 入 相应 的 映射 的 映射 . 

(3) 取 任 一 单元 环 (R; 十 ,。;0,1), 则 它 具 有 两 种 代数 结构 ， 
加 群 (R; 十 ,0 及 单元 半 群 (R; + ,1)，, 此 外 ,一 个 环 同 态 同 时 也 是 
一 个 加 群 同 态 和 一 个 单元 半 群 同 态 ,按照 上 述 方法 可 得 到 由 Ring 
到 Ab 的 函 子 及 由 Ring 到 Mon 的 函 子 . 

(4) 设 半 是 正 整数 , 作 环 尺 上 的 ” 阶 和 矩阵 环 M,(R), 则 由 任 
HAS f : R— S 可 确定 一 个 由 M, CR) 到 AM,(S) 的 同 态 映射 
Cra dS) ,因而 得 到 由 Ring 到 Ring 的 函 子 M,， 

(5) 条 件 同上 , 令 GLn(R) 表 示 M,(R) 的 单位 所 构成 的 群 , 即 
R 上 的 所 有 nn Wu y BE PR R BJ BE, eht R->GLn(CR) 及 使 f 
A(r;): (ri >fe ) 的 映射 复合 成 由 Ring 到 Grp 的 函 子 GLn. 

(6) 集 范 畴 Set 中 的 寡 函 子 (power functor) P; Ht K FKEA 
集 A B BP 3] 2 0 3E4E AA) ,而 将 集 映 射 f: A— B 射 人 其 诱导 映 
射 fo: XAXA B). 

(7) 群 范畴 Grp 到 Ab 的 交换 化 函 子 . HE RF 下 将 任 一 群 G 
映 入 交换 群 G/(G,G) 内 ,其 中 (G,G) 是 G 的 交换 子 群 , 即 群 G 的 
交换 子 XYX "Y '(X,Y€ G) 的 乘积 所 构成 的 正规 子 群 . 设 /是 
群 G BR H 的 同 态 映 射 ,因而 了 将 (G,G) 射 入 ( 媚 , 万 ) ,从 而 诱导 
出 G/(G, G) #| H/( H, H) 的 同 态 Z, ## F: f — 7, WJ F, G — 
G/(G,G), f — f 就 是 所 求 的 交换 化 函 子 . 

(8) 偏 序 集 范畴 Poset 是 对 象 类 为 偏 序 集 ,而 其 态 射 集 是 它 
上 面 的 保 序 映射 构成 的 . 现 作 一 左 R- 模 范畴 R-mod 到 Poset 的 函 
子 下 如 下 : 它 将 尽 modM 映射 到 L (MD) ,后 者 是 M 的 依 包含 关系 
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确定 顺序 的 子 模 集 ; 设 f.M—-N 是 一 个 模 同 态 , 则 了 亦 确 定 一 个 
由 LCMD 到 LCN) 中 的 保 序 映射 了 ,使 F:M 一 LCM),fr> 了 1, 则 下 
也 构成 一 个 函 子 . 

(9) 积 范畴 和 X 儿 到 范畴 和 中 的 射影 函 子 (projection 
functor): 它 是 将 ¿>x 9 的 对 象 (A,B) 映 射 到 名 的 对 象 A, 将 
(fg)Ehom((A,B),(A’,B')) 映 射 到 f € hom (A,A) 的 映射 
F:(A,B)>A,(f g)> f. 

(10) 由 范畴 到 积 范畴 EX E 的 对 角 线 函 子 (diagonal 
functor) 系 指 映射 (f,f), 它 使 A 映射 到 (4A,A) ,而 使 fF:A 一 日 映 
射 到 xX 中 的 映射 (f,f), 这 里 (f ,有 ):(A,A)->(B,B). 

(11) Æ R- 模 范畴 R-raod AJA R- 模 范畴 mod-R 的 对 偶 函 子 
(dual functor)DD: 对 于 每 个 左 REM 按照 左 R- 模 的 方式 作 M 到 
R 内 的 同 态 集 M ` = 二 homk (M,R), 则 可 证 M ` 构成 一 个 右 RE. 
因而 可 作 ob R-mod 到 ob mod-R 内 的 映射 D:Mr>M" .其 次 ,为 
了 确定 D 对 于 两 个 范畴 间 的 态 射 的 对 应 法 则 ,可 对 R- 模 M 到 
R-# NØRA L : M— N 作 转 置 映射 L" N° >M, REL 是 由 
g 5 L 的 复合 定义 的 (图 19. 8) , 即 


L’ :g=gL. 
&D.L—L` , 则 M = N 
D:MrrAM' ,L—L` 7 
WR TXH T, T E L AE PR f. gÈ 
下 面 给 出 函 子 的 几 个 简单 R 


性 质 . 

定理 19.4.4 (1) AF FR 
构 态 射 (定义 19. 2. 8) 映 射 到 同 构 态 射 ,因而 车 二 对 象 A,B 等 价 
《定义 19. 2. 11) , 则 FA, FB 亦 等 价 . 

(2) KF 下 使 截 口 ( 收 缩 ) (定义 19.2.16) Bh $ a #& H 
(收缩 ). 


图 19.8 
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定义 19.4.5 设 下 是 范畴 到 2 的 函 子 , 若 在 下 的 映射 下 儿 
的 对 象 类 丧失 了 台 的 对 象 类 的 全 部 或 部 分 结构 性 质 ,9 的 态 射 集 
也 不 能 保持 相应 结构 的 运算 性 质 , 则 此 郴 子 称 为 由 和 到 2 的 忘却 
A F (forgetful functor). 

例 19.4.6 在 例 19.4. 3(2) 中 ,下 是 由 Grp 到 Set 的 函 子 ,在 
下 的 作用 下 它们 的 对 象 类 虽 有 相同 的 基 集 ,它们 的 态 射 却 是 集 的 
映射 ,但 前 者 的 群 结构 却 在 Set 中 被 “忘却 ”了 , 故 下 是 一 个 忘却 函 
+. 又 如 例 19. 4. 3(3) 的 由 Ring 到 Ab 的 函 子 “忘却 ”了 前 者 的 ( 乘 
法 ) 单 元 半 群 结构 ,而 由 Ring 到 Mon 的 函 子 则 “忘却 "了 环 的 加 法 
群 结 构 , 因 此 二 者 都 是 忘却 函 子 . 

定义 19.4.7 设 正 是 由 范畴 各 到 9 的 函 子 , 若 对 于 忆 的 每 对 
对 象 A, B 都 能 使 hom, (A, B) #J hom, (FA, FB) 中 的 映射 
f SEPPER Y RH), UP 下 为 忠实 (完满 ) 函 子 (faithful 
(full) functor). 

例 19.4.8 例 19.4.3(1) 由 范畴 的 子 范畴 到 《的 单身 
销 子 是 忠实 孙子 ; 它 是 完满 函 子 当 且 仅 当 9 是 € JSE NS T 35 BE. 

例 19.4.3(2)、(3) 的 由 Grp 到 Set、 由 Ring 到 Ab 及 由 Ring 
到 Mon 的 函 子 都 是 忠实 的 ,但 却 不 是 完满 的 . 

例 19. 4. 3(9) 由 %x 92 到 的 射影 函 子 是 完满 的 但 却 不 是 忠 
实 的 . 

定义 19.4.9 it F E H € #J 2 BJ 8 T ,G J H 2 #J £ 6) 
子 , 则 下 与 G 的 复合 GF (composite of functor) 指 的 是 由 各 到 £ 
的 .具有 如 下 性 质 的 函 子 ， 

A) 对 于 YAEob%;(GF)A=G(FA). 

(2) 对 于 VfEhome(A,B):(GF)(f)=G(F( f)). 

例 19.4.10 例 19.4.3(5) 是 例 (4) 中 的 函 子 M, 与 Ring 到 
Grp HRF U 的 复合 Uw . 

定理 19. 4.11 车 二 函 子 F,G 中 一 个 是 反 变 函 子 , 另 一 个 是 
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( 共 变 ) 函 子 , 则 它们 的 复合 FG 是 反 变 函 子 : 若 F,G EEK 
子 , 则 FG 是 ( 共 变 ) 函 子 . 

例 19.4.12 例 19.4.3(11) 中 的 由 尺 mod 到 mod-R 的 对 偶 
函 子 D 是 一 个 反 变 函 子 ; 将 它 使 用 两 次 就 可 得 到 由 尺 mod 到 它 本 
JHEAT. 


19.5 自然 变换 


在 两 个 范畴 之 间 通 常 存在 着 许多 个 函 子 ,这 些 范 子 之 间 又 有 
一 些 映射 联系 着 ,本 节 将 讨论 广泛 存在 于 数学 领域 (包括 向 量 空 
间 ,矩阵 .行列 式 . 代 数 拓扑 等 ) 各 函 子 间 的 一 种 "自然 变换 ” 范畴 
理论 的 创始 人 Eilenberg, MacLane 正 是 因为 想 给 这 种 “自然 性 ”以 
准确 的 含义 才 引 入 范畴 和 函 子 的 . 

定义 19.5.1 设 下 和 G 是 到 的 两 个 函 子 ,由 下 到 G 的 
自然 变换 (natural transformation)7 指 的 是 一 个 映射 , 它 给 的 每 
个 对 象 A 指派 一 个 态 射 7,E hom; (FA,GA), 使 得 对 于 《的 任 二 
对 象 A,B 及 任何 fEhom,(A,B) 图 19. 9 所 示 和 矩形 是 可 换 的 . 


A FA 7A GA 
fl ESY G(f) 
B FB 1g GB 
图 19.9 


图 中 加 (7a) 称 为 自然 变换 7 分 别 在 A(B) 处 的 分 量 . 
根据 沙子 的 定义 (由 对 象 函 数 及 态 射 函数 组 成 的 一 个 能 保持 
态 射 乘法 及 恒 等 态 射 的 映射 ) 可 以 把 每 个 函 子 用 人 ABC( 图 
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19. 10) 表 示 , 自然 变换 ? 的 作用 是 把 这 些 三 角形 从 FA 平移 
到 GA. 


A F 


A Pa GA 
| S 
GC 
IZ £ V 
E 
FB Ig GB 


B 


图 19.10 


定义 19. 5.2 若 自然 变 换 9 的 每 个 分 量 都 是 同 构 态 射 , 则 7 
称 为 自然 同 构 (natural isomorphism). 

例 19.5.3 (1) 设 天 是 交换 环 , 它 上 面 的 所 有 非 奇异 矩阵 构 
成 线性 群 GLn(K); 此 外 每 个 环 同 态 f:K 一 K' 诱 导出 一 个 群 同 态 
GLnf:GLn(K)—GLn(K”). 因而 对 于 每 个 自然 数 n 可 以 确定 一 
个 函 子 GLn:CRng 一 Grp, 这 里 CRng 表示 交换 环 范畴 . 

对 于 以 上 函 子 来 说 ,从 nx n 和 矩阵 M 取 行 列 式 的 变换 det 是 
一 个 自然 变换 : 令 K" 是 交换 环 K 的 所 有 单位 ( 即 可 逆 元 . 见 定理 
15. 4. 6) 所 构成 的 群 . HIFI denM 是 单位 时 ,矩阵 M 是 非 奇 异 
的 而 det, 是 GLnK 一 K* 的 一 个 群 态 射 , 即 范畴 Grp 的 一 个 态 射 . 
由 于 行列 式 公式 对 一 切 环 K 有 效 ,由 交换 环 的 每 个 态 射 f. K— 
K 都 可 得 出 一 个 交换 图 (图 19.11). 

因而 变换 det: GLn f— f° 是 CRng—Grp 的 两 个 函 子 间 的 自 
然 变换 . 

(2) 例 19. 4. 3(7) 的 交换 化 函 子 , 它 当然 可 看 成 是 由 Grp 到 
Grp 的 沙子 , 现 设 vi 表示 GG 到 其 商 群 G/(G,G) 上 的 自然 同 态 ( 定 
理 14. 11. 6) 则 得 交换 图 (图 19.12). 
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G/ (G.G) 


GLnK detk K* G x 
GLnf Jx / f 
GLnK' K'* H "H H /(H.H) 
图 19.11 图 19.12 


这 就 证 明了 映射 v: G v 是 由 Grp 到 Grp K9 tE % F #lJ 3 
换 化 函 子 的 自然 变换 . 

G) 在 模范 畴 R-mod 中 ,定义 函 子 由 , 如 下 : 它 将 模 M 映射 
到 它 的 ” 重 直 和 M°” 而 将 同 态 :M>N 映射 到 f”, 

f” (ai, a,)==(f(a,), f Can), 

则 可 证 它 是 一 个 函 子 . 

现 对 任意 M 作对 角 线 同 态 : 

Ôu” :ar(a ,a) , 
aft 

则 映射 86" ; M ôu” 是 R-mod 到 由 , 的 自然 变换 ,这 由 交换 图 
(图 19. 13) 可 见 . 

与 一 般 变换 理论 一 样 , 对 于 自然 变换 也 需要 考虑 它们 的 乘积 、 


恒 等 自 然 变换 及 逆 变 换 等 , 现 介绍 

WTF. M iR ye 
定义 19.5.4 it F,G, 是 由 w 

范畴 多 到 9 的 三 个 函 子 ,7 是 下 到 G 1 

WAREK, EEGA H 的 自然 变 

Hit AE ob€, W q E hom (FA, N so To 

GA), Ë, € hom, (GA, HA), ii 

êa E home (FA, HA) 且 符合 由 下 图 19.13 


到 五 的 自然 变换 的 可 交换 条 件 , 即 由 图 19. 14 所 示 的 两 个 小 交换 
图 ( 即 由 顶点 FA,GA,GB,FB 构成 的 和 矩形 与 由 GA,HA,HB,GB 
构成 的 矩形 ) 可 得 到 以 FA, HA, FB, HB 为 顶点 的 大 矩形 也 是 一 
个 交换 图 (图 19. 14) 的 结论 . 


FA 74 GA Êa HA 
Ff) GUO 五 (三 ) 
FB 1g GB ês HB 
图 19.14 


ARI Amiga 是 由 下 到 万 的 自然 变换 , 称 自然 变换 En 
HAREM ER 9 的 乘积 (product). 

定义 19.5.5 设 下 是 范畴 如 到 2 的 一 个 函 子 , 则 可 得 到 由 下 
射 人 本 身 的 一 个 自然 变换 1r, 它 将 任意 ACobe 射 人 态 射 1mE 
homs (FA,FA). 设 G 是 另 一 个 由 到 2 的 函 子 ,7 是 任 一 个 由 下 
到 G 的 自然 变换 , 则 71, —=7= 1c7. 这 样 的 le 及 16 均 称 为 恒 等 自 
然 变换 (identity natural transformation). 

定义 19.5.6 Ü E F EG 的 自然 同 构 , 则 对 于 YAE obt， 
Ma: FA>GA 是 一 个 同 构 , 从 而 有 逆 同 构 7, ' :GA 一 FA. 它 显然 满 
足 自然 变换 的 交换 性 ,因而 Ay EG EF AARE, aR 
为 了 的 逆 自然 变换 (inverse natural transformation) ,用 六 :表示 ， 
显然 有 

Q) Ty=1r, 0 一 lc 

(2) a=: 

(3) D =n; 

(4) # EHF 到 G 的 自然 变换 ,5 是 由 G 到 下 的 自然 变换 ， 
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而 且 $7 二 1F ,二 16, 则 7 ERA 7 = 的 自然 同 构 . 


19.6 范畴 的 等 价 


定义 19.6.1 设 % 及 是 两 个 范畴 ,如 果 存 在 孙子 F: 《一 9 
K G:2— $ ë $š GF=1¿; K FG=1s, 则 称 《 与 2 是 同 构 范畴 
(isomorphic category) ,用 %—° 2 表示 . 

例 19.6.2 (1) 范畴 Ab 与 Z-mod 同 构 : 设 M 是 一 个 交换 
(加 法 ) 群 , 若 规定 nz(n€ Z,>z€ M)38 = É) n W M 可 构成 一 个 
Z-mod; 反 之 , 若 M 是 Z-mod, 则 其 加 群 是 一 个 加 法 交换 群 .这样 
就 有 了 互 逆 的 由 ob Ab 到 ob Z-mod 的 及 由 ob Z-mod 到 ob Ab 
的 映射 . 今 设 了 是 交换 群 M 到 交换 群 N 的 任 一 ( 群 ) 同 态 , 因 
f nz)=nf(z),(n€C Z,z€ M) , 则 了 是 (作为 Z-mod 的 )M 到 六 
的 ( 群 ) 同 态 ;反之 , 任 一 模 同 态 也 是 一 个 群 同 态 ,因此 Ab 与 
Z-mod 是 同 构 范畴 . 

(2) 范畴 R-mod 与 mod-R* 同 构 ,这 里 R 是 任意 环 : 若 M 是 
一 个 左 模 , 则 可 将 它 作 成 一 个 右 R*- 模 ,这 只 要 对 于 z€ M.r€ R” = 
R( 看 作 集 合 ) 规定 zr= r= 就 行 了 ; 若 将 此 法 倒转 , 则 可 将 一 右 
R”- 模 变 成 一 个 左 模 . 此 外 (作为 左 R- 模 的 )R” 到 R 的 任 一 同 态 
也 是 (作为 右 R”- 模 的 )IMrw 到 Na 内 的 同 态 , 这 样 就 有 了 两 个 函 
F F RG 能 使 GF 二 lkww 及 FG= lmr”. 

故 Rmod 宇 mod-R”. 

两 个 同 构 的 范畴 完全 可 以 看 成 相同 的 范畴 ,这 样 要 求 范畴 的 
等 同 是 过 于 严格 了 . 有 时 可 将 条 件 放宽 成 为 范畴 的 等 价 . 

定义 19.6.3 设 名 及 是 两 个 范畴 ,如 果 存在 沙子 F;%->9 


及 G:9>% 使 GF 之 1 及 FG 之 1s( 之 表示 函 子 的 自然 同 构 ), 则 称 
€ 5 9 为 等 价 范畴 (equivalent category) ,并 用 (下 ,G) 表 示 函 子 F, 
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G 给 出 的 等 价 关系 . 

由 定义 可 见 : 

(1) 同 构 范 畴 必 是 等 价 范畴 ; 

(2) 范畴 的 等 价 是 一 个 等 价 关系 . 

可 利用 以 下 定理 判定 二 范畴 是 否 等 价 . 

定理 19.6.4 Ü F E H W EA 2 HRTF, ff fE 68 + 
G:D 一 《使 得 (F,G) 给 出 与 9 等 价 关 系 的 充 要 条 件 是 : 

(1) 下 是 一 个 忠实 且 完 满 的 浮子 ; 

(2) 对 于 多 的 每 一 个 对 象 A' 存 在 的 一 个 对 象 A, 使 FA 及 
4 在 2 中 是 同 构 的 ( 即 有 一 同 构 包 含 于 hom, (FA,A') 之 中 ). 

例 19.6.5 设 RR 是 环 ,M,(R) 是 RR 上 的 n 阶 和 矩阵 环 , 则 R 上 
的 右 模 范畴 mod-R 与 M,(R) 上 的 右 模范 畴 mod-M,(R) 等 价 . 


19.7 积 与 上 积 


很 多 数学 结构 (如 集 的 乘积 、 群 的 直 积 、 群 的 自由 积 等 ) ,一旦 
利用 映射 时 就 可 以 得 到 简单 的 描述 . 范畴 论 是 使 用 态 射 ( 箭 ) 作 为 
主要 工具 研究 问题 的 ,因而 以 上 结构 可 以 自然 地 纳入 范畴 论 研 究 
的 范围 . 

EX 19.7.1 BA A: 是 范畴 《的 两 个 对 象 , 则 A 与 A, 的 
R.A TA:， 是 三 元 组 (App), Hp A € ob 
pi € hom, (A,A; G = 1,2), È B 
们 满足 以 下 条 件 : ük B 是 名 的 任 
一 对 象 , f, € home (B,A,) G=1, 
2), 则 存在 唯一 的 f€ hom,(B,A) 
使 得 图 19. 15 为 交换 图 : 

例 19.7.2 设 G, ,G, 是 两 个 
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群 , 作 积 集 G= G, XG; = ((gi.g.)|g EG i=1,2} ,规定 G 的 乘 
法 为 (gl g) ish) 二 (hts,g2hz), 则 G 构成 一 个 群 , 它 的 单元 
1 二 (11,1;) ,其 中 l,l: 分 别 是 GG: 的 单元 ; 道 元 (g1,82) = 
(8T ,g2'). 

fE G #| G, 中 的 射影 p;:G->G,(i==1,2), 如 下 : 

Pı (Bi s82 >81 b: i (gi ga) YB?, 

W 户 , 分 别 是 G #J G, ,G, 的 群 同 态 . 

ER H 是 另 一 群 且 设 f: H—G, J: H H 到 G; 中 的 群 同 态 ， 
则 可 确定 一 个 由 H #J G=G, X G, 的 映射 fihia), f,(h)), 
它 显 然 是 一 个 群 同 态 且 pf (h)=f;(h), 因 而 得 交换 图 19.16. 所 
以 三 元 组 4G=G XG; pi, p) ER E Grp 中 两 对 象 G, G 
的 积 . 

定理 19.7.3 BA Gpp) RA ph. p) JE ERR A,， 
A: 的 两 个 积 , 则 必 存 在 唯一 的 同 构 h:Al 一 A, 使 得 p= ph (i=1, 
2), 即 (从 同 构 的 观点 看 )A, , A, 的 积 是 唯一 的 ， 

由 于 这 种 唯一 性 ,我 们 才 使 用 记号 A [|A 表示 A, 55 A; 的 积 . 


可 以 将 两 对 象 的 积 推广 到 多 个 对 象 的 积 . 


f 
H a A 
i 
1 Pe 
1 
G, F; G F; G; A 
图 19.16 图 19.17 


定义 19.7.4 (A. | a € 了 是 范畴 的 对 象 的 标号 集 , 它 
MHR [A 是 一 个 集 {A;p。 | a € 7), 其 中 A € obe, Ñi p. € 
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hom,(A,A.), 18848: 2 B € ob% H f. € hom,(B,A,)(a € 
7 , 则 存在 唯一 的 f € hom,(B.A) 使 得 每 一 个 图 都 是 交换 的 
(图 19. 17). 

例 19.7.5 Q) WHA. ja € D 是 集 的 标号 集 , 作 积 集 A = 
[I A. 为 映射 4:T 一 U A, 的 集 使 对 于 每 个 a € lala) = A. 对 于 
每 个 a 作 射 影 p。:am>a(a), 则 可 证 1A;p,} 是 范畴 Set 中 各 对 象 A。 
的 积 . 

(2) 设 (G. | a € 1) 是 群 的 标号 集 ,在 G 二 ][G. 中 作 积 如 下 ， 
XIF gig € Gl gg (a) = g(a)g (a), 上 且 使 G 的 单元 1 由 1Ca) = 
1.(1。 ÆG, 的 单元 ,a € 了 ) 确定 . 易 证 这 构成 G 上 的 一 个 群 结构 ,而 
且 同 Set 中 一 样 ,各 射影 都 是 同 态 ,因而 {G;p。} 是 群 范畴 中 G. 的 
一 个 积 . 

(3) 以 上 作 群 标号 集 的 积 的 方法 和 结论 对 环 范畴 Ring 和 R- 
模范 上 畴 R-mod 同样 有 效 . 

由 对 偶 原 则 还 可 讨论 积 的 对 偶 概 念 :上 积 . 

定义 19.7.6 设 {4. la € 1 是 范畴 多 的 对 象 的 一 个 标号 集 ， 
它们 的 上 积 (coproduct) 记 作 II A, 指 的 是 集 {A;i, |a € I, Hp 

A € ob, ie € hom(A,,A), 它 
B “ 4 ” 们 能 使 :车 BE ob H g, € 
hom.(A。,B)(a€ 了 7 了), 则 存在 唯一 
£ “的 g € home(4,B) 使 每 个 图 都 

是 可 交换 的 (图 19. 18). 
A 由 对 偶 原 理 可 得 与 定理 
19. 7. 3 对 偶 的 结论 :范畴 E 的 任 
m ¿u 一 对 象 的 标号 集 的 上 积 如 果 存 

在 , 则 它 总 是 唯一 的 (在 同 构 的 意义 上 ). 
例 19.7.7 (A aC 7 了) 是 集 的 一 个 标号 集 , 则 必 存 在 由 各 
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集 A, 的 “不 相交 并 ”构成 的 集 , 记 作 U AG i RRA, P) UA P 
的 单 映射 , 设 B 是 一 个 集 且 设 对 每 个 a 有 A。 到 B 中 的 一 个 映射 
go; 则 必 存 在 U A, 到 B 中 的 唯一 映射 g EIRA g) A = 
g(a € D, THEU Aii) 是 范畴 Set 内 各 A, 的 上 积 . 

定理 19.7.8 群 范畴 Grp、 环 范畴 Ring、 模 范畴 R-mod 以 及 
交换 群 范畴 Ab 的 对 象 的 任 一 标号 集 的 上 积 必定 存在 . 


19.8 核 与 上 核 


这 是 一 对 对 偶 的 范畴 概念 ,在 群 , 环 、 模 中 都 有 同 态 核 的 概念 ， 
但 由 于 范畴 中 的 态 射 未 必 是 同 态 , 所 以 不 能 像 群 . 环 、 模 那样 来 定 
义 态 射 的 核 ,这 可 从 下 例 看 到 : 取 所 有 对 称 群 为 对 象 、 群 同 态 为 态 
射 构成 的 范畴 内 的 f€ hom(S, ,S,)(S, 为 三 次 对 称 群 ,S, 为 二 
次 对 称 群 ) 来 看 , 则 因 

f((1))=f((123))=f((1 32))=(1)€ S,, 

f((12))=f((1 3))=f((2 3))=(1 2)€ S,. 

所 以 kerf=N={(1), (1 2 3), (1 3 2)}, 这 是 一 个 交代 群 
(alternate group) ,凡人 ob%, 由 此 可 见 在 一 般 范 畴 中 过 去 的 同 态 核 
定义 不 再 适用 . 现 从 另 一 角度 给 出 一 般 范 畴 的 核 的 概念 . 

定义 19.8.1 设 范畴 有 零 
对 象 , 因而 有 零 态 射 ; 设 f € 
hom(A,B), 则 态 射 g€ hom(C, A) 
称 为 f 的 核 (kernel), 若 它 满足 以 
下 条 件 : 

(1) g 是 单 态 射 ; 

(2) fg=O0ca; 

(3) 对 于 YhE hom(D, A), # 
fh 二 0p8 ; 则 必 有 z€ hom(D,C) ,使 
h=gt, 即 其 图 是 交换 图 19. 19. 1919 
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例 19.8.2 (1) É f EBE G 到 群 日 的 同 态 ,N J: f 的 同 态 
核 , 则 f(N)==0, 且 N 是 G 的 正规 子 群 ,因而 存在 N 到 G 的 单 同 
态 g= 二 1s NEG 的 恒 等 同 态 在 N 上 的 限制 ), 所 以 fg= 0. t, 
外 , 若 有 群 N, K N. 到 G 的 同 态 h W fh (N ,)=0,WJ A( N, )C N; 
现 规定 :对 于 YmE Ni't:m hm) EN, W: ÆN 到 N 的 同 
态 ,并 且 gt 二 h, 即 图 19.20 是 交换 图 : 故 g 是 f 的 核 . 


G 
N g z j 


19. 20 


(2) 同样 可 证 在 Ab, Ring, R-mod 等 范畴 中 , 态 射 f € 
hom(A,B) 的 核 就 是 同 态 f 的 ( 同 态 ) 核 到 A 的 一 个 单 同 态 . 

注 19. 8.3 关于 核定 义 的 说 明 同 态 核 是 一 个 对 象 ,但 态 射 
的 核 却 是 一 个 单 态 射 ,但 是 这 二 者 实际 上 是 一 致 的 ,因为 当 
g€ hom(C,A) 给 定 后 ,对 象 C 就 确定 了 ; 反 过 来 , 若 给 定 对 象 C,A 
后 ,hom(C,A) 的 态 射 可 能 不 唯一 , 取 其 中 的 哪 一 个 作为 态 射 的 核 
不 能 确定 ,不 如 直接 采用 态 射 本 身 来 表示 核 . 

定理 19.8.4 it fEhom(4A,B), 若 上 有 核 gEhom(C,A)， 
MJ 太 的 核 ( 从 同 构 的 观点 看 ) 是 唯一 的 , 记 为 kerf. 

由 对 偶 原 则 可 以 得 到 核 的 对 偶 概念 . 

定义 19.8.5 设 范畴 如 有 零 对 象 , 因而 有 零 态 射 , 设 
JE hom(B,A), 则 态 射 g€ hom(A,C) 称 为 f 的 上 核 (co-kernel)， 
如 果 它 满足 以 下 条 件 : 

(1) g 是 满 态 射 

(2) gf=0x; 

(3) 对 于 YhE€Ehom(A,D) ,车 hf=0g MVA tE hom(C, D), 
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使 h=tg, 即 其 图 是 交换 图 19. 21. 


A x B /Im f 


图 19.21 图 19.22 


定理 19.8.6 设 f€ hom(B,A),# f # Ef,g€ hom(A, 
C), 则 f É F OA IE] F9 09 SA 8) EE E— BJ , 129 cok f. 

例 19.8.7 在 Rmod 中 ,fEhom(A,B),f 的 同 态 像 Imf= 
f(A) 是 B 的 子 模 , 则 B/Imf 是 R- 模 . 设 v 是 B 到 B/Im/ 的 自然 
同 态 , 则 可 断言 ,v=cokf, 这 是 因为 : 

(1) v 是 满 同 态 ,因而 是 满 态 射 ; 

(2) 对 于 Ya€E€A,vf(a)==0, 所 以 vf=0; 

(3) 若 h€Ehom(B,C) 且 hf=0, 即 h(Imf)=0， 

所 以 有 导出 同 态 及 ;B/Imf 一 C 使 h= 甩 ,这 表示 图 19.22 是 
可 交换 的 ,所 以 v=cok/. 


19.9 拉 回 与 推出 


定义 19.9.1 EM EH, EA f, = hom (A,, X) & 

万 一 hom(A4A:,X) 的 拉 回 (pulliback) 是 指 一 个 对 象 Y 和 两 个 态 射 

giog: 所 成 的 三 元 组 (Y; py, 8g:), 满 足下 述 条 件 :对 于 g € 

hom(Y,Ai) 及 g;€ hom(Y,A;), 能 使 fig1 = f;g;, 并 且 对 任意 的 
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对 象 Z 及 任意 的 h, € hom(Z,A,)K h, € hom(Z, A2), 4 fih = 
fih: 时 ,存在 唯一 的 上 Ehom(Z,Y) 使 太一 gt 和 一 gzt 即 有 交换 
图 19. 23. 
定理 19.9.2 在 范畴 中， 
二 态 射 {fi ,fs) 的 拉 回 如 果 存 在 ， hl 
则 (从 同 构 的 观点 看 ) 它 是 唯一 的 . 
例 19.9.3 it fı Ehom(A;, 
X) K& f, € hom (A; , X) FÈ Eš š B# fi 
R-mod 的 两 个 态 射 , 则 可 证 明 
{ 万 , 户 } 的 拉 回 是 (Yigi ,gz)，, 其 
H Y= (a a)la EA B f, (a,)= 
f: (a,)), gi: Cars az) ais g: 
(al ,az az. 
两 个 态 射 的 拉 回 能 够 保持 单 态 射 性 质 . 
定理 19.9.4 设 {f1,f;}) 的 拉 回 是 (Y;gi,g;), 若 f. (sk f.) 
是 单 态 射 , 则 (在 交换 图 中 ) 与 它 平行 的 态 射 g; (或 g1) 也 是 单 
态 射 . 
与 拉 回 对 偶 的 概念 是 推出 ,可 用 对 偶 原 则 给 出 它 的 定义 和 性 
质 如 下 . 
定义 19.9.5 在 范畴 台中 , 态 射 fi € hom(X, ADK f, € 
hom(X,A: ) 的 推出 (pushout) 是 指 一 个 对 象 Y 和 两 个 态 射 g... g: 
所 成 的 三 元 组 (Y; g ,gz 满足 下 述 条 件 : 对 于 gı E hom(A, ,Y), 
g: E hom(As,Y), 它 们 能 使 gi fi = g: fe HEIER HHR Z 及 
EEH hi € hom(A, ,Z) É h: € hom(A; ,Z) , % h, f, =h: f, 时 , 存 
在 唯一 的 tE hom(Y ,Z)Í# hi =tg, sh: 一 itgs, 即 有 交换 图 19. 24. 
定理 19.9.6 在 范畴 名 中,{ 了 i,f;} 的 推出 如 果 存 在 , 则 (从 
同 构 的 观点 看 ) 它 是 唯一 的 . 
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图 19.24 


例 19.9.7 i fi€ hom( X, A.) & f; € hom(X,A,) 是 模范 
B R-mod 的 两 个 态 射 , 则 它们 的 推出 是 (Y; gi,g:), 其 中 Y= 
(4 四 4:,)/ 风 ,这 里 的 三 ={( 广 (z), 一 户 (z))1zEX)}， 

gı 1a > (a 0), gz :az > (0,az). (a ,0),(0,a,) 
分 别 是 商 模 (A; OA)/W 的 元 , 即 利用 W 分 类 时 元 (a1,0) 及 
(0,as) 所 在 的 类 . 

证 明 可 通过 图 19. 25 看 出 . 
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两 个 态 射 的 推出 能 够 保持 双 态 射 性 质 . 
定理 19.9.8 设 ! 刻 ,f;) 的 推出 是 (Y;gn,g2), 若 用 (或 f;) 
是 满 态 射 , 则 (在 交换 图 中 ) 与 它 平行 的 态 射 g (或 g1) 也 是 满 


19.10 hom 函 子 与 可 表示 函 子 


本 节 先 介绍 三 种 hom 函 子 ,它们 分 别 是 范畴 e, “及 “Xx 
到 集 范畴 Set 的 函 子 , 在 考察 了 它们 的 性 质 后 再 研究 已 知 的 函 子 
由 hom 函 子 表示 的 问题 . 

先 看 范畴 € ° x %, 它 的 对 象 类 是 由 一 切 偶 对 (A,B) 
(A ,BE ob%) 构 成 的 , 它 的 从 (A,B) 到 (A’,B') 的 态 射 是 偶 对 (/， 
g) AP f:A—A',g:B—>B' X36807 g) é °X € BJ CA, B) 
到 (A”,B) 的 一 个 态 射 , 则 f :A' 一 A,B' 一 B', 因 而 (f,g)(f,g)= 
(ff,g'g). 此 外 la,ə = (1a ,1a). 

定义 19. 10.1 H € °> J Set 的 hom 函 子 ,这 种 函 子 的 对 
REREH E HEDRA, B) 映射 到 集 hom (A. B) ( € ob 
Set) ,而 它 的 态 射 函 数 则 是 将 (f,g): (A,B) 一 (A’,B') 射 人 到 
hom(A,B) 到 hom(A’,B') 里 的 映射 的 函数 ,其 对 应 法 则 是 ， 

hom(f,g):kr>gkf, 

其 中 f:A' 一 A,g:B 一 B',k:A 一 B, 因 而 此 法 则 是 有 意义 的 , 且 
gkf:A' 一 B' ,这 样 的 规定 确 能 构成 一 个 函 子 , 称 为 由 多 。X 名 到 Set 
的 hom 函 子 . 

定义 19. 10.2 固定 名 的 一 个 对 象 A 并 按 下 列 法 则 定义 的 函 
F hom(A ,一 ) 称 为 由 多 中 对 象 4 确定 的 ( 共 变 )hom AF: 

(1) 对 象 函 数 


` 表达 式 hom(A, 一 ) 表 示 一 种 特殊 的 函 子 ( 符 号 ). 
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hom(A.—)B'=hom(A, B); 
(2) 态 射 函数 
对 于 g:B 一 B',hom(A, 一 )(g) 是 hom(4,B) 到 hom(A, B’) 
内 的 映射 ,其 对 应 法 则 为 
hom(A,g):k — gk. 
定义 19.10.3 固定 的 一 个 对 象 B 32k T p| E X BJ K 
F hom( 一 ,B) 称 为 由 多 中 对 象 B 确定 的 ( 反 变 )hom KF. 


(1) 对 象 函数 
hom(—,B)A=hom(A,B). 
(2) 态 射 函数 
对 于 f:A'—A,hom(—,B)(f)Ë hom(A,B) 到 hom(A', B) 
内 的 映射 ,其 对 应 法 则 是 


hom(f,B):k—k f. 

H, E =#hP8 T # 2 F IX £. 

定理 19.10.4 it f:A'—>A,g:B—>B',k:A—>B, 
则 因 hom(f,B’)hom(A,g)(k)=(gk)f, 

hom(A’,g)hom(f,B)(k)= g(kf), 
hom(f,g)(k)= (gk)f = g(kf). 

所 以 三 者 相等 ,并 得 到 交换 图 19. 26. 由 它 可 找到 函 子 间 的 两 
个 自然 变换 ,这 对 于 用 hom 函 子 表示 一 个 给 定 的 函 子 极为 有 用 . 

定理 19.10.5 (1) RE g:B>B' F Rij Ahom A, g) E 
homs. (hom(A,B),hom(A,B’)) 是 反 变 函 子 hom( 一 ,B) 到 反 变 
KF hom( 一 ,B') 内 的 自然 变换 . 

(2) RÆ f: A'— A 后 ,映射 B — hom (f, B) € homs 
(hom(A',B),hom(A,B)) M F hom(A, — >) #J ë F hom ( A”, 
一 ) 内 的 自然 变换 。 


* 表达 式 hom(4, 一 )B 表示 函 子 hbom(A, 一 ) 作 用 于 对 象 B. 
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hom(A,B) hom(A,g) hom (A,B') 


hom(f,B)| hom(/f,B') 


hom(A, B) hom(A',g') hom(4' ,B') 


图 19.26 


要 将 一 个 函 子 用 一 个 hom 函 子 “表示 ”, 需 要 以 下 定理 . 

定理 19. 10.6 Yoneda Lemma 定理 设 下 是 由 到 Set 的 
KFA 是 名 的 一 个 对 象 ,a ERFA 的 一 个 元 . 对 于 Y BE ob%, 设 
aa 是 hom*(4,B) 到 FB 内 的 ,使 &RreF(CR)Ca) 的 映射 , 则 Bas 
是 homv(A, 一 ) 到 下 内 的 一 个 自然 变换 gla). Hhh amga) ER 
FA 到 homv(4, 一 ) 到 下 的 自然 变换 类 上 的 一 个 双 射 ,ar=7(Ca) 的 
逆 ( 映 射 ) 是 映射 7yr= 加 (14)( 这 里 的 yda) EFA). 

定义 19.10.7 (1) Ë F JH € #| Set 的 一 个 函 子 , 若 对 于 某 
个 AEob% 存 在 下 与 函 子 hom(A, 一 ) 间 的 一 个 自然 同 构 , 则 称 函 
子 下 是 可 表示 的 (representable functor). 

(2) 设 下 是 一 个 可 表示 函 子 ,7 是 下 与 函 子 hom(A, 一 ) 间 存 
在 的 自然 同 构 , 若 Yoneda 预备 定理 中 用 以 决定 了 的 对 象 及 元 分 
别 是 A Ra= 4 (14)6€ F,), 则 偶 对 (A,a) 称 为 可 表示 函 子 的 表 


示 (representative of the representable functor). 


19.11 加 法 范畴 与 Abel 范畴 


本 节 介绍 两 个 重要 的 范畴 ,它们 在 模 论 及 同调 代数 中 经 党 
使 用 . 
定义 19. 11.1 设 & 是 范畴 , 若 能 满足 以 下 4 个 条 件 , 则 称 为 
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加 法 范畴 (additive category): 

a) 多 有 一 个 零 对 象 (定义 19. 2. 13). 

(2) 对 于 多 中 的 每 一 个 对 象 偶 (4,B) ,在 集 homw(A,B) 上 定 
义 一 个 二 元 复合 运算 “十 ”使 得 (homw(A,B) ,十 ,Ou ) 是 交换 群 . 

(3) # A,B,CEob¥, f, fis f: E hom (A,B) R ggg € 
hom;(B,C) , W] 

(gi +g:)f = g. f + g: f ° 
gfi + f.) = gf. + gf:. 

(4) “是 有 上 积 的 范畴 , 即 的 对 象 的 任 一 有 限 集 均 存 在 
ER. 

例 19.11.2 群 范畴 Grp 是 加 法 范畴 ,因为 它 有 零 对 象 {10) 
( 即 仅 含 一 个 加 法 单元 的 群 ). 当 群 的 复合 运算 记 成 乘法 时 ,这 个 零 
对 象 是 {1}( 即 仅 含 一 个 乘法 单元 的 群 ), 它 既是 始 对 象 又 是 终 对 象 
(定义 19. 2. 13) ,所 以 满足 (1); 此 外 它 满足 (2)(3) 也 是 显然 的 , 因 
为 范畴 上 的 态 射 满足 这 两 个 条 件 ; 据 定理 19.7.8 可 知 : 群 范畴 
Grp 的 对 象 的 任 一 标号 集 的 上 积 是 存在 的 ,因此 满足 (4). 故 Grp 
是 加 法 范畴 . 

例 19.11.3 交换 群 范畴 Ab, 环 范畴 Ring, Æ. A H ji 
R-mod 及 mod-R 都 是 加 法 范畴 . 

例 19.11.4 集 范畴 Set 不 是 加 法 范畴 ,因为 它 没有 零 对 象 
( 例 19. 2. 14(1)). 

注 19,11.5 关于 定义 的 说 明 

(1) 定义 条 件 (2) 表 示 在 每 个 homs(A,B) 上 给 定 了 一 个 群 结 
构 , 其 零 元 是 04 ==006，0mo ,这 里 0w 是 homwe(A,0) 的 唯一 元 ,00s 
是 hom, (0, B) BJ ME — Zü. 

(2) 定义 条 件 (3) 说 明 : 当 用 范畴 定义 时 ,乘积 fg 是 双 可 加 的 
(bi-additive) ,因而 对 于 每 个 A 都 可 决定 一 个 环 结构 (hom, CA, 
A);+ , * ;0,1=14). 
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(3) 定义 条 件 (4) 可 用 以 下 两 个 条 件 之 一 代替 ,因为 这 三 个 条 
件 是 等 价 的 : 

(4) 《是 具有 积 的 范畴 . 

G) 对 于 对 象 的 任 一 有 限 集 {Al,…,A,} 存 在 对 象 A 及 态 射 
pj:A>A,,i:A>A(<Ii<n) ,使 

l tja =k, 
ba; = : 
0,# j= k, 
>» ip;= la. 

由 加 法 范畴 定义 的 对 偶 性 可 得 以 下 定理 . 

定理 19.11.6 车 是 加 法 范畴 , 则 其 对 偶 范 畴 (定义 
19. 2. 6) "也 是 加 法 范畴 . 

下 面 进一步 讨论 Abel 范畴 . 

定义 19.11.7 设 % 是 加 法 范畴 , 若 还 满足 以 下 三 个 条 件 , 则 
称 为 Abel 范畴 (Abel category): 

D 多 中 的 每 个 态 射 都 有 一 个 核 及 一 个 上 核 . 

(2) 每 个 单 ( 满 ) 态 射 都 是 它 的 上 核 ( 核 ) 的 核 (上 核 ). 

(3) 每 个 态 射 都 能 分 解 成 一 个 满 态 射 e 与 一 个 单 态 射 m 的 乘 
积 : f=m ° e, 

例 19.11.8 (1) 交换 群 范畴 Ab 是 Abel 范畴 :首先 它 是 加 
法 范畴 ( 例 19. 11. 3) ,而 且 它 的 每 个 态 射 都 有 核 与 上 核 . 

(2) 范畴 有 尺 mod 及 mod-R 都 是 Abel 范畴 . 

(3) 可 以 证 明 :以 所 有 自由 交换 群 ( 例 19. 11. 3 ) 为 对 象 、. 以 群 
同 态 为 态 射 构成 的 自由 交换 群 范畴 FAG 是 加 法 范畴 ,但 却 不 是 
Abel 范畴 ,因为 它 的 态 射 不 一 定 有 上 核 . 


19. 12 通用 结构 


各 种 代数 系统 中 经 常 存在 一 些 “ 通 用 ”结构 ,它们 所 具有 的 代 
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数 性 质 可 以 通过 态 射 "传输 ”到 同类 结构 中 去 . 例如 ,自然 数 1 是 所 
有 单元 半 群 (以 及 所 有 群 ) 的 “通用 元 ”, 这 是 因为 在 加 法 单元 半 群 
N 与 任 一 单元 半 群 M 间 存 在 着 (单元 半 群 ) 同 态 : 
f:N—>-M,1—a(a€ M), 

因此 二 者 有 相同 的 代数 性 质 . 这 也 可 以 说 : 态 射 了 将 N 的 “通用 ” 
性 质 “ 传 输 ” 给 M 了 ;对 于 群 G 也 有 同样 的 结论 . 此 外 ,各 种 商 结构 
(包括 商 集 、 商 群 、 商 环 等 )、 分 式 域 .多 项 式 环 等 的 态 射 间 都 存在 着 
某 些 通用 性 质 , 由 于 它们 的 讨论 牵涉 到 某 类 代数 结构 及 其 间 的 态 
射 , 所 以 可 利用 范畴 和 函 子 对 它们 作 精 确 的 描述 . 

定义 19.12.1 设 ,2 是 两 个 范畴 ,F 是 由 名 到 9 的 函 子 ,B 
是 9 的 对 象 ,由 BART F 的 通用 结构 (universal construction) 
是 一 个 偶 对 (U,w) ,其 中 U 是 的 对 象 而 u 是 由 B 到 FU 的 态 射 ， 
它 能 使 :车 z 是 由 B 到 FA 的 任 一 态 射 , 则 存在 唯一 的 由 U 到 
中 的 A 的 态 射 ,使 


g=F(g) ` u. 
即 图 19.27 是 一 个 可 交换 图 . 
U 称 为 B 的 一 个 通用 多 -对象  # 
(universal “object for B), 而 态 g 
A u 称 为 对 应 的 通用 映射 F(R) 
(corresponding universal map). FA 


例 19.12.2 (1) 设 X = 
{Tisz z, ) , 作 序 列 集 FS? = 
{Ti z, "SZ. |z, EX,m 二 1,2,3,.…}), 并 规定 其 乘法 为 “ 连 
接 ”, 即 

(=, ;Ti ) (zj 9 Z;, + *°* Ti )= (=a ZE Tas 
z) ,然后 加 入 单元 1, 即 可 得 一 单元 半 群 FM'" , 称 为 由 + 436 z, 
生成 的 自由 单元 半 群 . 

在 此 基础 上 作 集 XUX', 其 中 XX 为 集 {xz ,zi,…,z,) ,zx 为 另 
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图 19.27 


—# (r .,z 2 ,它们 不 相交 而 且 在 XX 与 X' 间 有 1-1 对 应 :zx 
er f EE ii H X U X 生成 的 自由 单元 半 群 FM”. W G Æ 
群 而 且 a ,as ,…，ar ÆG 的 元 素 序列 , 则 可 作 唯 一 的 同 态 7: F” 
>G, r;a zar ls<i 和 rr 由 同 态 基本 定理 可 得 FM 上 的 
同 余 关系 E,:aE,.06Ia) 一 ICb) ,从 而 得 同 余 类 [zi](1 到 ;到 门生 
成 的 自由 群 FG? = FM'" /三 . 它 有 如 下 的 通用 性 质 . 

fE X #J FG” 内 的 映射 1i:zrrz, 则 对 于 任意 群 CG 及 X 到 G 
内 的 映射 z 必 有 唯一 的 同 态 &:FG" —G 4E g =i, BE 19. 28 是 
可 交换 图 . 


用 范畴 与 函 子 表示 这 个 通用 

x FGO 结构. 考虑 范畴 Grp 及 Set 并 使 下 
为 Grp 到 Set 的 忘却 函 子 , 它 将 一 
z 个 群 映射 到 它 的 基 集 ,而 将 群 同 态 

G 上 映射 映 人 对 应 的 集 映射 . 现 给 定 一 
图 19.28 集 X, 被 X 确 定 的 自由 群 是 一 个 


HIU, u) ,这 里 的 U 是 一 个 群 ， 
Ti u WE X 到 U 内 的 映射 , 它 对 于 任意 的 群 G 及 X 到 G 内 的 映 
射 g 都 有 唯一 的 由 U 到 G 内 的 同 态 g, 使 gu = g 对 于 集 映射 成 
立 . 所以,X AAFF 的 通用 结构 是 (U,u), 其 中 U k: X 的 通用 
Grp 对 象 , 而 u 则 是 对 应 的 通用 映射 . 

(2) 域 上 的 李 代数 (定义 17.4.1) 工 是 具有 双 线 性 积 Lzyj 而 
能 使 [zx] 二 0 及 [[zyjzj] 十 [[yzJzj 十 [[zzjy] 二 0 的 向 量 空间 . 
# A 是 一 个 结合 代数 (17. 1 节 ), 由 A 可 定义 李 代 数 A ,这 只 需 
将 李 积 (或 称 加 法 交换 子 )[ry] 二 xy 一 yx( 这 里 zy 是 A 中 已 有 的 
结合 乘法 ) 作 为 它 的 复合 运算 . 显然 ,车 A 及 B 都 是 结合 代数 而 且 
f EA 到 B 内 的 同 态 , 则 了 也 是 A 到 B 中 的 李 代 数 同 态 . 

# L 是 李 代 数 , 工 的 通用 包 络 代数 (universal enveloping 
algebra) 是 一 个 偶 对 (CU(CL) ,zx) ,其 中 U(L) 是 结合 代数 而 uw 是 LL 
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到 李 代 数 UCL) 内 的 同 态 , 它 使 得 : 若 z E L 到 由 结合 代数 A 得 
到 的 李 代 数 A- 中 的 任 一 同 态 , 则 存在 唯一 的 由 结合 代数 U(L)- 
到 A- 内 的 同 态 ,使 得 
g=gu. 

图 19. 29 是 李 代 数 同 态 的 交换 图 . 

取 给 定 域 上 的 结合 代数 范 _ 
畴 Alg 及 李 代数 范畴 Lie, 定 义 ”“ A 
H Alg 到 Lie 的 函 子 正 如 下 :对 g 
于 结合 代数 A, 规 定 FA=A ; £ 
而 对 于 结合 代数 中 的 态 射 /:A A 
一 B, 则 使 相应 的 李 代 数 中 的 
F(f)=f.A >B 与 之 相应 . 
对 于 给 定 的 李 代 数 工 , 通 用 的 包 络 是 一 个 偶 对 (U(L),w), 其 中 
U(L) 是 结合 代数 ,而 zx J L 到 UL)- 内 的 一 个 李 代数 同 态 , 它 使 
得 如 果 g EL 到 李 代数 4- (A 是 结合 的 ) 内 的 任 一 同 态 , 则 必然 
存在 唯一 的 U(L) 到 A- 中 的 同 态 Z, 8458 Zu = g. 

(3) 交换 整 环 的 分 式 域 : 令 Dom 表示 范畴 Ring 的 子 范畴 , 它 
的 对 象 是 交换 整 环 ( 即 无 零 因子 的 交换 环 ) , 它 的 态 射 是 单 态 射 , 它 
显然 是 Ring 的 一 个 子 范畴 ,而 且 它 还 有 完满 子 范畴 Field( 其 对 象 
为 域 , 态 射 为 单 态 射 ). 若 D 是 交换 整 环 , 则 D 有 分 式 域 F,F 的 一 
个 重要 性 质 是 :有 由 D 到 下 的 单 态 射 u:ar>a/1, 而 当 g 是 D 到 
域 F' 内 的 任 一 单 同 态 时 ,存在 唯一 的 下 到 F' 内 的 单 态 射 8 使 得 
g 二 gu. 因此 ,可 将 D 与 分 式 d/1 的 集 等 同 看 待 并 且 能 取 为 单 映 
射 .这 样 就 将 D(CF) 的 任 一 单 态 射 唯一 地 扩张 成 下 到 下 ' 内 的 单 
态 射 了 . 这 个 结果 可 如 下 纳入 通用 结构 的 定义 : 作 子 范畴 Field 到 
范畴 Dom 的 单 射 函 子 ( 例 19. 4. 3(1)) ,车 DD 是 交换 整 环 ,因而 是 
Dom 的 一 个 对 象 . 故 D 的 在 Field 中 的 通用 对 象 是 D 的 分 式 域 
下 ,而 通用 映射 u 则 为 将 D 射 人 下 的 单 射 , 偶 对 (F,z) 即 为 从 万 到 
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图 19.29 


单 射 函 子 的 通用 结构 . 

求 通用 结构 的 方法 可 能 有 多 种 多 样 , 但 从 同 构 的 观点 看 它们 
是 唯一 的 . 

定理 19.12.3 RU, DRU’ uV REAR B 到 沙子 FF 
的 通用 结构 , 则 必 存 在 唯一 的 同 构 h:U>U "使 =F(h)u. 

此 外 ,还 可 给 出 通用 结构 的 对 偶 定 义 如 下 . 

定义 19.12.4 设 《《 及 名 是 两 个 范畴 ,G 是 由 2 到 的 沙子 ， 
AEob#, 则 由 函 子 G 到 A 的 通用 结构 是 一 个 偶 对 (V ,vwv), 其 中 
VEob9, 而 v € hom, (GV, A), € W E. 2: BEob9 及 
g€ hom(GB,A), 则 存在 唯一 的 g:B->V f vG) =g. 


19.13 伴随 函 子 


本 节 就 范畴 9 的 每 个 对 象 B 都 存在 由 B 到 孙子 下 的 通用 结 
构 (U,z) 的 情况 下 讨论 伴随 函 子 的 问题 ,这 种 函 子 对 于 将 代数 系 
统 的 构造 描述 成 适当 范畴 上 的 函 子 有 重要 的 作用 . 

定理 19.13.1 H FEHER 9 的 函 子 , 它 对 于 每 个 BE 
ob? 总 存在 一 个 B 到 下 的 通用 结构 . 现 对 每 个 B 选择 称 之 为 
(GB ,us) 的 通用 结构 . (1) 若 在 9 路 :BB', 现 规定 G(h) :GB 一 
GB 是 home《(GB,GB') 中 能 使 下 (G(h))us = ush 的 唯一 的 元 素 ， 
M G 必 为 9 到 的 一 个 函 子 . (2) 若 AC ob, 总 存在 唯一 的 va: 
GFA—A f# F (va) ura = lra W (FA, v D Eh GAJA 的 通用 结 
构 . (3) 若 s.a È hom, (GB, A) #| homs(B,FA) 内 的 映射 f 
F(f)us, 则 对 于 固定 的 B, A > gaa Ë Ë hom, (GB; 一 ) 到 
homs(B,F 一 ) 的 自然 同 构 ， 而 且 对 于 固定 的 A, B — n,a 是 
home(G 一 ,A) 到 homs( 一 ,FA) 的 自然 同 构 . 

由 此 定理 ,D. M. Kan 引进 了 如 下 的 伴随 函 子 概念 . 

定义 19. 13.2 设 下 是 由 到 9 的 函 子 ,G E: tH 2 F e 09 58 
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子 , 若 对 于 每 个 偶 对 (B, A),(AEob€,BE ob3) 存 在 一 个 双 
射 1B,A 9 
e.a : €(GB,A)= DXB, FA), 

且 对 于 每 个 B,A na homi(GB, 一 ) 到 homo(B,F 一 ) 的 自然 
同 构 , 对 于 每 个 A,Br>7s.4 是 hom(G 一 ,A) 到 homs( 一 ,FA) 的 自 
然 同 构 , 则 称 下 为 G WAtA F right adjoint functor), 记 作 
Gd F. m GH F 的 左 伴随 函 子 (left adjoint functor). 映射 
7: (B.,A)— a, FR 289 G 到 下 的 伴随 (adjugant); 三 元 组 和 (下,G, 称 
为 接合 (adjunction). 

例 19.13.3 定理 19.13.1 中 ,由 B 到 F 的 通用 结构 (U u) 
决定 的 (F,G,7) 是 一 个 接合 ;反之 , 当 接 合 给 定 后 ,通用 结构 
(CU,z) 也 可 以 被 决定 . 而 且 从 同 构 的 观点 看 它们 都 是 唯一 的 ,因为 
有 以 下 定理 . 

定理 19. 13.4 由 %“ 到 9 的 孙子 下 的 任意 两 个 左 伴随 函 子 G 
与 G' 都 是 自然 同 构 的 . 
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20 泛 代数 


本 章 继续 研究 各 种 代数 结构 ,着 眼 点 放 在 代数 结构 的 运算 系 
统 , 这 与 19 章 把 对 象 . 态 射 . 函 子 .自然 变换 等 作为 研究 重点 有 所 
不 同 . 

泛 代 数 作为 代数 的 比较 研究 起 源 于 哲学 家 .数学 家 
A. N. Whitehead, 他 于 1898 年 发 表 了 著作 “A Treatise on 
Universal Algebra With Applications”(《 论 泛 代 数 及 其 应 用 》) , 提 
出 了 对 Hamilton 四 元 数 系 ,Grassmann 扩张 演算 (calculus of 
extensions) 及 布尔 符号 逻辑 进行 比较 研究 的 建议 ,由 于 当时 条 件 
尚 不 成 熟 未 能 得 到 充分 的 发 展 ,直到 20 世纪 30 年 代 后 经 过 
G. Birkhoff,Tarski,Jossen 等 人 的 努力 才 得 到 一 系列 重要 的 成 
果 ;20 世纪 60 年 代 以 后 Gritzer, Cohn, S. Burris 及 H. P. 
Sankappanavar 先后 出 版 了 泛 代数 方面 的 专著 才 得 到 了 推广 和 运 
用 ,目前 它 已 广泛 应 用 于 数理 逻辑 、 模 型 论 、 证 明 论 、 语 言 代 数 、 计 
算 语言 学 等 领域 之 中 . 


20.1 RQR 


从 前 面 各 章 中 可 以 发 现 ,在 不 同 的 代数 结构 中 有 很 多 平行 的 
性 质 , 最 明显 的 是 同 态 基 本 定理 , 它 在 群 . 环 、 模 .代数 中 都 成 立 ,而 
且 内 容 “ 基 本 相似 ”, 理 应 建立 一 个 统一 的 理论 . 
定义 20.1.1 设 nEN? ,A ER, M A" 到 A 的 映射 :A" 一 A， 
(ai sd29° sa) >a = wla saz a) (a € A), 
称 为 集 A 上 的 nn 元 运算 (n -ary operation), JG Ë a=w(ai ,as ,…， 
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a,) 称 为 元 素 arar. a, 的 n 元 积 (n-ary product) , 8 %£ 8 8 7 
oaa, a,. 

X n = 0 时 ,规定 零 元 积 w(0) 为 A 的 某 一 特异 元 
(distinguished element) (例如 环 R 的 零 元 积 w(0) 二 0k , 即 环 尺 的 
零 元 ). 

非 负 整数 n 称 为 运算 的 元 数 (arity). 

集 A 上 的 n 元 运算 w(n), 对 于 非 负 整 数 n, Ë BJ BH £ n 元 运 
算 的 全 体 用 0 Cn) 表示 , 则 A 上 的 所 有 “运算 ”构成 的 运算 系 2 可 
表示 成 Q= UNN). 

例 20.1.2 群 G 的 乘法 *。 "是 二 元 运算 , 求 元 素 的 逆 的 运算 
“-1» 是 它 的 一 元 运算 ,此 外 群 G 的 单元 1 是 唯一 存在 的 特异 元 ， 
因此 求 G 的 1 是 它 的 零 元 运算 . 因而 G 的 运算 系 Q=={，， ,1). 

定义 20.1.3 非 空 集 A 连同 n 元 运算 系 Q 所 构成 的 代数 结 
构 称 为 泛 代 数 (universal algebra/Q algebra) 或 Q 代数 .该 运算 系 
一 般 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 (如 无 限 域 上 的 向 量 空间 有 一 个 二 
元 运算 . 即 加 法 和 无 限 多 个 一 元 运算 . 即 它 与 基本 域 的 元 的 算 子 
乘法 ). 

例 20.1.4 (1) 单元 半 群 M 是 0 代数 ,其 基 集 是 M, 运 算 系 
是 0Q={，,1) ,这 里 ** ”是 二 元 运算 而 1 是 零 元 运算 . 它们 满足 
下 列 各 等 式 : 

(a +b) * c=a e (b ° c), 
a*1=1*a=a (1 是 单元 ). 

(2) HE Q 代数 ,其 基 集 为 G, 它 的 运算 系 是 0={，,，',1)， 
其 中 ， ”是 二 元 运算 ,“1” 是 零 元 运算 ,“'” 是 求 元 a 的 逆 元 素 的 
运算 ,是 一 元 运算 . 

(3) 环 是 O 代数 ,其 运算 系 人 ={ 十 ,，,0,1, 一 }, 其 中 十” 
分 别 是 求 和 与 求 积 , 均 为 二 元 运算 ;“0,1” 为 求 环 的 零 元 与 单元 , 均 
为 零 元 运算 ;“ 一 ”是 取 元 a 的 逆 元 一 a. 它们 所 满足 的 恒等式 容易 
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从 环 的 公理 得 到 . 

(4) 算 子 群 (或 4 群 ) 是 代数 ,此 时 运算 系 9=AU1，,，',1)， 
其 中 "， ,1 与 群 相同 ,A 是 异 于 "，, ,1 的 一 元 运算 符号 ,它们 
所 满足 的 恒等式 除 包括 群 的 所 有 恒等式 外 还 有 4(a* b) = (a) * 
(b). 

(5) 格 是 2 代数 , 它 的 运算 系 0Q={V ,人 A} ,其 中 V ,人 分 别 是 
“ 取 并 ”及 “ 取 交 ”, 它 们 都 是 二 元 运算 . 

(6) 域 不 是 人 代数 ,因为 它 的 除法 (乘法 的 道 运算 ) 不 是 对 整 
个 域 都 能 施行 的 . 此 外 模 论 也 很 难 用 上 0 代数 的 结果 ,因为 作为 
媒介 的 算 子 集 并 不 能 反映 环 的 结构 . 


20.2 子 代数 与 积 


定义 20.2.1 设 A 是 任 一 0 代数 ,B 是 它 的 非 空 子 集 , 若 对 
于 任意 @€ (| (n) Kb ,bo .b,),b € B wbb: b, € BOR SI Hb, 
3 n=0 时 ,特异 元 o, EB), 则 称 B 为 A 的 子 代数 (subalgebra). 

例 20.2.2 (1) 车 A 是 群 , 它 的 子 集 B 是 一 个 子 群 当 且 仅 当 
对 于 Yb,cEB 都 有 6b，c,1 及 b-'€EB. 

(2) B B E A 的 子 代 数 ,C 是 B 的 子 代数 , 则 C 是 A 的 子 
代数 . 

(3) BIB.|a€ 7 是 子 代数 B。 的 集 , 则 它们 的 交 O B. 是 一 个 
子 代数 或 空 集 . 

(4) 将 空 集 多 加 入 0 代数 A 的 所 有 子 代数 B. Ca € 了) 的 集 
1B.} 中 ,并 按 包含 关系 将 其 偏 序 化 , 则 {B,} 作 成 一 个 完全 格 , 交 集 
0,B。 作 成 一 个 子 代数 ,而 且 它 也 是 这 个 格 的 最 小 上 界 (sup). 

下 面 要 问 {B,}) 的 并 集 U B. 是 否 是 子 代数 ? 是否 是 最 小 上 


界 ? 一 般 来 说 , 它 可 能 不 是 子 代 数 ,也 未 必 是 sup. 我 们 仅 就 一 种 
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情况 回答 这 个 问题 , 即 在 {B.} 被 包含 关系 定向 时 它 是 一 个 子 代数 
HĒ B, 的 sup ,为 此 先 给 出 定向 的 概念 . 

定义 20.2.3 设 !(B.} 是 子 代数 B. 的 集 , 如 果 对 于 V Bi ,BE 
{1B,) ,存在 一 个 B, 使 得 B,ƏB, 及 Bi 过 B, 则 称 {B.)} 被 包含 关系 
定向 (directed by inclusion). 例如 每 个 全 序 集 或 链 是 被 包含 关系 
定向 的 . 

定理 20.2.4 ÜB.) Æ TREGE m IK, W U B. 是 子 代数 且 
Æ (B.) B) sup. 

下 面 再 介绍 两 种 类 型 的 子 代 数 . 

例 20.2.5 (1) 由 集 X 生 成 的 子 代数 [LX]. Ë X E Q 代数 
A 的 非 空子 集 ,{B.} 是 A 中 包含 X 的 一 切 子 代数 的 集 , 作 门 B,， 
则 门 B,=[Xj, 它 可 以 如 下 递归 地 作出 : 

令 X, 二 XUDU, 其 中 U 是 特异 元 wa 的 集 ,而 wEQ0(0); 对 于 
k2Z0 £ Xei =X U {Y| Y= wr ears t; € X, wE Q(n).n21). 

显然 X.C: X IC X,C e, MALX]=UX.. 

(2) 0 代数 的 标号 族 {A.laeE 7 了 的 积 . BHA aE I) E: Q 代数 
族 ,其 标号 集 1={1,2,…,r) ,这 些 A, 可 以 是 若干 个 相同 甚至 完 
全 相同 . ERE [| A. = A, x A, x… X A, , 则 可 以 证 明 它 是 0 
代数 , 称 为 Q 代数 的 标号 族 {A。} 的 积 ,此 代数 的 每 个 元 是 一 个 
元 组 Ca ,az,…,ar), 其 运算 规律 如 下 ， 

D Ë o EFTER, N A, X A, X… XA, 的 相应 元 为 (ws + 
wa, oa ) ,这 里 o, Jš A, 中 的 特异 元 ; 

2) Æ n> H a? = (aP af pea PALi), M) oaa... 
am 是 A X A, X X A, 的 元 ,由 于 


Oo 《1) 《1) ‘1) ) 
Q = (al) sag? Ü a a... aty, 


D (2) 2 > 
a” = (ai? a). a) .. a), 
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(m xm 《m 
& = C(ai” sa" stai 


所 以 wal aP ea m 的 第 i 个 分 量 是 


. ) 
wa PaP af 


T a 


20.3 同 态 与 同 余 


同 所 有 代数 结构 一 样 , 本 节 将 讨论 Q 代数 的 同 态 、 同 余 以 及 
利用 同 余 (关系 ) 构 造 商 代数 的 方法 和 有 关 定 理 , 最 后 举例 说 明 这 
些 定理 的 重要 性 和 高 度 概 括 性 . 

定义 20.3.1 HARAKA 与 4 的 运算 系 2 与 0' 之 间 存 在 
1-1 对 应 ,在 此 对 应 下 ,任意 运算 o€ Q 和 与 之 相应 的 运算 w ER 
是 有 相同 元 数 的 ”元 运算 , 则 称 A 与 A "是 同型 代数 (algebras of 
same type). 

两 个 同型 代数 可 认为 有 相同 的 运算 系 . 

EX 20.3.2 设 A 及 B 是 两 个 0 代数 ,如 果 存 在 由 A 到 8B 
的 映射 f 能 使 每 个 wEQCn) (n==0,1,2,…) 及 每 个 (a sassa) 
€ A" 都 有 

(oaiasz…ans) = wf Cai) fla) fla,), 
( 当 n=0 时 floa) =w), MERRI 为 由 A 到 B 的 (代数 ) 同 态 
((algebra)homomorphism). 

定理 20.3.3 (1) 设 A,B,C 是 三 个 0 代数 ,f:A 一 B,g:B-C 
是 两 个 同 态 , 则 f 与 g 的 复合 gf 是 一 个 由 A 到 C 的 同 态 . 

(2) la 是 一 个 由 A 到 A 的 同 态 . 

(3) 以 所 有 2 代数 为 对 象 类 ,以 它们 间 的 同 态 为 态 射 ( 箭 ) 集 
的 代数 结构 构成 范畴 Q -Alg 代数 范畴 ). 

(4) 设 {A.laE 了 是 0 代数 的 标号 族 , [[ A. 是 例 20. 2. 5(2) 


的 族 {A。la€ 7) 的 积 , 对 每 个 a 作 P = [A 到 A。 中 的 射影 映射 
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bs:arra, 则 所 是 已 到 4。 中 的 同 态 , 因 而 {P,p.} 是 集 {A.1aE 了 的 
Q -alg 的 积 . 

下 面 讨论 同 态 的 一 些 最 重要 的 性 质 . 首先 要 利用 同 余 关系 在 
代数 的 元 素 间 进 行 划分 (分 类 ) 以 构成 商 代 数 ,然后 研究 原来 的 代 
数 与 商 代数 间 的 关系 以 及 一 些 同 态 、 同 构 的 基本 定理 ,可 以 看 到 它 
们 是 群 、 环 、 模 .代数 有 关 定 理 的 推广 . 

定义 20.3.4 设 @ 是 0 代数 A 上 的 等 价 关 系 , 若 它 又 是 
AXA 的 子 代 数 , 则 称 它 为 同 余 关系 (congruence relation) , 简称 
同 余 . 

定义 20.3.5 设 A 是 0 代数 ,是 它 上 面 的 一 个 同 余 , 作 商 
集 A/®={[a],a€E A} ,其 中 [aj={a'la’'€EA,a'GBa) ,并 规定 

对 于 wEQ(n) ,nl1,w[La [la |5 wla an], 

XIIF WENO), wao = lwa], 

则 A/D 关于 所 规定 的 运算 构成 一 个 2 代数 , 称 为 A 关于 同 余 甸 
的 商 代 数 (quotient algebra). 

我 们 有 以 下 重要 定理 : 

定理 20.3.6 0 代数 的 同 态 基 本 定理 设 A 及 日 是 两 个 0 
代数 , 是 A 到 B 的 同 态 , 则 @=f'f 是 A 上 的 同 余 而 且 其 同 态 
像 f(4) 是 B 的 子 代数 . 此 外 还 存在 A/@ 到 B 中 的 唯一 同 态 f 使 
f=fv, 其 中 v 是 A 到 A/g 内 的 同 态 v:a [a], HAS f E 
射 , 而 "是 满 射 . 

因为 A 一 A/G, 运 用 基本 定理 可 得 . 

定理 20.3.7 第 一 同 构 定理 Ü pj Q 代数 A 上 的 同 余 ， 
A, 是 4 的 子 代 数 , 设 A! 是 与 A, 相交 的 各 等 价 类 的 并 集 , 则 Aí 
是 A 的 包含 A, 的 子 代 数 . o =PNA XA )Ë B =@[1(A, x 
Al,) 分 别 是 A; 上 的 及 Ai 上 的 同 余 , 而 且 映 射 [ai Jo, [a je 是 
A,/@, 到 A! /BY 上 的 同 构 . 

定理 20.3.8 设 A 是 0 代数 ,® 是 A 上 的 同 余 ,A/@ 是 相应 的 
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商 代数 , 设 @ 是 4 上 的 包含 瑟 的 同 余 ,96D9, 换 言 之 : 
Vab€E A, ab>a0b. 
则 必 存 在 唯一 的 同 态 voo: /@$— A/6 f və = və,eve ,而 且 若 用 0/0 


4 478 的 一 个 同 余 ,映射 re/G6 是 人 
"° 上 包含 中 的 同 余 集 到 A/6 上 的 
wE 同 余 集 上 的 双 射 . 此 外 ,对 于 A 
A% LEE Ó ñB 4 E] £ @, E @, 
ee 来 说 , 则 有 Do 当 且 仅 当 

@, / DDO: /中 


定理 20.3.9 第 二 同 构 定理 设 晶 及 BB 是 0 代数 A 上 的 两 个 

同 余 : 6 了 48,8/g@ 是 定理 20. 3. 8 中 的 A/D 的 对 应 同 余 , 则 
[LajeJeer=[eje  (aEA) 
是 (A/@)/(B/g) 到 A/B@ 上 的 同 构 . 

为 了 加 深 对 于 上 述 各 定理 的 认识 ,以 它们 在 群 与 环 中 的 原型 为 
例 作 如 下 说 明 . 

例 20.3.10 (1) 各 定理 在 群 范畴 Grp 中 的 原型 . HGR H E 
ANR, SEGA HAWAS, K= OOE GUREEN, g o= 
f IER, bla, bEG, ab EK}), 因 而 [ajJo=aK= Ka, 而 G/$ 
即 通常 的 商 群 G/K, 群 的 同 态 基 本 定理 断言 : faK — f(g) 是 G/ K 到 
及 里 的 一 个 单 态 射 且 有 分 解 =F Hh v ERES aak. 群 的 第 
一 同 构 定理 断言 : 若 H ERG 的 子 群 ,K R G 的 不 变 子 群 , 则 由 
H K K 生成 的 子 群 是 HK={hklh€E H,k€ K},K 在 HK 中 及 
KAH Æ H 中 均 为 不 变 子 群 , 昌 有 HK/K 到 H/(HNK) 上 的 同 构 

hk>h(HN K). 
群 的 第 二 同 构 定理 断言 : 若 H,K 都 是 G URETRA HDK, 
则 H/K 是 G/K 的 不 变 子 群 而 且 
gH'=(gK)(H/K) 
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J: G/H 到 (G/K)/(H/K) 上 的 同 构 . 
(2) 各 定理 在 环 范畴 Ring 中 的 原型 : 环 的 同 态 基本 定理 断 
言 : 设 7 是 环 R ARR PHRA K= OOE K ÆR W 
一 个 理想 且 有 唯一 的 RR/K 到 尺 ' 中 的 同 态 7 使 7 一 加 ,其 中 > 是 尺 
到 R/K 中 的 自然 同 态 , 而 且 v 是 满 态 射 ,7 是 单 态 射 , 环 的 第 一 同 
构 定理 断言 : 设 尺 是 环 ,S 是 子 环 ,T 是 R 的 理想 , 则 S 十 I={s 十 i 
|s€S.:€ I) JE: R 的 包含 作为 理想 的 子 环 ,SNT 是 S 的 理想 , 且 
#(S+D/I 55 S/SA D [8] k [8] 8 : 
s+l-—=s+ (Sr D ,s€ S. 
环 的 第 二 同 构 定 理 断 言 : # 7 是 环 尺 到 环 尺 "的 满 态 射 ,K 是 它 的 
核 , 则 在 (R; 十 ,0) 的 包含 K 的 子 群 互 的 集 与 R' 的 与 日 用 7(H) 
配对 的 子 群 集 的 1-1 对 应 中 , H 是 一 个 子 环 ( 理 想 ) 当 且 仅 当 
mC H): R' 的 子 环 (理想 ). 此 外 ,车 I 是 R 的 包含 K 的 理想 , 则 
a+I>7(a)+1 ,T=77) 
是 R/T 与 R'/T 间 的 同 构 . 
(3) 除 上 二 例外 ,在 算 子 群 中 , 环 上 的 模 中 都 可 找到 有 关 同 态 
的 相应 定理 . 


20.4 同 余 格 与 子 直 积 


本 节 将 从 格 的 角度 探讨 2 代数 上 同 余 的 重要 性 质 ,进而 得 出 
每 个 2 代数 都 是 子 直 积 的 不 可 约 代数 的 子 直 积 的 重要 结论 
(Birkhoff 定理 ). 

定理 20.4.1 设 4 是 2 代数 ,P(A) 是 A 上 的 所 有 同 余 构 成 
的 集 , 它 以 同 余 的 包含 关系 8 也 B( 定 理 20. 3. 8) 作 为 偏 序 三 , 则 
《T(A); 三 ) 是 一 个 偏 序 集 . 

在 得 到 以 下 各 性 质 后 可 知 《T(A); 宇 ) 是 一 个 完全 格 . 

定理 20.4.2 设 {g.}) 是 TT(A) 的 子 集 , 则 
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(1) NA. 仍 是 一 个 同 余 , 且 是 { 更 ,} 的 inf( 最 大 下 界 ); 

(2) 车 {8B,} 是 被 定向 的 , 则 UG, 也 是 同 余 ; 

(3) AXA 的 子 集 AX 有 A 是 同 余 , 且 是 (T(A); 宇 ) 的 最 大 元 ， 
与 它 相 应 的 商 代数 A/(AXA) 则 是 平凡 代数 , 即 只 含 一 个 元 素 且 
其 运算 结果 亦 被 完全 确定 的 代数 . 

(4) 对 角 线 关系 14( 即 Ya,b€E A,(a,b)€1=>b 二 a) 是 一 个 同 
余 , 商 代数 A/1。 宇 A, 因 而 可 将 A/14 与 A 等 同 . 

EH 20.4.3 偏 序 集 (T(A); 三 ) 是 完全 格 ( 定 义 18. 3. 1). 

定义 20.4.4 设 尺 是 2 代数 A 上 的 二 元 关系 ,A 上 包含 R 
的 一 切 同 余 的 inf( 或 交集 ) 称 为 由 R 生成 的 同 余 , 用 [R] 表 示 . 换 
言 之 ,LRjJ 是 包含 R 的 同 余 且 被 每 个 包含 R 的 同 余 所 包含 . 

还 有 极 大 同 余 概 念 . 

定义 20.4.5 设 S 是 偏 序 集 A 的 子 集 , 若 在 S 中 不 存在 异 于 
m 而 能 使 ; 宇 m 的 元 s, WIE 称 为 S 的 极 大 元 (maximal element). 

对 于 极 大 同 余 有 以 下 重要 定理 . 

定理 20.4.6 设 a,b 是 0 代数 A 的 两 个 相 异 元 ,D(a,b) 是 
A KERRO 的 集 , 这 些 满足 条 件 : abd ED M Da, bd ESE 
而 且 包 含 一 极 大 元 . 

由 此 可 得 以 下 二 推论 . 

推论 20.4.7 (1) 设 98 是 0 代数 A 上 的 一 个 同 余 ,a 及 b 是 
能 使 Lajs 取 [bjs 的 两 个 元 , 则 能 使 DDO K [al], [b], 的 同 余 @ 
的 集 必 包 含 一 个 极 大 元 . 

(2) 非 零 环 尺 的 任 一 真理 想 ( 单 侧 理想 ) 必 包含 于 一 极 大 理想 
( 单 侧 理 想 ) 之 中 . 

为 了 解决 Q 代数 的 构造 问题 ,引入 子 直 积 及 不 可 约 的 概念 : 

定义 20.4.8 设 {A.laET) 是 0 代数 A 的 任 一 标号 集 , P = 
]JI A. ,车 存在 A 8] P 内 的 单 态 射 i 使 得 对 于 每 个 a 都 有 i 二 pi 
是 4A. 上 的 满 射 , 则 称 2 代 数 A 是 A。 的 子 直 积 ( subdirect 
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product). 

例 20.4.9 (1) 整数 环 Z 是 域 Z/(p) 的 子 直 积 ,这 里 p 是 任 
意 素 数 . 

(2) 设 A 是 任 一 0 代数 ,{6,. 1a€E I) A 上 所 有 能 使 门 8. = 
14 的 同 余 8。 的 标号 集 . 对 每 个 aE 工 作 商 代数 A.=A/G@, ,并 作 积 
代数 已 = ||.  A.. 此 时 有 A 到 A 上 的 同 态 %: a 一 [aje, 及 A 到 
PP 内 的 同 态 v:a 1 la], Hp [a,] = [a Je, v BJ E R (8 XI 
(ab) 的 集 , 它 对 于 YaET 有 [a]e=[2]e, 这 是 w 的 核 @。 的 交集 ， 
HFN =l, o 的 核 是 l 因而 v 是 一 个 单 态 射 . 由 规定 ,对 于 任 
一 a 来 说 ,v(A) 在 P 到 A。 上 的 射影 Pp。 下 的 象 pv(A) 是 A,, 所 以 
AEA, 的 一 个 子 直 积 . 

定义 20.4.10 设 A 是 0 代数 , 若 它 的 所 有 非 1 的 同 余 的 交 
Al MWERA A 是 子 直 积 的 不 可 约 的 (subdirectly 
irreducible). 

至 此 我 们 有 

定理 20. 4. 11(Birkhoff EH) 每 个 2 代数 A 都 是 一 个 子 直 
积 的 不 可 约 的 代数 的 子 直 积 . 


20.5 正 向 极限 与 逆向 极限 


这 是 由 代数 族 构造 出 来 的 两 种 新 的 代数 结构 ,可 以 从 任意 范 
畴 出 发 进行 讨论 ,现在 先 给 出 几 个 预备 概念 . 

定义 20.5.1 设 工 是 一 个 集 , 委 是 其 中 的 二 元 关系 , 若 它 满 
足 自 反 律 (VaE€1,a 志 a) 及 传递 律 (a 夸 b,b 夺 c 坟 a 三 c) , 则 称 了 为 
拟 序 集 (pre-ordered set). 

定义 20.5.2 设 对 象 类 ob.= I, E 

Ø (ab), 
i zr cs), 
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的 代数 结构 作成 一 范畴 S, ERA 0 PF SE 76 Bç (category of preodered 
set). 

定义 20.5.3 M JPE ¿ ATERN F. ë Va I, 
a r> A, (A. € ob) m {E Ca, 8) ga € hom, (A,, Aa) , 3£ rH f#8 xf 
(a,B) 满 足 a= B; 而 且 此 映射 满足 函 子 条 件 : Par = Poraa (a= 8< 
NE wo 一 1w， 

下 面 给 出 正 向 极限 的 概念 . 

定义 20.5.4 设 1={a}) 是 拟 序 集 , 是 范畴 ,下 是 由 J 了 到 + 
WRF. € 的 正 向 极限 (direct limit) lim (A。, ws) 指 的 是 集 
(4A,{7)) ,其 中 AE obt, p: A >A aE l, ÈRE m= pea. 而 且 
(A,{%)) 是 通用 的 . 换言之 : 如 果 (B,{&)) 是 另 一 集 , 则 必 存 在 
唯一 的 态 射 0; A—B ë p. =0 a € I. 

定理 20.5.5 ”如 果 范 畴 多 的 正 向 极限 存在 , 则 它 必 是 唯 
例 20.5.6 Q 代数 的 有 限 生 成 子 代 数 的 正 向 极限 . 设 4 是 Q 
代数 ,I 是 A 的 按 包 含 关 系 定 序 的 有 限 子 集 的 集 . 若 Fe I. Ar 
为 A 的 由 下 生成 的 子 代数 ,而 且 若 FCG, 则 令 pr 表示 Ar 到 
Ac( 汪 Ar) 内 的 单 射 同 态 , 显 然 pr =lr 及 poupre = @sa (FCGCH). 
此 外 ,车 Wr RR Ar 到 A 内 的 单 射 同 态 , 则 pe = y, Mit B E 
AREG | FEND Efe tr :Ar >B HWE pr: = br (FEG) B E) 
态 集 , 由 于 pm 是 Ar 到 Ac 内 的 单 射 ,这 表示 Aç 上 的 同 态 5 是 
Ar EH Er 的 扩张 由 于 UAr=A, 存 在 A 到 日 中 的 唯一 的 同 态 
0 ië Er =0r (FEI). # A 及 { 关 } 构 成 正 向 极限 lim(CAr ,pr ). 

下 面 是 0 代数 的 构造 定理 . 

定理 20.5.7 任 一 0 代数 都 同 构 于 有 限 生成 代数 的 正 向 
BE. 

此 外 还 有 以 下 的 存在 定理 . 

定理 20. 5.8 对 于 每 个 指标 定向 集 1,Q 代数 范畴 Q-alg 中 
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必 存 在 正 向 极限 . 

道 向 极限 是 正 向 极限 的 对 偶 概 念 , 所 以 可 利用 对 偶 原 则 得 出 
相应 的 概念 与 结论 . 

定义 20.5.9 P I= (a) RPF E. 0 -alg 是 Q 代数 范畴 ， 
下 是 范畴 .7 到 2-alg 的 反 变 函 子 ,因而 有 映射 使 ar>A.Eobpo - 
alg(a€ 站 而 且 对 于 a,BE .Ka 三 B) 有 态 射 Poe: AA, 使 

Pra = Papsprp G < 8< Y), 

Paa = lhe. 
WCA, (7) ) PRA 9 fJ 48 ËR Cinverse limit) ,这 里 A € obf -alg， 
h: A—.A. 满足 条 件 : Poeh = hap. 而 且 车 (B,15,)) 是 另 一 有 
上 列 性 质 的 集 : BE ob0 -alg, g: B— B, 满足 条 件 Pp t | = t, (a< 
B) , 则 存在 唯一 的 态 射 6:.B 一 A 使 1.0=t。 (a€ D. 

通常 将 逆向 极限 (A,{7%}) 记 作 
lim( A, ,ga). 

定理 20. 5.10 若 逆向 极限 存在 , 则 它 必 是 唯一 的 (在 同 构 意 
XE). 

例 20.5.11 8 代数 逆向 极限 的 构 作 法 在 Qalg 中 各 A, 
是 2 代数 ,gs 是 As 到 A。 内 的 同 态 (a 三 8). 为 作出 逆向 极限 代 
数 ,可 先 作 积 代数 [ A. 及 射影 p.: ][A, — A, ,其 中 p.(a) = 
aa, M a Ea —=a,(€ A。). 然后 作 

A={a€ Ha. | pala) = Yaspala) sa,BE Ja 去 有 了， 

如 果 A 是 非 空 的 (有 可 能 A 是 空 的 ,如 此 则 逆向 极限 不 存在 ), 则 
可 证 原来 的 运算 系 在 A 内 是 封闭 的 , 故 A 构成 |] A. 的 一 个 子 代 
数 . 将 它 连同 同 态 =p] ACp. 在 A 上 的 限制 ) 就 能 构成 Q -alg 
内 的 逆向 极限 lim(A。,9up)， 

例 20.5.12 Q 代数 逆向 极限 的 另 一 构 作法 . 设 给 定 的 是 代 
数 B 上 的 同 余 集 {@,} ,按照 D, DD, WE z< 0,38 I= la) UE 
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4k. 作 A,.= B/@, 并 对 a< B tš: Poa 3 A 到 A, P h9 E] Abe, be, ; 则 
Paa =la, *@ Pre = Pra (a< 8< y). ME ve RTR B 到 A。 上 的 同 态 
bibo, , 则 pova = v CaP). RAW lim, pa) =A, (DEF 
在 的 ,由 定义 20.5.9 知 是 唯一 的 . 

下 面 介绍 逆向 极限 的 一 个 著名 例子 , 它 是 由 Hensel 研究 赋值 
论 (valuation theory) 时 得 到 的 . 

例 20.5.13 p 进 整 数 环 . 设 记 是 Z 中 的 一 个 素数 ,(p") 是 
Pr 的 一 切 倍数 所 组 成 的 主 理想 ,并 使 人 =1,2,3,…. P O, 是 同 
余 ; 它 由 a6 和 Sa 二 bmodp*) 确 定 , 因 此 Z/@, =Z/(p') EE Es p 的 同 
余 类 环 . >k, W p, CO, MEAND =l. MERARI Z/C) H 
逆向 极限 ,并 称 之 为 p 进 整 数 环 Z,. 它 的 一 个 元 素 是 同 余 类 ( 陪 
集 ) 的 一 个 序列 (ai + (p),a, + (p'),a (pl), i). tri a, 是 整 
数 而 且 对 于 /1 三 &,as =a, (modp*)， 因 此 这 个 元 素 可 用 整数 序列 
laisa RR. 两 个 序列 Cal sast) RC b eO RRA — 3ú 
素 当 且 仅 当 a 三 b.(modp*) ,k= 二 1,2,…， 两 序列 的 加 法 和 乘法 可 
按照 多 项 式 方式 进行 . 若 aEZ, 则 可 把 它 写 成 a= r r p+ + 
rb" (O< r, < p), B Jt Casa e) (H rh 4 £< I 时 a, = 
armodp*)) 可 用 (ro ro 十 nipyro 十 i 十 rzpr，…) (0=< r, < p) & 
示 , 这 样 就 可 将 Z, 的 任 一 元 素 与 唯一 确定 的 p 进 数 : ri 十 rip 十 
ro 户 十 …(0 过 7r; 达 p) 联 系 起 来 . 这 些 级 数 的 加 法 与 乘法 对 应 于 Z, 
中 的 这 些 复合 ,因而 归结 为 在 r; 上 作 “ 复 合 ” 及 “进位 ”, 就 像 作 多 
项 式 的 加 法 和 乘法 一 样 , 对 位 相 加 、 交 叉 相 乘 . 


20.6 EF 


代数 的 超 积 与 包含 着 关系 与 复合 运算 的 一 般 结构 在 数理 逻辑 
中 占有 重要 的 地 位 ,因为 任何 基本 命题 若是 对 所 有 A 都 有 效 , 则 
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对 于 A, 的 每 个 超 积 也 有 效 , 超 积 首先 被 数理 逻辑 引入 和 应 用 .有 
趣 的 是 它 对 于 代数 学 也 是 一 个 重要 的 工具 ,这 在 本 节 之 末 可 以 
看 到 . 

超 积 概念 是 建立 在 滤 子 及 超 滤 子 的 概念 之 上 的 . 

定义 20.6.1 设 B 是 布尔 代数 ,FCB, 满 足 : 

(1) 若 a,bEF, 则 aAbEF， 

(2) 车 a€F Bàó52>a,M| p€ F, 

(3) BEF, 

则 称 F R B 的 滤 子 (filter). 

定义 20.6.2 设 下 是 布尔 代数 B 的 滤 子 ,如 果 下 天 B( 或 等 
价 地 O Z F) , 则 称 下 为 B ARF proper filter). 

EX 20.6.3 设 下 是 布尔 代数 B 的 真 滤 子 ,而 且 不 被 B 的 
任何 其 他 真 滤 子 所 包含 ( 即 下 是 B 的 极 大 真 滤 子 ), 则 称 下 是 B 
的 超 滤 子 (ultrafilter). 

定理 20.6.4 再 的 滤 子 尸 是 超 滤 子 当 且 仅 当 它 是 B 的 真 滤 
子 , 而 且 对 于 任何 a€ B,a 或 者 它 的 补 元 a 至 少 有 一 个 包含 于 下 
gp. 

定理 20.6.5 布尔 代数 妃 的 任 一 真 滤 子 下 均 能 嵌入 一 个 超 
WT F. 

定义 20.6.6 H(A.) € | E Q RAR, FERE (Dn) 中 的 
滤 子 ( 即 若 S SEF, Mj S NS: EF SEF R TDS, H TEF), 
作 积 代数 [l A. ,aqET 并 在 其 中 规定 关系 ~ WMF: 

a—rbehh S £ 1 二 {a€ Ila, =b, € 下, 则 可 证 明 ~: 是 代 
# 工 4. 上 的 同 余 , 利 用 它 作 商 代数 JI A./ 一 * 并 称 之 为 代数 
A, W F HARF reduced product). # 下 是 超 滤 子 , 则 JI A, ~ 
称 为 A。 的 超 积 (ultraproduct) ;车 所 有 的 A, 都 相等 : A,= A, J #£ 
它 为 A BJ 88 Cultrapower). 

作为 例子 及 说 明 它 在 代数 上 的 应 用 ,有 以 下 二 定理 . 
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定理 20.6.7 若干 个 除 环 ( 域 ) 的 超 积 仍 为 除 环 ( 域 ). 
定理 20.6.8 设 R 是 没有 零 因 子 的 环 ,( 因 而 是 除 环 D, 的 直 


积 [I D. 的 子 环 ), 则 可 嵌入 除 环 之 中 . 


20.7 自由 422 代数 


我 们 已 讨论 过 由 字母 表 生 成 的 自由 单元 半 群 ,本 节 将 扩展 到 
2 代数 中 去 . 由 于 由 “字母 表 ” 生 成 的 “ 字 ” 未 必 都 有 “意义 ”( 即 不 
一 定 能 执行 原来 代数 系统 中 的 运算 ) ,所 以 引发 出 鉴别 一 个 “ 字 ” 是 
否 属于 自由 0 代数 的 问题 ,由 此 可 得 到 这 个 代数 的 “自由 性 ” 

定义 20.7.1 设 Q=Uzo2(n) EZAR HP AME n TA 
算 集 ; 设 X 是 非 空 集 ,Y 是 Q 及 X 的 不 相交 并 集 , Y = Q UX. 作 积 
RYO = (Cy ,ye Yn) | yy, 然后 对 m= 二 1,2,… 作 所 有 积 集 的 
不 相交 并 W(Q,X) = Y= {yy syn) | m 2 1). 

在 W(Q2,X) 中 规 水 邻接 乘法 (juxtaposition) 如 下 : 

(yr Yn) Cy s’y, = yis Yno YI ayl J; 

这 个 乘法 显然 满足 结合 律 ; 此 外 对 于 wE 0(0), 使 Y 的 一 个 
固定 元 与 它 对 应 ;对 于 wEQ(Cz) ,二 1, 规 定 w 在 (zu swsw) 
CEW, XD EZRA ww ww, WW, X) 39 pQ QQ 
代数 , 称 为 由 X 生成 的 @ 代数 , 记 为 W(0,X). 

定义 20.7.2 定义 20.7.1 中 的 Y 称 为 字母 表 ,m 元 组 w= 
(ComEWC2,X) 称 为 字母 表 上 的 字 (word). 由 于 邻接 
乘法 满足 结合 律 以 及 为 了 简便 ,通常 将 (mm y yn) A S 
Y1y2"…ym'， 而 省 去 其 中 的 括号 和 逗号 . 

为 了 便于 鉴别 ,引入 字 的 长 度 和 价 的 概念 . 

EX 20.7.3 F w=y yey, 中 字母 (包括 元 素 的 符号 及 运 
算 符号 ) 的 个 数 m 称 为 w 的 长 度 (lenght). 

定义 20.7.4 F w 给 定 后 , 它 的 价 (valency)v(w) 指 的 是 ，; 
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(1) 车 ww 二 xEX, 则 w(xz)=1; 
(2) # w=wENln). W) vlw) =1—n; 
(3) 车 W= y) yt Ym + M) 


ulw) = Uy yz Ym) = > vy). 


Bj 20.7.5 =o) o) z oP mrn 是 一 个 字 , 各 字母 的 上 
标 分 别 表示 运算 的 元 数 , 其 长 度 =7, 价 oGe)=(1—1)+(1—1)+ 
1 十 (1 一 2) 十 1 十 1 十 (1 一 5) 一 一 2. 容易 看 出 ,该 字 是 毫 无 “意义 ” 
的 ,就 以 最 右 端 的 wi” 来 看 , 它 是 一 个 5 元 运算 符号 ,要 使 它 有 “ 意 
义 " 除 非 在 它 的 右边 有 X 的 5 个 元 素 . 但 这 里 却 没有 ,因此 毫 无 
“意义 ”可 言 . 

为 了 保证 字 有 “意义 ”, 有 以 下 定义 . 

定义 20.7.6 设 F(Q,X) 是 0 代数 W(Q,X) 的 子 代数 , 若 对 
于 集合 X #J Q 代数 A 内 的 任 一 映射 f 都 能 唯一 地 扩张 成 由 
FOXI A 内 的 同 态 三 , 则 称 (2,X) 为 X 生 成 的 自由 代数 
(free N -algebra generated by X). 

根据 映射 的 意义 ,该 定义 无 异 于 说 将 A 内 的 元 代入 FGD,X) 
内 的 “ 字 ” 时 可 得 A 的 一 个 元 ,也 就 是 说 这 个 “ 字 ” 是 “有 意义 ”的 . 

当 一 个 字 给 定 后 要 判断 它 是 否 “ 有 意义 ”, 即 它 是 否 是 自由 代 
数 F(Q,X) 的 元 ,对 此 有 以 下 的 判定 法 . 

定理 20.7.7 (1) 字 也 是 (2,X) 的 元 当 且 仅 当 它 能 满足 
下 述 二 条 件 : 

1) v(w)=1; 

2) 包 的 任 一 有 因子 (right factor) w 的 价 是 正 的 ,tw 的 右 因 
子 系 指 满足 ww 二 ww 的 字 w' 或 者 w 自身 . 

(2) FG2,X) 的 长 度 为 1 的 子 集 是 XUnc0). 

(3) 着 w(EF(Q,X)) 的 长 度 汪 1, 则 w 的 第 一 个 字母 是 运算 
符 wEQ(n),n 宇 1; 而 且 ww 能 唯一 地 表 成 wwiws…w, 的 形式 ,其 
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H w, EFA, X). 

此 定理 可 举例 解释 如 下 . 

例 20.7.8 (1) fj 20.7.5 中 的 w, = oU) o r, w rrr 
FKE FN, XVH KAEH vw) = — 2. 

(2) w =w? r) m, Tw TI r; roh o 的 价 vlw) =l, E 
的 第 一 个 字母 是 运算 符 wf”, 要 考 虚 它 的 各 个 右 因 子 , 可 令 
U= Ti L2 L304? r 005 z; Xow wP ,然后 由 右 向 左 作 u 的 右 因 子 
wAn) ,此 处 u, 是 价 为 i 的 长 度 最 大 的 右 因 子 , 现 求 u: 我 
们 知道 ao ,os zs z 0) ws 及 o52 zol zszeot wi 三 个 字 的 价 
都 是 1, 而 长 度 最 大 的 是 第 三 个 , 故 可 令 

u, =W z Ws" r; Tow w. 

进而 求 uw: 它 是 价 为 2 的 长 度 最 大 的 右 因子 ,显然 u, = rau. 

同 理 可 得 ,xs = £zU: yu = Xiu = u. 

这 些 右 因子 u ,ze us u 的 价 分 别 为 1,2,3,4, 据 定理 20.7. 7(1) 
Aw 是 F(Q,X) 的 元 素 . 

(3) F(Q, X) 8) C BE 2g 1 的 元 只 能 是 zxCzEX) 或 wE2(0) , 因 
此 得 定理 20. 7.7(2). 

(4) 设 wEF(N,X), 若 其 长 度 二 1, 据 例 20. 2.5(2) 即 知 其 第 
一 个 字母 是 wEQ(n),n 宇 1. 

在 此 定理 的 基础 上 即 可 证 以 下 定理 . 

定理 20.7.9 下 (2,X) 的 自由 性 设 f 是 X 到 0 代数 A 的 
映射 , 则 f 可 唯一 地 扩展 成 (0, 义 ) 到 A 内 的 一 个 同 态 了 . 

此 定理 也 可 用 范畴 论 的 语言 表达 如 下 . 

定理 20.7.10 设 下 是 由 范畴 0-alg 到 Set 的 忘却 函 子 , 它 将 
每 个 0 代数 射 人 其 基 集 ,而 将 代数 同 态 射 人 相应 的 集 的 映射 . 若 
X 是 任 一 非 空 集 ,i E: XHA FCO,X) 的 单 射 , 则 偶 对 CFCO ,X)，i) 
构成 由 和 到 函 子 下 的 通用 结构 ,从 而 同 态 扩 张 了 是 唯一 的 . 

+ 462 。 
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自由 0 代数 解决 了 “ 字 ” 的 “意义 ”问题 ,保证 了 它 里 面 的 元 可 
以 进行 原来 系统 中 的 各 种 运算 ;本 节 将 考虑 它 里 面 的 等 式 , 并 称 满 
足 某 些 等 式 的 2 代数 类 为 簇 ,我 们 要 研究 它 所 具有 的 某 些 简单 
性 质 . 

定义 20.8.1 设 F(Q,XX) 是 由 集 X 生 成 的 自由 Q 代数 ， 
(wi ,ws) 是 它 的 元 素 的 偶 对 ,A 是 2 代数 , EFR, X 3 A 内 的 
任 一 同 态 . 若 对 于 每 个 f 都 有 fCw) 二 f(w,), 则 称 0 代数 A M 
EFR w = vo; ,或 称 w =o, 是 A 的 规律 (law). 

定义 20.8.2 设 S 是 F(Q0,X)XF(Q,X) 的 子 集 ,车 对 于 每 
Alw w) € S,Q 代数 类 的 每 个 成 员 都 满足 等 式 w =, , 则 称 它 
为 由 S 确定 的 只 代数 簇 (varietv) ,用 V(S) 表 示 . 

例 20. 8.3 (1) ËE#Ë (variety of groups). 设 N={W ,of ， 
o}, X= (z, , z+, zs ) , 则 群 的 类 由 FC(Q,X)XF(Q,XX) 的 下 列 五 
个 偶 对 集 规定 : 


(2 (2) ) 
(WP W? ER r o) tr), 


(Ww? w zx PE 1 


12) 


(w 二 |x, ) b 


(2) 


(w ziw” y, wt 


OEE r z) w” $s 
车 将 QQ 代数 A 的 三 个 运算 w2 ,af ,at 分 别 表 成 “。”,“-1”， 
及 “1”( 单 元 ),X 中 的 ziyzsyzs 分 别 用 a,5,c 表示 , 则 上 列 五 个 偶 
对 集 分 别 是 以 下 五 条 规律 : 
Ca"。p)。c 一 a。(b。c)， 
l> a= a, 
ae 1]=a, 
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a*a!'=1, 
ales a= l, 

A 满足 这 五 个 等 式 , 所 以 是 群 ,因而 V(S) 是 群 簇 . 

(2) 仿 上 可 作 单 元 半 群 . 格 、 环 .交换 代数 .布尔 代数 等 的 簇 . 

定理 20. 8.4 任 一 0 代数 得 均 满足 以 下 “ 闭 包 性 质 ”(closure 
properties) : 

(1) 车 AEV(S), 则 A 的 任 一 子 代数 必 包 含 于 V(S) 之 中 . 

(2) # AEV(S), 则 A 的 每 个 同 态 象 A 必 包 含 于 V(S) 之 中 . 

(3) WHA. lE 也 是 包含 于 V(S) 的 代数 的 标号 集 , 则 || A. € 
vS). 

这 是 很 明显 的 ,因为 如 果 以 p, 表示 A = [[A 到 A。 内 的 射 
影 , 而 令 f 为 FC(Q,X) 到 A 内 的 同 态 , 则 对 于 每 个 (wi rw) ESK 
# paf a ) = paf (ws), 因而 fC) =f) A AEV(S). 

TAE BB BÉ) A fir EUR PR. yr 

定理 20. 8.5 Birkhoff 定理 N 代数 的 一 个 类 是 一 个 簇 的 充 
要 条 件 是 它 具 有 定理 20. 8. 4 中 的 闭 包 性 质 (1)，, 2), (3). 
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数理 逻辑 


数理 逻辑 又 称 符号 逻辑 . 是 用 数学 方法 研究 数学 思维 模型 的 
科学 . 它 把 数学 的 推理 方法 及 其 使 用 的 语言 作为 研究 的 对 象 ,应 
用 数学 方法 (特别 是 形式 化 方法 ) 加 以 研究 . 它 使 用 形式 语言 (人 
造 符号 语言 ) 来 表达 思维 的 形式 结构 和 规律 ,把 对 思维 规律 的 研究 
变换 为 对 符号 规律 的 研究 . 它 既 是 数学 ,也 是 逻辑 学 . 国际 数学 
界 把 它 列 和 人 “核心 数学 ”( 纯 数学 ) ,逻辑 学 界 称 它 为 现代 逻辑 . 

数理 逻辑 是 边缘 性 学 科 , 应 用 范围 极为 广阔 , 它 既 应 用 于 自然 
科学 的 物理 学 .化 学 .生物 学 ,又 与 社会 科学 如 哲学 .伦理 学 .语言 
学 ,心理 学 .经济 学 .法 学 .文学 以 及 历史 科学 均 有 联系 . 并 广泛 应 
用 于 计算 机 科学 ,信息 科学 及 管理 科学 . 

一 般 认 为 德国 数学 家 莱 布 尼 兹 (G. W. Leibniz,1646 一 1716) 
与 英国 数学 家 布尔 (G. Boole, 1815 一 1864) 均 为 数理 逻辑 的 创 
始 人 . 

它 的 发 展 大 致 可 分 为 四 个 阶段 . 

第 一 阶段 ,从 17 世纪 70 年 代 , 莱 布 尼 兹 首次 提出 数理 逻辑 的 
设想 到 19 世纪 末 叶 布尔 的 工作 . 这 时 开始 运用 数学 方法 研究 形 
式 逻 辑 ,初步 完成 了 命题 演算 (布尔 代数 ), 同 时 建立 了 关系 逻辑 . 

第 二 阶段 ,从 19 世纪 70 年 代 到 20 世纪 30 年 代 , 这 时 为 了 加 
深 理解 数学 命题 的 实质 和 数学 思维 的 规律 ,开始 建立 了 形式 化 的 
命题 演算 和 谓词 演算 ,突破 了 古典 形式 逻辑 的 局 限 性 . 

第 三 阶段 ,从 20 世纪 30 年 代 到 50 年 代 是 数理 逻辑 的 颅 峰 时 
代 , 这 一 时 期 最 重要 的 成 果 是 ，: 
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(1) G6del 完全 性 定理 与 不 完全 性 定理 . 

(2) Tarski 的 形式 语言 的 真理 论 . 

(3) Turing 机 器 理论 与 判定 问题 . 

第 四 阶段 ,20 世纪 50 年 代 以 后 ,在 先前 理论 基础 与 计算 机 发 
展 的 刺激 下 ,数理 逻辑 得 到 了 加 速 的 发 展 , 在 基础 性 的 逻辑 演算 方 
面 除 了 标准 /古典 逻辑 演算 (标准 命题 演算 和 谓词 演算 ) 外 , 非 标准 
逻辑 演算 得 到 了 迅速 的 发 展 ,例如 多 值 逻辑 、 模 糊 逻 辑 、 直 觉 主 义 
逻辑 以 及 模 态 逻辑 .时 态 逻 辑 等 ,并 且 形 成 了 四 大 分 枝 : 公理 集合 
论 .模型 论 .证 明 论 与 递归 论 . 
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21 标准 (古典) 命题 逻辑 
21.1 命题 符号 化 


数理 逻辑 是 研究 “数学 思维 "的 数学 模型 ,数学 思维 是 一 种 精 
确 的 思维 , 它 的 思维 规律 是 日 常生 活 和 大 多 数 科 学 领域 中 进行 推 
理 的 可 靠 依据 . 历史 上 ,最 初 研究 这 种 思维 规律 的 传统 逻辑 ,是 借 
助 于 自然 语言 来 研究 的 . 由 于 自然 语言 是 人 们 交流 思想 的 一 种 工 
具 , 它 既 要 能 表达 严密 精确 的 思维 ,又 要 能 表达 含糊 不 清 的 思想 . 
又 由 于 它 的 广泛 性 , 易 变 性 与 多 义 性 ,不 适用 于 研究 严格 的 推理 规 
律 ,因此 遇 到 了 不 可 克服 的 困难 . 数理 逻辑 利用 数学 方法 ,特别 是 
形式 化 的 方法 ,建立 了 严格 的 形式 推理 系统 ,深刻 地 研究 了 这 种 思 
维 规律 ,取得 了 极 大 的 成 功 ， 有 人 说 ,数理 逻辑 既是 逻辑 的 数学 ， 
又 是 数学 的 逻辑 ,是 传统 逻辑 的 现代 化 ,是 现代 化 的 传统 逻辑 . 

为 了 研究 推理 ,首先 要 研究 判断 . 判断 总 是 用 陈述 句 来 表示 
的 . 能 够 分 辩 真 假 的 语句 ,其 内 涵 称 作 命题 (proposition). 因此 只 
有 陈述 句 可 以 用 来 表示 命题 ,而 感叹 句 、 疑 问 句 、 命 令 句 都 不 是 
命题 . 

由 简单 陈述 句 表示 的 命题 称 作 简单 命题 或 原子 命题 (simple 
proposition/atomic proposition)， 由 复杂 陈述 句 ( 或 复合 句 ) 表 示 
的 命题 称 作 复合 命题 或 分 子 命题 (composite proposition/ 
molecular proposition) ,无 论 是 哪 一 种 命题 ,在 数理 逻辑 中 都 要 用 
“符号 ”来 表示 . 

对 于 最 简单 的 命题 ,通常 以 大 写 的 或 带 有 下 标的 拉丁 字母 表 
Zm: A,B,C,…,P,Q,R,…,(Ai,B;,C;,…,P;,Q;,R,,…)， 有 些 
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文献 中 也 常用 小 写字 母 来 表示 . 

为 了 保证 符号 的 单一 性 ,对 于 不 同 的 命题 ,必须 用 不 同 的 
符号 . 
为 了 把 复杂 命题 形式 化 ,还 要 把 自然 语言 中 表示 逻辑 性 质 的 
联结 词 用 符号 来 表示 ,把 复杂 的 命题 看 成 是 由 原子 命题 通过 逻辑 
联结 词 "构造 ”出 来 的 数学 公式 . 


21.2 命题 联结 词 , 真 值 表 


数理 逻辑 中 常用 的 逻辑 联结 词 有 5 种 ,表示 如 下 : 


非 (并 非 ) =(~/NOT) 《否定 词 ) 

并 且 ( 而 且 ) A( 必 /AND) ( 合 取 词 ) 

或 (或 者 ) V (OR) (《 析 取 词 》 

若 … 则 … 一 (IF…THEN…) (条 件 词 /蕴含 词 ) 
如 果 … 那 么 … 

当 且 仅 当 —(=/Iff) ( 双 条 件 词 /等 值 词 ) 


上 述 第 一 列 所 表示 的 是 该 逻辑 联结 词 在 自然 语言 (汉语 ) 中 的 
基本 涵义 ,第 二 列表 示 它 的 符号 ,第 三 列 是 它 的 名 称 . 利用 这 些 联 
结 词 ,就 可 以 表示 比较 复杂 的 命题 . 

例 21.2.1 把 下 列 命题 符号 化 

(1) 北京 是 中 国 的 大 城市 . (P). 

(2) 北京 不 是 中 国 的 大 城市 . O P). 

G) 塑料 不 是 金属 . (Q). 

(4) 塑料 是 金属 . (一 Q). 

例 21. 2. 1 中 (1) 是 一 个 原子 命题 . (2) 是 一 个 稍微 复杂 一 些 
的 命题 , 它 不 能 仅 由 一 个 符号 表示 ,而 要 由 原子 命题 P 与 联结 词 
”的 组 合 " 己 表示 出 来 . (3) 究竟 算 不 算是 原子 命题 ,有 不 同 的 
看 法 ,有 些 文献 认为 原子 命题 中 不 能 包含 联结 词 ,(3) 中 * 隐 含 " 有 

。 468 » 


联结 词 “ — "的 涵义 ,因此 它 不 应 当 算 作 原子 命题 ;然而 也 有 人 认 
为 ,在 人 们 发 现 塑 料 之 初 , 对 它 的 性 质 还 不 够 了 解 时 ,命题 (3) 也 是 
一 种 肯定 的 判断 ,虽然 这 种 肯定 是 “ 隐 含 "着 某 种 否定 的 涵义 加 以 
表达 的 . 这 个 问题 ,我们 不 去 争论 . 重要 的 在 于 ,如 果 命题 (3) 用 Q 
表示 ,那么 命题 (4) 就 应 该 用 一 Q 表示. 

例 21.2.2 把 下 列 命题 符号 化 

(1) SRF. (P). 

(2) 教室 里 有 两 张 桌子 . (Q). 

(3) 2+3=5. (R). 

(4) 今天 下 十 而 且 教 室 里 有 两 张 桌子 . (P AQ. 

(5) 今天 不 下 十 并 且 2 十 3 一 5. (OPAR). 

在 自然 语言 中 ,联结 词 “ 并 且 ”, 多 半 用 来 表示 两 种 同类 事物 的 
并 存 . 而 本 例 中 的 (4) 与 (5) 有 点 使 人 奇怪 ,每 个 语句 中 的 两 个 并 
列子 句 , 在 含意 上 毫 不 相干 这 是 因为 在 数理 逻辑 中 只 考虑 两 个 
命题 之 间 的 形式 关系 ,而 不 顾及 语句 的 含义 ,正如 我 们 在 研究 语法 
规则 时 ,只 考虑 句子 的 形式 ,而 不 考虑 句子 的 意义 .值得 注意 的 
是 , 像 2 十 3==5 这 样 的 数学 公式 也 是 一 个 命题 ,事实 上 ,一 个 完整 
的 数学 公式 ,与 一 个 完整 的 陈述 句 并 没有 什么 本 质 的 差异 . 

例 21.2.3 把 下 列 命 题 符号 化 

(1) 今 晚 我 看 电视 .(P). 

2) 今 晚 我 开会 . (Q). 

(3) 3<2. (R). 

(4) 今 晚 我 看 电视 或 者 我 开会 . (PV Q. 

(5) 3 不 大 于 2 或 我 开会 . (RV Q. 

在 例 21. 2. 3 中 (4),(5) 两 个 语句 都 使 用 了 “或 ”, 但 仔细 分 析 
起 来 ,这 两 种 “或 ”的 逻辑 意义 是 不 一 样 的 . 语句 (4) 的 意思 是 : 要 
么 我 看 电视 ,要 人 么 我 去 开会 .这 两 件 事 不 能 同时 去 做 ,这 里 的 “或 ” 
是 含有 “二 者 择 一 ”的 意思 ,一 般 称 为 “不 可 兼 或 "而 语句 (5) 中 的 
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“或 ”, 二 者 并 没有 互相 排斥 的 意思 , 称 之 为 “可 兼 或 ”". 我 们 所 说 的 
析 取 词 , 它 的 逻辑 意义 是 指 “ 可 兼 或 ” 为 了 区 分 这 两 种 联结 词 ， 
“可 兼 或 "总 是 用 "V ”来 表示 ,而 “不 可 兼 或 ?有 时 用 “V"”, 有 时 又 
HP KER. 

“可 兼 或 ”的 逻辑 意义 在 自然 语言 与 数学 语言 中 也 略 有 差异 . 
例 中 的 (5) 是 兼顾 到 数学 上 的 需要 ,人 允许 在 内 容 上 毫 不 相干 的 语句 
也 可 以 用 析 取 词 加 以 联结 . 

例 21.2.4 把 下 列 命题 符号 化 

(1) 河水 泛滥 . (P). 

(2) 上 庄稼 被 毁坏 .(Q). 

(3) KERK. (R). 

(4) 如 果 河 水 泛滥 ,那么 庄稼 被 毁坏 .(P 一 Q). 

(S) 如 果 河 水 泛滥 ,那么 雪 是 黑 的 . (P-=R). 

(6) 如 果 雪 是 黑 的 ,那么 河水 泛滥 . (R— P). 

关于 条 件 词 ,在 自然 语言 中 有 极为 繁多 的 表达 方式 ,但 它 的 主 
要 涵义 是 : 如 果 前 提 已 真 ,那么 结论 Q 必 真 ( 即 Q 不 会 假 ); 换 言 
之 ,绝对 不 会 发 生前 提 真 而 结论 假 的 事情 . 这 就 是 条 件 词 大 量 出 
现在 有 关 推 理 的 场合 . 然而 在 自然 语言 中 若 已 则 Q 还 表示 P 是 
Q 的 原因 ,这 种 因果 相依 的 紧密 联系 ,由 于 过 分 广泛 还 不 能 完全 地 
反映 在 条 件 词 中 , 条 件 词 仅仅 反映 了 在 推理 过 程 中 前 提 与 结论 间 
的 真 假 关 系 . 

例 21.2.5 把 下 列 命题 符号 化 

(1) AABC 是 等 边 三 角形 . (P). 

(2) 人 ABC 是 等 角 三 角形 .(Q). 

G) 人 ABC 是 等 边 三 角形 当 且 仅 当 AABC 是 等 角 三 角形 . 
(PQ). 
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双 条 件 词 ,在 自然 语言 中 相当 于 “ 当 且 仅 当 ”, 它 所 联结 的 两 个 
命题 是 逻辑 上 “等 值 ”的 ( 即 取 相 同 的 “ 真 ”,“ 假 ” 值 ), 因 此 有 时 也 称 
为 等 值 词 . 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,通过 原子 命题 及 联结 词 可 以 构成 更 
加 复杂 的 命题 ; 反 过 来 说 ,一 些 复杂 的 命题 也 可 以 通过 简单 的 原子 
命题 及 联结 词 表达 出 来 . 

正如 数学 中 的 变量 一 样 ,我 们 要 定义 命题 变量 ， 

定义 21.2.6 不 确 指 的 命题 , 称 为 命题 变量 (propositional 
variable) , 它 的 变 域 是 原子 命题 集 . 

有 些 文献 中 ,用 小 写 拉 丁字 母 表示 命题 变量 : p,g,r,… 而 用 
大 写字 母 表示 具体 的 、 确 指 的 命题 : P,Q,R,…( 确 指 的 命题 有 时 
也 称 为 命题 常量 (propositional constant). 本 书 在 不 发 生 混 清 的 
情况 下 有 时 也 用 大 写字 母 表示 命题 变量 . 

原子 命题 在 不 确 指 时 称 为 命题 变量 ,而 复合 命题 是 由 原子 命 
题 与 联结 词 构成 的 命题 ,因而 是 命题 变量 的 “函数 ”不 过 这 种 函 
数 所 取 的 “ 值 ”不 像 传 统 数 学 中 的 数值 ,而 是 “ 真 ",“ 假 ” 值 . 今后 我 
们 也 称 上 述 的 逻辑 联结 词 为 真 值 函数 (truth value function). 仿 
照 数 学 中 的 列表 法 ,对 由 联结 词 构成 的 函数 , 列 出 表 21. 1 一 表 21. 5， 
称 之 为 真 值 表 (truth table). 


表 21.1 


ELERP RIAT” IARE A” R” (N Ch 35 
文献 中 用 “t”、“f” 或 用 “1”“0” 分 别 代表 “ 真 ”"、“ 假 ”二 值 )， 由 联结 
词 * 人 入 ”所 定义 的 真 值 函 数 , 既 可 以 用 真 值 表 21. 2 来 表达 ,也 可 以 
由 公式 PAQ 来 表达 . 由 表 21. 1 一 表 21. 4 对 由 联结 词 所 定义 的 
函数 ,是 明白 无 误 的 . 值得 注意 的 是 ,由 表 21.5 所 定义 的 真 值 函 
数 常常 会 引起 读者 的 疑虑 ,不 少 读者 以 为 当 命题 P 为 假 , 命 题 Q 
为 真 时 ,P 一 Q 怎么 会 为 真 呢 ? 哪 有 前 提 假 ,结论 真 时 ,如果 P BE 
ZQ” m e W Iñ? 这 主要 是 由 于 人 们 经 常 把 P 一 Q 理解 作 : 
原因 一 结果 时 导致 的 误解 . 事实 上 ,我 们 已 经 说 过 联结 词 “-” 只 
能 保证 前 提 为 真 时 , 它 的 结论 必 真 . 它 不 能 完全 表达 原因 与 结果 
的 种 种 复杂 联系 . 


21.3 其 他 联结 词 


在 命题 逻辑 中 ,除去 前 述 的 逻辑 联结 词 外 ,还 有 其 他 的 联结 
词 , 分 述 如 下 : l 

定义 21.3.1 不 可 兼 或 “V”( 在 逻辑 电路 中 常 称 为 “ 异 或 
门 ”, 有 时 用 符号 办 表示 . 

它 的 真 值 表 是 表 21. 6. 
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表 21.6 


在 等 价 变换 之 下 ,有 下 面 的 基本 性 质 : 


(1) PV Q=QV P. (交换 律 ) 
(2) (PVQVREOPV (QVR). (结合 律 ) 
(3) PA (QVR)S(PAQV(PAR). (分 配 律 ) 


(YPVQS(PA -Q) V (APAQ. 
(5) PVQ=S - (P—Q). 
性 质 (4),(5) 指 出 联结 词 V 与 其 他 联结 词 之 间 的 联系 , 它 表 明 


可 以 把 含有 逻辑 联结 词 V 的 公式 ,通过 联结 词 ",V , 人 ,一 ,一 表 
达 出 来 . 


定义 21.3.2 sheffer IE“ 个 ”( 在 逻辑 电路 中 常 称 为 “与 非 


门 ", 有 时 也 记 作 NAND(=:NOT 一 AND)). P )Q2 -PAQ). 


联结 词 + 一 般 满足 交换 律 ,不 满足 结合 律 . 与 其 他 联结 词 的 


RRA: 


(1) P) Pe - P. ( 自 反 否定 律 ) 
(2) (PAQ I (PAQeS PAQ. 

(3) (PA P) A (QA Q)SP VQ. 

(4) PA(QAR)See -PV QAR). 

(S) (PAQ) A RƏ(PAQ) V -R. 

定义 21. 3.3 Pierce f“ y ”( 在 逻辑 电路 中 称 作 或 非 门 ,有 了 时 


记 作 NOR(=NOT 一 OR), Py Q2 > (P VQ. 
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联结 词 ， 一 般 满足 交换 律 , 不 满足 结合 律 . 与 其 他 联结 词 之 
间 的 关系 有 : 

d) Py PS- P. ( 自 反 和 否定 律 ) 

(2) (PY Q) YPYOSOPVEQ. 

(3) (PY PY (QY OWSOPAQ. 

(4) Py (QYR)S -PA (QV R). 

G) (PY QW YI RƏ(PVQ)A TR. 

由 定义 21. 3. 2 及 定义 21. 3.3 可 以 看 出 ,联结 词 人 与 + 均 不 
满足 结合 律 . 从 传统 数学 看 ,有 些 文献 认为 这 是 一 个 缺点 . 然而 
从 计算 机 科学 的 观点 看 ,这 恰恰 是 一 个 优点 , 它 说明 便 用 这 两 种 联 
结 词 表 达 的 逻辑 电路 不 仅 可 以 反映 电路 的 逻辑 性 质 ,还 可 以 反映 
电路 的 “时 序 性 ”. 

定义 21.3.4 联结 词 IF-THEN-ELSE( 广 泛 用 于 程序 语言 
中 的 联结 词 ). 

IF P THEN Q ELSE R A (P—Q)A (œ P—-R). 

这 个 联结 词 有 下 面 的 性 质 : 

(1) IF -A THEN B ELSE CS 

IF A THEN C ELSE B. 

(2) IFT THEN B ELSE C @ 

IF + THEN C ELSE B @ B. 

(3) IFB THEN — ELSE — @ `B. 

(4) IFB THEN C ELSE C Ə@ 

IF 二 THEN B ELSE C 8 C. 

定义 21. 3. 4 中 的 三 元 联结 词 IF-THEN-ELSE, 其 含义 是 : 
# esas... 则 ose see 否则 *..... ; 它 的 真 值 表 如 表 2. 区: 


21.7 


Fi |411 


H| H| 上 

H Ha 
T I 

H1 | 


从 上 述 定义 可 以 看 到 ,这 些 新 的 联结 词 不 外 乎 是 由 5 大 联结 
词 的 适当 组 合 构 成 的 ,它们 在 应 用 领域 中 大 量 出 现 . 


21.4 联结 词 的 功能 完备 集 (完全 集 ) 


同一 个 真 值 函 数 可 以 用 各 种 联结 词 构成 种 种 不 同形 式 的 表达 
式 , 任 意 一 个 真 值 函 数 一 定 可 以 通过 命题 变量 与 5 种 联结 词组 成 
的 公式 表示 出 来 ， 

不 仅 如 此 ,对 于 任何 含有 条 件 词 及 双 条 件 词 的 真 值 函数 ,可 以 
仅仅 应 用 联结 词 了, A V 就 足够 了 . 

P>QS "PVGQ. 

PQS -PVQOA( -QVP). 

换言之 ,为 了 表达 全 部 真 值 函数 ,并 不 一 定 需要 全 部 的 5 种 联 
fii: n, A, V ,一 ,这 就 产生 了 联结 词 的 功能 完备 集 的 
问题 . 

定义 21.4.1 设 如 是 联结 词 的 集合 , 若 对 于 任意 一 个 真 值 函 
数 , 均 存 在 一 个 与 之 等 价 的 真 值 函数 ,而 后 者 仅 含 有 各 中 的 联结 

。 475 。 


词 , 则 称 上 是 联结 词 的 功能 完备 集 ( 完 全 集 ) (adequate set of 
connectives). 

在 理论 上 与 应 用 上 通过 选用 不 同 的 功能 完备 集 , 可 以 更 方便 
地 对 真 值 函数 类 进行 研究 . 

定理 21. 4.2 下 述 联 结 词 集合 都 是 功能 完备 集 : 

(1) 13,V ,A }. 

(2) {7 V, A. 

(3) (3, V, Ase}. 

(4) (3, V >, e). 

(5) (3. Ameh. 

(6) (a, V ,—>). 

(7) (A, AO). 

(8) (3, V,—). 

(9 in, A. 

(10) {7 , =>, e}. 

(11) (x ,—}. 

(12) {7 ,V ,A 人 人 }. 

(13) (3, V ,). 

(14) {= ,人 人}. 

(15) (- V, A). 

(16) (V,A) UDAD. 

C17 ENT: 

a8) (ç). 

(19) {IF-THEN-ELSE)}. 

21.4.3 (1) 本 来 在 上 述 定理 中 ,功能 完备 集 应 表示 成 
CV Ame) ,为 了 简洁 ,可 省 去 字母 %, 而 直接 记 作 {一 ， 
V.A, e}. 

(2) 上 述 定理 给 出 许多 功能 完备 集 ,这 些 功能 完备 集 在 各 种 
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不 同 的 场合 出 现 ， 

首先 1 ,V, 人 ,一 ,一 } 是 最 常用 的 功能 完备 集 , 在 任何 场合 
都 是 适用 的 . ZEE, A, V } 是 一 个 重要 的 功能 完备 集 , 使 用 
该 集 来 表达 的 真 值 函 数 系统 , 常 称 为 Boole 代数 系统 . 然而 使 用 
功能 完备 集 { 旬 ,人 }) 来 表示 真 值 函数 系统 ,也 是 一 种 Boole 代数 系 
统 , 这 种 系统 经 常 在 编码 理论 中 出 现 ( 其 中 “ 甸 ” 称 为 “对 位 布尔 
和 ”,“ 和” 称 为 “布尔 积 ”), 另外 在 研究 逻辑 系统 的 演绎 与 推理 时 ， 
(一, 下) 是 一 个 重要 的 功能 完备 集 . 在 制造 大 规模 集成 电路 的 芯 
片 中 完备 集 { 个 },{ y } 有 广泛 的 应 用 . 在 程序 系统 的 理论 研究 中 ， 
仅 含 一 个 联结 词 的 功能 完备 集 {IF-THEN-ELSE} 也 很 有 用 . 


21.5 命题 形式 与 等 价 (等 值 ) 演算 


21.5.1 命题 形式 (合式 公式 ) 


由 原子 命题 与 逻辑 联结 词 可 以 构成 复合 命题 ,使 用 命题 变量 
与 联结 词 可 以 构成 复合 命题 形式 ,也 就 是 真 值 函数 , 它 的 递归 定义 
如 下 : 

定义 21. 5.1 一 个 含有 命题 变量 和 联结 词 的 符号 表达 式 , 若 
满足 以 下 规则 , 则 称 为 命题 形式 (propositional formula) (或 称 为 
合式 公式 (well formed formula/ 简 记 为 wff): 

D 任何 命题 变量 本 身 ( 包 括 “ 真 ”",“ 假 ” 值 二 ,一 ) 是 命题 
形式 . 

(2) 如 果 以 和 多 是 命题 形式 ,那么 (一 ,CSYA3) ,CYV 2), 
DAC) ERER. 

(3) 命题 形式 仅 由 有 限 次 使 用 规则 (1),(2) 产 生 . 

Ë (1) 上 述 定义 是 一 种 递归 定义 , 它 同时 指出 了 在 一 个 命 
题 形式 的 构造 过 程 中 符合 (1), (2) 的 任意 一 步 所 得 到 的 都 是 命题 
形式 ,它们 称 为 终结 命题 形式 的 子 公式 (sub formula). 
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(2) 在 命题 逻辑 中 ,命题 形式 ,命题 公式 ,合式 公式 都 是 同 
义 词 . 

(3) 在 本 书 中 常用 花 体 字 母 : Y,8,,… 表 示 命 题 形式 或 真 值 
函数 ,它们 都 是 命题 变量 的 函数 . 

例 21.5.2 说 明 ((PAQ) 一 (CQVR))) 是 命题 形式 . 

根据 定义 21.5. 1 中 的 条 件 (1) ,P,Q,R 是 命题 形式 ,根据 条 
件 (2),(PAQ) 和 (QV R) 是 命题 形式 ,再 根据 条 件 (2) 知 (一 (QV R)) 
是 命题 形式 . 最 后 根据 条 件 (2),((PAQ) 一 (了 (QV R))) 是 命题 

对 于 较 长 的 表达 式 判 断 其 是 否 是 命题 形式 ,有 时 是 困难 的 . 
下 面 介绍 一 种 从 图 论 来 的 方法 . 从 图 论 的 观点 看 ,每 一 个 命题 公 
式 都 可 以 用 一 棵 “ 树 ” 来 表示 ,其 中 “ 树 ” 的 “ 结 点 ”与 联结 词 对 应 ,而 
“树叶 ” 则 对 应 于 命题 变量 ,例如 ,公式 

((PAR)—((—Q) V (S—Q))) 

就 可 以 用 一 棵 “ 树 ” 表 示 如 图 21.1 


((PAR)———((— Q) V (S —— Q))) 


(PAR) ((3Q) V (S —— Q)) 
£N (=Q) (S—— Q) 
"a S Q 
图 211 


我 们 也 可 以 反 过 来 说 ,凡是 不 能 用 “ 树 " 来 表示 的 表达 式 ,一 定 
不 是 命题 公式 . 
联结 词 : — 人,V ,一 ,一 决定 简单 的 真 值 函数 . 使 用 这 些 联 
结 词 的 真 值 表 , 可 以 对 任何 给 定 的 命题 形式 构造 真 值 表 . 真 值 表 
是 一 个 命题 形式 ( 真 值 函数 ?的 图 表 表 示 . 函数 自 变 量 的 个 数 就 是 
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命题 形式 中 命题 变量 的 个 数 . 

一 般 情 况 下 ,对 于 一 个 含有 n 个 不 同 命题 变量 的 命题 形式 , 它 
是 元 函数 , 真 值 表 有 2" 行 , 对 应 于 命题 变量 值 的 每 一 种 可 能 组 
合 占有 一 行 ,对 应 于 有 2" 行 的 真 值 表 的 最 后 一 列 中 下 和 十 的 27 
种 可 能 的 排列 方式 ,可 知 有 27” 个 不 同 的 ”元 真 值 函数 . 用 个 命 
题 变量 可 能 构造 的 命题 形式 的 数目 显然 是 无 限 的 ,因此 可 知 ,不 同 
的 命题 形式 可 以 对 应 于 同一 个 真 值 函 数 ， 

例 21.5.3 构造 命题 形式 ((” P) VQ) 的 真 值 表 21.8. 


从 表 21. 8 可 以 看 出 ,相应 于 这 个 命题 形式 的 真 值 函数 ,与 命 
题 形式 (P 一 Q) 所 确定 的 真 值 旺 数 是 相同 的 . 

定义 21.5.4 (1) 恒 取 真 值 的 命题 公式 称 为 永 真 公 式 ( 或 重 
言 式 /tautology). 

(2) 人 恒 取 假 值 的 命题 公式 称 为 永 假 公式 (或 矛盾 式 / 
contradication ) . 

例 21.5.5 

d) (PV PERERA. 

(2) (PA 一 已) 是 矛盾 式 . 

(3) (P=&( "( A PPP E R 8 &. 

(4) (( a P—>Q)—((( a P) >F( aQ) PERR. 

证 实 一 个 命题 形式 是 否 是 重 言 式 或 矛盾 式 , 可 靠 的 方法 是 构 
造 它 的 真 值 表 . 
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从 定义 21. 5.4 可 知 ,一 切 含有 ?个 命题 变量 的 重 言 式 给 出 同 
一 个 n 元 真 值 函 数 , 它 总 是 恒 取 二 值 ,因此 也 称 它 所 表示 的 函数 为 
永 真 函数 . 由 矛盾 式 表 示 的 函数 , 称 为 永 假 函 数 . 


21.5.2 命题 等 值 式 (等 价 式 ) 


如 前 所 述 ,不 同 的 命题 形式 可 以 对 应 于 同一 个 真 值 函 数 . 有 
下 面 的 例子 . 

例 21. 5.6 命题 公式 (一 (PA Q)) 与 命题 公式 (( 一 P)V (一 Q)) 
表示 同一 个 真 值 函数 . 

分 别 给 出 它们 的 真 值 表 ,就 一 目 了 然 . 


表 21.9 


命题 公式 (了 (PAQ))*»((-P)V( ”~Q)) 的 真 值 表 , 见 表 
21. 11. 


从 例 21. 5.6 可 知 , 如 果 两 个 命题 公式 ,有 表示 同一 个 真 值 
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函数 ,那么 命题 公式 : c+ RRAK KA (h 3 Z ,/— 2 j 
一 个 重 言 式 ). 

定义 21.5.7 设 忆 ,了 是 命题 形式 , 若 (.* 一 9) 是 重 言 式 , 称 A 
逻辑 等 价 2(logically equivalent). 若 ( 必 > 儿 ) 是 一 个 重 言 式 , 则 称 
之 逻辑 蕴含 Zdogically implies). 分 别 记 作 32 5 £= 2. 


21.5.3 等 值 演算 的 几 个 重要 定理 


根据 已 知 的 等 值 式 , 可 以 推导 出 另 一 些 等 值 式 ,这 个 过 程 称 作 
等 值 演算 ,现在 给 出 等 值 演算 的 几 个 重要 定理 . 这 些 定理 的 使 用 
是 如 此 频繁 ,甚至 于 使 用 者 常常 在 不 自觉 的 状态 下 使 用 了 这 些 定 
理 ! 因此 ,我 们 把 它们 特别 列 出 ,引起 我 们 的 注意 ! 

定理 21.5.8 若 汶 和 .x>8 是 永 真 式 , 则 名 必 为 永 真 式 . 

本 定理 中 所 说 的 永 真 式 是 (33) ,为 了 简便 ,我 们 常常 省 去 
表达 式 最 外 层 的 括号 ,简洁 地 记 作 > 多 .此 约定 也 适用 于 其 他 表 
达 式 . 

定理 21.5.9 Ç NE EE (substitution) i4 4 XAA, 
Tirdz ,Ts 是 中 出 现 的 命题 变量 ,以 4... Ah Re fr t 0) 8 
值 函数 . 对 于 出 现在 中 的 zx; ,用 以 代 人 ,得 到 


w> SA 


a ia 


# x 是 水 真 式 , 则 


< 


sa ia 


也 是 永 真 式 . 
例 21.5.10 对 于 任意 的 真 值 函数 ,3, 证 明 ， 
CIV BDS A A ( 2). 
由 真 值 表 可 知 ,对 于 任意 的 命题 变量 p,g 成 立 : 
7(pADSO(T PV (MQ, 
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再 由 定理 21. 5. 9 即 知 . 

例 21. 5. 11 对 于 任意 的 真 值 函 数 .y, 多 证 明 : 

CB) ( a 9— — D) 

EKAR. Hih AERE OCR PEKAR, 
再 利用 代 人 定理 . 

注意 “代入 ”运算 (或 “ 代 人 ”操作 ) 是 人 们 极为 常用 的 运算 ， 
它 是 一 种 最 简单 的 操作 ,人 们 在 使 用 这 种 操作 时 ,有 时 达到 了 不 能 
自 察 的 地 步 , 甚 至 对 这 种 简单 的 操作 ,究竟 要 遵守 些 什 么 规则 ,也 
不 明 不 白 . 代 人 定理 就 是 一 个 明确 提出 的 规则 之 一 , 它 告诉 我 们 
在 执行 “代入 ”操作 时 要 遵守 哪些 规则 ,“ 代 入 ”操作 的 含义 又 是 
什么 : 

(1)“ 代 入 ”运算 的 对 象 是 命题 形式 (或 真 值 函数 ) 中 的 某 些 命 
题 变 量 ( 这 些 命题 变量 可 以 在 该 命题 形式 中 多 次 出 现 ) ,可 以 用 任 
意 的 命题 形式 去 “调换 ”这 些 命题 变量 . 当 这 些 变量 多 次 地 在 原来 
命题 形式 中 出 现时 ,就 必须 "处 处 ”进行 同样 的 “调换 ”( 不 允许 只 对 
一 部 分 命题 变量 进行 “调换 ”). 

(2) 对 命题 变量 作 “ 代 和 人 ”的 命题 形式 (或 真 值 函 数 ) 是 任 
意 的 . 

(3)“ 代 入 ”运算 只 能 对 命题 形式 中 的 命题 变量 进行 ,不 能 对 
它 的 子 公式 (不 包括 由 单个 命题 变量 构成 的 平凡 子 公式 ) 进 行 . 

(4)“ 代 入 "运算 的 含义 是 把 命题 形式 中 的 命题 变量 看 作 是 新 
的 命题 形式 ,对 命题 形式 进一步 地 “参数 化 "(或 “ 泛 函 化 ”). 

定理 21. 5.12 替换 定理 (replacement) 设 冯 是 六 的 子 公 
式 ,多 是 任意 的 命题 形式 ,在 x 中 出 现 局 处 (可 能 不 止 一 处 ) 的 用 
2, 替换 A 后 得 到 命题 公式 a. $ ASZ , 则 432. 

注意 “替换 ”运算 (或 “替换 ”操作 ) 是 人 们 经 常 使 用 的 运算 ， 
它 与 “等 价 替 换 ” 同 义 ,“ 替 换 "定理 表达 了 “替换 ”操作 的 条 件 : 

(1)“ 替 换 " 定 理 表明 ,人 们 可 以 对 命题 形式 中 任何 等 价 的 子 
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公式 进行 “调换 ”. 

(2) 在 进行 “替换 ”操作 时 ,没有 必要 对 原 命题 形式 中 出 现 的 
同样 子 公 式 “ 处 处 "调换. 

G) 对 命题 形式 中 的 命题 变量 ( 即 特殊 的 子 公式 ) 进 行 “替换 ” 
运算 时 ,就 相当 于 对 命题 变量 “ 换 名 ”.。 (对 命题 变量 “ 换 名 ”时 ,应 
遵守 的 规则 是 对 不 同 的 变量 换 成 不 同 的 “名 ”. ) 

下 面 给 出 一 类 特殊 的 命题 形式 . 

定义 21.5.13 若 在 命题 形式 中 只 出 现 {”，A,V} 中 的 联结 
词 , 则 称 它 是 受 限 命题 形式 (restricted proposition form). 

定义 21.5.14 设 有 受 限 命题 形式 o 5 o ,而 o 是 由 在 命 
题 形式 x 中 进行 如 下 的 置换 得 到 的 : 

(1) RARA V 互相 置换 . 

(2) 真 假 值 下 ,十 互相 置换 . 

则 称 Z° 是 的 对 偶 式 (dual) ,或 称 y A 互相 对 偶 . 也 称 联结 词 
V , 八 互 相对 偶 . 

例 21.5.15 给 出 下 列 命题 形式 ( 真 值 函数 ) 的 对 偶 式 (对 侦 
真 值 函数 ): 

d) (PVQ)AR. 

(2) (PAQ) V +. 

(3) - (PAQYV (PA n (QV -5)). 

根据 定义 21.5.14, 它 们 的 对 偶 式 分 别 如 下 : 

(1 (PAQ) VR. 

(2)"(PVQ) A Tr; 

(3)* -(PVQ)A (PV M-(QA 一 S)). 

下 面 的 定理 21. 5. 16 表明 了 真 值 函 数 及 其 对 偶 式 之 间 的 紧密 
联系 . 

定理 21.5.16 对 偶 原 理 (dual principle) 设 命题 形式 
Mair dn) SRAN S (xz ，… ,Xs) 互 为 对 偶 ( 其 中 zz 
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是 产子 命题 变量 ), 则 有 : 
(1) DAME Err LDA (NT T Trs TT). 
(2) ACA tis TT) A" (TrsT °t Z,). 
(注意 定义 21. 5. 16 中 的 结论 (1),(2) 是 可 以 相互 推导 的 . ) 
例 21.5.17 设 命题 形式 是 pgr =n pAn (qV r). É 
证 对 偶 原理 . 
由 定义 21. 5. 14, 有 
A (pq7)= "PV Ax (qAr), 
所 以 
LCb mg 3r)= nlp) V "(CQ A (m7)) 
SPV (3 3q V > >r) 
€p V q V r. 
Kap q, 3r)= (np) A "(—q V >r) 
Sp Ang A nor) 
Sp AqA r. 
了 只 (pq 全 一 (让 V 7 (gqg A r)) 
-pA A GQ AD 
€p AqA r. 
所 以 
Mp gp DSA (ap, ag, ar) 
Sp, 3q, nr On A (pqr). 
定理 21.5.18 设 命题 形式 Q, R.N XH: 2, 也 互 为 对 
偶 , 则 当 st 多 时 ,有 : 
(1) x SSF". 
(2) L) SA. 
定理 21. 5. 18 中 的 (* )' RE N. 
注 (1) 由 于 有 对 偶 原 理 , 则 可 以 理解 许多 等 值 变换 的 规律 
总 是 成 “对 ”出 现 的 . 实际 上 每 “对 ”中 间 两 个 等 价 公 式 是 互 为 对 
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偶 的 . 

(2) 由 于 在 命题 逻辑 中 有 对 偶 原 理 , 故 可 以 很 方便 地 从 一 个 
定理 得 出 另 一 个 定理 . 同时 可 以 把 寻找 对 偶 式 的 操作 看 成 是 一 种 
运算 . 

(3) 在 对 偶 运算 中 ,只 对 真 假 值 下 ,十 相互 置换 ,对 联结 词 V ， 
八 相互 置换 ,而 对 于 否定 词 ,保留 不 变 . 

(4) 利用 对 偶 原 理 可 以 从 命题 形式 3/ 找到 它 的 否定 式 J. 
只 要 把 忌 换 成 它 的 对 偶 式 光 ,再 把 出 现 于 尽 中 的 所 有 原子 变量 
换 成 它 的 否定 式 即 可 . 


21.5.4 等 值 演算 中 常用 的 命题 等 值 式 与 重 言 式 


以 下 是 常用 的 等 值 式 与 重 言 式 . 

公式 21.5.19 常用 等 值 式 (useful equivelant); 

(1) -~ Or, (双重 否定 律 ) 

(2) A BBNY, (交换 律 》 
AN BIBV d. 

(3) (VAD NECESAN (2 A @. (结合 律 ) 
CIV 2) V ESAV (BV O). 

(4) /A(2V@S07A2)V (A O. (分 配 律 》 
AN (g AO (V 2) A (V @. 

(S) 27(HAA DO( 320 V (— 92). (DeMorgan 律 ) 
7-79V BO( ap AO B). 

(6) AV A ( 恒 等 律 ) 
SA A 

(7) “A (BV -~ BOL 

AN (BN 一男) 从 到 

AV (AV De. 

f#A(2A -2)=—. 


(8 


~ 
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(9) A RO > >n i, ( 道 否 律 ) 

(10) yO ~ 4V 3. 

(11) ~- (a>2)@ ZA g. 

(12) Z> (= (A BD 

(13) go BO (2) A (I>A). 

(14) yim BOIN FV (A.A B). 

(15) x (s DSe g, 

从 上 述 众 多 的 等 值 式 (等 价 式 ) 可 以 看 到 , 真 值 函数 的 表达 式 
不 是 唯一 的 . 经 验 表明 ,自觉 地 使 用 逻辑 规律 与 不 自 觉 地 使 用 逻 
辑 规律 是 完全 不 一 样 的 . 熟悉 这 些 规律 可 使 人 们 的 思维 正确 而 


敏锐 . 
公式 21.5.20 ”常用 永 真 ( 重 言 ) 蕴 含 式 ， 
(1) V A 2=., (简化 规则 /simplication) 
SA B>, 
(2) >A 2, (添加 规则 /addition) 
Z= V 2. 
(3) -= > F, 
Z> fF. 
(4) nld, 
a (a—>—2)=> a 2. 
(5) ⁄,2=.A 2. 
(6) ./, -/— => 2, (分 离 规 则 /modus ponens) 
(7) = A, AV 2= 3. C Pf = Bt /disjuntive syllogism) 
(8) -2,—9= — í. (否定 后 件 式 /modus tollens) 
(9) A> ,FE> A> 
( 假 言 三 段 论 /hypothelical syllogism) 
(10) AV B, 4—6, BEE, (二 难 推理 /dilemma) 
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21.6 范式 与 真 值 表 技 术 


命题 逻辑 中 的 命题 形式 是 多 种 多 样 的 ,如 何 判断 它们 是 重 言 
式 , 矛 盾 式 还 是 可 满足 公式 ?” 通常 可 通过 命题 形式 的 真 值 表 或 等 
值 演算 获知 . 但 是 对 于 大 量 的 命题 形式 ,用 计算 机 进行 处 理 ,要 求 
把 命题 形式 表达 成 一 种 规范 的 形式 ,这 就 是 命题 形式 的 范式 问题 . 

由 于 联结 词 集合 { - . A. V } 是 完备 的 (完全 的 ), 我 们 有 下 述 
定理 . 

定理 21.6.1 任意 命题 形式 必 存 在 与 之 等 值 的 受 限 命题 
ÉR. 

受 限 命题 形式 中 的 某 种 规范 形式 , 称 为 范式 . 

定义 21.6.2 (1) 由 原子 命题 变量 或 原子 命题 变量 的 否定 式 
构成 的 合 取 式 称 为 初等 积 (elementary product). (2) 由 原子 命题 
变量 或 原子 命题 变量 的 否定 式 构成 的 析 取 式 称 为 初等 和 
(elementary sum). 

例 21.6.3 W P,Q 为 任意 的 原子 命题 , 则 P, - P. PAQ, 
7QAPA -P,PA -P,QA A P 都 是 初等 积 ,而 P. -PV QQ， 
QV PV -P,PV -P,QV `P REWA. 

初等 和 或 初等 积 的 部 分 表达 式 , 如 果 仍 旧 是 初等 和 或 初等 积 
时 , 则 称 它们 是 原 给 初等 和 或 初等 积 的 因子 (factor). 例如 ,初等 
积 ~QAPA 一 P 的 因子 有 : ~-Q,P,PA AP, P, QAP, 
MQAPA-P š. 

关于 初等 和 与 初等 积 ,有 以 下 性 质 . 

定理 21.6.4 一 个 初等 积 是 永 假 的 充 要 条 件 是 , 它 至 少 含有 
一 对 永 假 因子 . 一 个 初等 和 是 永 真 的 充 要 条 件 是 , 它 至 少 含有 一 
对 永 真 因子 . 

定义 21.6.5 (1) 初等 积 的 析 取 式 称 为 析 取 范式 (disjunctive 
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normal form). (2) 初等 和 的 合 取 式 称 为 合 取 范式 (conjunctive 
normal form). 

极 取 范 式 或 合 取 范 式 统称 范式 . 

定理 21. 6.6 范式 存在 定理 {EE fh AE N C EC (PS RO 
存在 与 之 等 值 的 范式 . 

例 21.6.7 寻找 下 列 命题 形式 的 析 取 范式 ， 

(1) PA(P—Q); 

(2) ”CCPVQ) 一 (PA 人 AQ). 


解 

(1) PA(P—Q) 
SPA(-PVYQ) (公式 21. 5. 19(10)) 
(PA -P)V(PAQ. (公式 21. 5. 19(4)) 


(2) -= (P—+—Q)—(PAQ) 

SC (P—Q)A(PAQ)V(-(-(P+Q)A (PAQ) 
(公式 21.5. 19(14)) 

S (P—Q)ACPAQ)V((P—Q)A MA (PAQ) 
(公式 21. 5. 19(1)) 

S(TPVOA(PAOMV((-PYOA MA (PAQ) 
(公式 21.5.19(10)) 

@((PA -Q A(PAQ)V((-PVQO)AC(- PV -0)) 
(公式 21.5. 19(5)) 

€(PA -QAPAQ)V(-PA -P)V(MPA -Q) V (Q 


A -P)V(QA Q) (公式 21. 5. 19(4)) 
@(PA -QAQ)V(-P)V(M-PA -QV QA-P)VY 
(QA Q) (公式 21. 5. 19(6)) 


+V -PV(3PA `Q) V(QA - P) V+ 
€ PV(3PAd3Q)V(QA aP) 
SPV(QA TP) 
€ P. 
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从 例 21.6.7(2) 可 以 看 出 ~ 了 PV(- 了 PA aQ) V (QA 5 P), 
了 PV (QA PAR - P 都 是 命题 形式 (2) 的 范式 . 真 值 函数 的 
范式 不 是 唯一 的 ,并 且 通 过 析 取 范式 可 以 看 到 ,如 果 已 给 真 值 函 数 
的 析 取 范式 中 的 每 一 个 初等 积 为 永 假 式 ,那么 该 真 值 函 数 一 定 是 
永 假 函数 . 

现在 给 出 实现 定理 21. 6.6 的 算法 . 

算法 21.6.8 判读 过 程 (decision procedure) 

算法 的 步骤 如 下 : 

(1) 应 用 蕴含 律 或 双 萄 含 律 消 去 条 件 式 或 双 条 件 式 一 ,一 . 

(1.1) -er (>) A (ZA). 

(1.2) AFRO - 4V 2. 

(2) 重复 使 用 双重 否定 律 与 DeMorgan 律 ,把 否定 词 “ 深 入 ” 
作用 于 原子 命题 变 元 . 

(2.1) > ( =ë — oY, 

(2.2) AG /V 2) n AA Z. 

(2.3) (VADE nV 一 下 

(3) 重复 使 用 分 配 律 . 

(3.1) AV (HADOCLY 2) NAV E). 

(3.2) A (BV WONAN D) V (CA Ó. 

例 21.6.9 使 用 算法 21.6.8 寻找 下 列 真 值 函 数 的 析 取 范式 : 

Ad) (PV -QR. 

(2) (PA(Q—R))—S. 

解 (1) (PV Q) —R 


€ (PV Q) VR (1.2) 
@(-PA--Q VR (2.2) 
€ (PAQ) VR. (2.1) 
上 式 即 为 所 求 的 析 取 范式 . 

(2) (PA(Q—R))—S 

#(PA(-QVR))—S Ç. 2) 
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#@(PA(-QVR))VS (1.2) 


€ (PV S (3QVR)) VS (2.3) 
e@-PV(—(-—-QA-R)VS (2.2) 
SPV(QATRVS (2.1) 
S(T7P)V(QA R) VS. 
上 式 即 为 所 求 的 析 取 范式 . 


例 21.6.10 使 用 算法 21.6.8 求 下 列 真 值 函数 的 合 取 范 式 . 

d) PA (P—Q). 

(2) a(PVQ)— (PAQ. 

# (1) PA(P—Q)=PA(-PVQ. (1.2) 

(2) -(PVQ)=(PAQ) 

€@(-(PVQ>(PAQODACOPAQ— a (PVQ) a.D 

€(-—(PVQ)V(PAQ)AC-(PAQ) V -PVQ)) 

(1.2) 

@((PVQ I V(PAQ))ACA (PAQ) V (PA iQ) 
(2.1),(2.2),(2.3) 

S@(KPVQVP)A(PVQVQODAC((-(PAQ V -P)A 


(C-(PAQ)V aQ) (3.1),(3.2) 
S@((PVQVP)A(PVQVQ)ACG(3-PV -QV PA 
(PV QV xQ) (2.2),(2.3) 


S@(PVQVP)A(PVQVQ)ACAO PV QV PA 

(PV -QV Q). 

注 (1) 与 析 取 范式 一 样 ,一 个 命题 形式 的 合 取 范式 ,也 不 是 
唯一 的 . 

(2) 如 果 已 给 命题 函数 的 合 取 范式 中 的 每 一 个 初等 和 均 为 永 
真 式 , 则 该 命题 形式 就 是 永 真 函数 . 

(3) 如 果 已 给 命题 函数 的 析 取 范式 中 的 每 一 个 初等 积 均 为 永 
假 式 ,那么 该 命题 形式 就 是 永 假 函 数 . 
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因此 ,利用 析 取 范式 ,可 以 较 方 便 地 判断 一 个 真 值 函 数 是 否 永 
假 ,利用 合 取 范式 ,可 以 较 方便 地 判断 一 个 真 值 函 数 是 否 永 真 . 

命题 形式 的 规范 形式 一 范式 ,虽然 限制 了 表达 式 中 的 联结 词 ， 
但 由 于 同一 个 真 值 函 数 可 以 有 许多 不 同 的 范式 ,因此 还 不 能 利用 
计算 机 进行 统一 处 理 . 还 必须 对 范式 作 进一步 地 限制 ,这 就 产生 
了 正则 范式 的 问题 . 

定义 21.6.11 形 如 V CÀ Q,) 的 真 值 函数 , 称 为 正则 析 取 
范式 (disjunctive normal form) ,其 中 Q, 是 原子 命题 变 元 或 者 是 
原子 命题 变 元 的 否定 式 . 

注 正则 析 取 范式 中 的 人 Q, 详细 写 出 就 是 A Q, = 
Qa A Qr 人 … 人 Q。, 其 中 心 是 原子 命题 变 元 或 者 是 原子 命题 
变 元 的 否定 式 , 上 述 表 达 式 中 非 永 假 的 合 取 式 ( 即 在 Qi ,…,Q。 中 
不 出 现 互 为 否定 的 原子 命题 变 元 ,例如 Q, = -Qa), 称 作 极 小 项 
(mini term). 

例 21.6.12 Üt p.ga 为 两 个 命题 变 元 , 它 可 以 组 成 的 极 小 
项 为 : 

PAgq pA q. pAg pA "q. 

由 此 可 知 , 正 则 析 取 范式 是 由 极 小 项 通过 析 取 运算 所 构成 的 . 

还 有 另 一 种 范式 . 

定义 21.6.13 形 如 Á CV QD 的 真 值 函数 , 称 为 正则 合 取 
范式 (conjunctive normal form) ,其 中 Q 是 原子 命题 变 元 或 者 是 
原子 命题 变 元 的 否定 式 . 

注 正则 合 取 范式 中 V Q, 就 是 


V Q, = Qa V Qer V ee V Q, 
其 中 非 永 真 的 析 取 式 ( 即 在 Qa ,…,Q。 中 不 出 现 互 为 否定 的 原子 
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命题 变 元 ,例如 Q = - Q.) , 称 为 极 大 项 (max term). 

例 21.6.14 设 p,g 为 两 个 命题 变 元 , 它 可 以 组 成 的 极 大 
项 为 

bpVq pV nq. “PpVg, "PV Sq. 

由 此 可 知 , 正 则 合 取 范 式 是 由 极 大 项 通过 合 取 运 算 构 成 的 . 

正则 析 取 范式 与 正则 合 取 范 式 统称 正则 范式 ,它们 有 下 述 重 
要 的 性 质 . 

定理 21.6.15 正则 范式 存在 定理 ”命题 逻辑 中 的 任意 命题 
形式 ,都 有 与 之 等 值 的 正则 范式 . 这 种 范式 是 唯一 的 . 

推论 21.6.16 (1) 每 个 非 永 假 的 命题 形式 必 有 逻辑 等 值 于 某 
个 正则 析 取 范式 . 

(2) 每 个 非 永 真 的 命题 形式 必 逻 辑 等 值 于 某 个 正则 合 取 
范式 . 

从 真 值 函 数 的 范式 出 发 ,执行 下 述 算法 可 以 得 到 正则 范式 . 

算法 21. 6.17 算法 的 步骤 如 下 : 

(1) 添加 ”把 缺少 某 一 个 命题 变 元 (例如 p) 的 合 ( 析 ) 取 式 y, 
替换 成 含有 该 变 元 p 的 等 值 式 ， 

(1.1) SAAV p), 
或 (1.2) SAV (A` p). 

(2) 消去 删 去 重复 出 现 的 极 小 项 或 极 大 项 . 

(3) 排序 ”把 极 小 项 或 极 大 项 按 线性 序 或 字典 序 排序 . 

例 21.6.18 找 出 命题 形式 (PV QR 的 正则 析 取 范式 . 

解 首先 使 用 算法 21. 6. 8 找 出 命题 形式 
(PV ”Q) 一 R 的 析 取 范式 : 

(PV aQ)—>ë&(- PAQ) VR. 
再 利用 算法 21. 6. 17 找 出 析 取 范式 
(PAQ) VR 
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的 正则 析 取 范式 . 
首先 注意 范式 中 命题 变 元 有 3 个 , 即 P,Q,R, 所 以 它们 的 极 
小 项 中 的 命题 原子 变 元 也 是 PQR. 


由 于 
(APAQ SCO PAQAC(RV -7R)) (1.1) 
@(C3PAQAR)V(SMPAQÑA -TR), 
Re(RA(QV ”Q)ACPV M P)) (1.1) 


SRAUQAPIV(QA -P)V(-QAP)V(-QA -P)) 
S (RAQAP)V(RAQA -PV (RA -QAP)V (RA -QA >P), 
所 以 
(C3PAQ) VRe(SPAQAR)V(-PAQA -R)V(RAQAP)V 
V(RAQA -P)V(RA -QAP)V(RA -QA >P) 
S(TPAQARIV ("PAQA -R)V(RAQAP)V 
V (RA "QAP)V (RA -QA >P) (2) 
SPAQAR)V (PA -QAR)VO O PAQAR)V 
V(-PAQA -R)V (PA -QAR). (3) 
例 21.6. 19 找 出 下 述 命题 形式 的 正则 合 取 范式 
(PA(Q™>R))—S. 
首先 求 出 上 式 的 合 取 范式 
(PA(Q™>R))>SE(SV "PVQ A(SV -PV >R). 
现在 利用 算法 21. 6. 17 寻找 它 的 正则 合 取 范式 : 
由 于 原 命题 含有 4 个 原子 命题 : P,Q,R,S, 故 它 的 极 大 项 中 
也 含有 4 个 原子 命题 . 所 以 
(SV PVQ)A(SV PVR) 
SSV -PVQV(RA RDD ASV -PV SRV (QA -Q)) 
(1) 
SSV "PVQVR)A(SV -PVQV =-R)A 
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(SV-PVORVQOQ)A(SV PV RV nQ) 

(TPVQRVRVS)A(-"PVQV RVSA 

(PV QV RVS). (2),(3) 

上 式 即 为 所 求 的 正则 合 取 范 式 . 

以 上 介绍 了 对 任意 的 命题 形式 寻找 与 之 等 值 的 范式 或 正则 范 
式 的 算法 . 现在 再 给 出 一 种 由 真 值 函数 的 真 值 表 找 到 其 正则 范式 
的 算法 , 称 为 真 值 表 技术 (technique of truth table). 先 看 下 例 . 

例 21.6.20 已 给 真 值 函数 : P 一 (Q 一 R), 求 出 它 的 正则 析 
取 范 式 . 

解 ”首先 列 出 真 值 表 21.12. 


现在 给 出 由 真 值 表 构 造 出 正则 析 取 范式 的 算法 , 按 下 列 步骤 
执行 : 

(1) 选 出 已 给 函数 取得 荆 值 所 在 行 对 应 的 变 元 值 ( 在 表 21. 12 
中 这 种 行 的 右 端 用 箭头 一 标示 出 来 ) 如 下 : 

1) — — -E 

3) — + —, 

4) 十 二 十， 
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5 + —— 
6) + — +, 
7) L — —, 
8) + + 二. 


(2) 把 上 面 选 出 的 各 行 变 元 值 “ 还 原 ? 成 相应 的 原子 命题 符 
号 , 值 为 二 者 还原” 为 原 变 量 , 值 为 十 者 “还 原 ” 成 原 变 量 的 否 
定式 : 
1) PQR, 
3) P-QR, 
4) PQ-R, 
5) -PQR, 
6) -PQ ”~R， 
T) “PQR, 
8) -~P-Q-R. 
(3) 将 上 述 各 行 变量 分 别 构成 合 取 式 ， 
1) PAQAR， 
3) PA -QAR, 
4) PA QA =R, 
5” -PAQAR, 
6) "PAQA-R, 
7) PA -QAR, 
8” -PA-QA-R. 
ER 1) ,3”),…,8”) 均 为 原 真 值 函 数 的 极 小 项 . 
(4) 把 上 述 极 小 项 用 析 取 词 联结 , 即 得 所 求 正则 析 取 范式 : 
P>(Q>R)S(PAQAR)V (PA -QAR)V(PA QA R) 
V(MPAQAR)V(M-PAQA -R)V(M- PA -Q 
AR)V(-M-PA AQA - R). 
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应 用 真 值 表 技 术 , 无 需 事先 知道 真 值 函 数 了 的 任何 表达 式 ， 
只 要 知道 给 定 的 真 值 表 就 行 了 . 因此 对 于 包含 大 量 命题 变量 的 复 
杂 命 题 形式 (尤其 在 工程 技术 的 应 用 中 ) 找 到 了 了 的 正则 范式 是 极 
为 重要 的 . 见 下 面 的 例 . 

例 21.6.21 求 出 由 真 值 表 21.13 给 出 的 真 值 函 数 了 的 正则 
范式 . 


3⁄9 21.13 
e |+ | “ | 
vl ale pe s 
: 
r 
F: N -r als 
al pe ia aka 


解 ”依照 例 21.6.20 rF ArtR 6 W (ñ # k AR, R 了 的 正则 
析 取 范式 为 
#2(PAQAR)V(PA -QAR)V(-PAQAR) 
V(”PAQA AR). 
TR, FRAL, -2 取 秆 为 二 ,于 是 了 了 的 正则 析 取 
范式 是 
"RIPAQA -R)V(PA QA M-R)V(-PA -QAR) 
V(-PA-QA-R). 
从 而 由 双重 否定 律 及 DeMorgan 律 , 有 
FGIO(P PY "QV RA PVAQVR)APYV QV ^R) 
A(PVQVR). 
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上 式 就 是 了 的 正则 合 取 范式 . 

由 上 例 可 知 ,对 任意 的 真 值 函 数 .7 而 言 , ”之 的 正则 析 取 范 
RRE /的 正则 合 取 范式 ;反之 , " 习 的 正则 合 取 范式 就 是 以 的 
正则 析 取 范式 . 所 以 对 任何 真 值 函数 而 言 , 知 道 它 的 一 种 正则 范 
式 就 足够 了 . 


21.7 命题 逻辑 的 推理 系统 ”命题 演算 


对 于 命题 逻辑 中 的 命题 形式 ( 真 值 函数 ) ,判断 它 是 永 真 式 . 予 
盾 式 或 可 满足 式 , 基 本 只 有 两 类 方法 . 一 类 是 所 谓 的 “语义 ”方法 ， 
就 是 对 于 真 值 函数 进行 赋值 ,对 原子 命题 变量 赋值 ( 即 “ 真 "，“ 假 ” 
值 ) 后 ,计算 真 值 函 数 的 “ 值 > 本 质 上 ,就 是 真 值 表 表示 法 . 另 一 
类 就 是 建立 (形式 ) 推 理 系统 . 粗略 地 说 ,就 是 从 少量 的 公理 ( 永 真 
函数 ) 与 推理 规则 出 发 ,对 复杂 的 命题 形式 进行 证明? 或 “反驳 ” 
这 就 是 所 谓 的 “语法 "方法 . 正 由 于 此 ,有 些 文献 中 ,也 称 命题 演算 
为 命题 逻辑 语言 . 

命题 逻辑 的 推理 也 可 以 分 成 自然 推理 和 公理 系统 推理 两 类 . 
在 自然 推理 系统 中 强调 推理 规则 (或 推理 模式 ) ,进行 推理 时 可 以 
从 任意 的 前 提出 发 ,证 明 系 统 中 的 定理 . 在 公理 系统 推理 系统 中 ， 
强调 公理 . 进行 推理 时 必须 从 公理 出 发 ,应 用 推理 规则 证 明 系统 
中 的 定理 . 


21.7.1 公理 系统 工 


公理 系统 ,就 是 从 事先 给 定 的 公理 出 发 ,根据 推理 规则 推导 出 
一 系列 的 定理 . 例如, 欧 氏 几何 学 就 是 一 个 古典 的 公理 系统 . 由 
命题 逻辑 中 的 重 言 式 组 成 的 命题 演算 就 是 一 个 现代 的 公理 系统 . 
现在 给 出 命题 逻辑 的 公理 系统 工 . 
定义 21.7.1 公理 系统 工 定 义 如 下 : 
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d) 符号 (字母 ) 库 : 

命题 字母 (statement letter); P,Q, R, +, PQ Rist Pos 
QR, 

初始 联结 词 (primitive connective); = ,一 

辅助 符号 (auxiliary symbol); 括号 ),(. 

(2) 合式 公式 集 ( 公 式 集 ) 

1) 所 有 的 命题 字母 都 是 合式 公式 . 

2) # 9, 名 是 合式 公式 , 则 (一 加 ,Ce 久 ) 也 是 合式 公式 . 

3) 合式 公式 仅 由 1) ,2) 构 成 . 

(3) 公理 集 (axiom) 

用 公理 模式 给 出 ,其 中 ,2, J: 工 中 任意 的 合式 公式 . 

Al (——(g— A). 

A2 ((@—(2—%))— (4B) 4E) )), 

A3 (CCD) BAN) 

ACA aB) -/)>2)— D). 

注 为 了 书写 方便 ,上 面 的 公理 及 合式 公式 中 的 最 外 层 的 括 
E K( D05385 nj 1 8 2. 

(4) 推理 规则 集 (rule of inference) 

A ARM > 多 可 以 推演 出 2, 这 个 规则 称 为 modus ponens, 
简称 MP 规则 . 常 说 : 2 E x 和 2-2 的 直接 推论 (直接 后 承 ) 
(direct conseauence). 系统 工 中 , 仅 有 这 一 条 推理 (推演 ) 规 则 . 

由 定义 21.7. 1 给 出 的 工 就 是 命题 逻辑 的 公理 推理 系统 . 下 
面 再 给 出 L 中 有 关 推 演 的 重要 概念 及 性 质 . 

定义 21.7.2 (1) 设 王 是 系统 工 PHARE, SEL, HTE 
工 中 的 公式 序列 双 ,又 ，… 忆 ,满足 以 下 条 件 之 一 ， 

1) =A; 

2) LASSE L PHAR; 

或 3) € P 1<;=<n); 
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或 4) G (1<;¿=<n) E FF | ch $2 BU BJ Bš 4° ARAE] MP 
后 的 直接 推论 . 

则 称 是 工 的 推论 (后 承 ) (consequence), 记 作 r H4 fiie 
rp 

(2) 定义 (1) 中 的 序列 A, Ar A BRA AA T KYE RA OR 
绎 )(proof/deduction) , I 称 作 证 明 的 假设 (hypothese) 或 前 提 
(premise). 

G) Er EARE (2, 2 iS A e 3, FL 8 ie 
为 Dreo Ba Hss. 

(4) 当下 是 空 集 筷 时, 则 记号 好 HYRA 上 ww, 称 公式 了 是 
工 中 的 定理 (theorem) 或 可 证 公式 (provable formula). 

注 关于 定义 21.7. 2 添加 说 明 如 下 : 

(1) 系统 工 中 的 芽 是 任意 的 公式 集 ,其 中 的 公式 可 以 是 上 中 
的 公理 或 定理 ,也 可 以 不 是 工 中 的 公理 或 定理 ,换言之 , 它 可 以 是 
L 中 若干 个 任意 的 公式 所 构成 的 集合 ,并 且 丁 可 以 是 无 限 集 ,也 
可 以 是 有 限 集 或 空 集 . 

(2) 从 械 的 一 个 演绎 可 以 看 作 是 这 样 的 一 个 证 明 , 厂 中 的 公 
式 是 暂时 当 作 公理 来 使 用 的 . 

(3) 在 定义 中 ,仅仅 涉及 到 公式 序列 的 存在 性 ,并 不 要 求 它 的 
叭 一 性 . 

(4) 本 定义 给 出 了 工 中 的 定理 是 从 公式 的 空 集 合 可 证 明 的 公 
式 (同时 工 中 的 一 个 证 明 就 是 从 2 的 一 个 演绎 ). 这 是 因为 当 T= 名 
时 ,公式 序列 A, ,5 ,A 中 的 任意 公式 ,除了 或 者 是 公理 ,或 者 
是 其 前 面 两 个 公式 使 用 规则 MP 所 得 的 直接 推论 以 外 ,再 也 没有 
任何 额外 的 公式 . 

(S) 从 定义 可 知 公式 序列 Are ,A 中 的 任意 公式 ,要 么 
是 公理 ,要 么 就 是 定理 . 

(6) 符号 “| 上 ”不 是 系统 L 中 的 符号 ,任何 出 现 它 的 表达 式 都 
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不 是 工 中 的 公式 . 例如 上 .不 是 工 中 的 公式 ,而 表示 关于 工 的 一 
个 命题 , 它 是 说 : 公式 VE Lp RER. 

(7) 使 用 的 花 体 字母 ,多 ,等 也 不 在 系统 工 内. 为 了 方便 ， 
采用 它们 表示 工 中 任意 的 不 确 指 的 公式 ,或 用 来 作 关于 工 的 一 般 
断定 . 

下 面 举 出 具体 的 例子 ,说 明 在 系统 工 中 是 如 何 进 行 推演 的 . 

例 21.7.3 给 出 {以 , (BE) )) F. (2-=%) WJ — 4 EBR. 


(1) Y, 假设 
(2) 2—(s— 6), 假设 
(3) (8), (Al) 
(4) B>A, (1)(3)MP 
(S) (Z= (46) (8N BE), (A2) 
(6) (B>A (AE), (2)(5)MP 
(7) 2—<. (4) (6)MP 


i£ ”对 于 例题 21. 7. 3, 如 果 把 前 提 作 为 “树叶 ”(leaf) ,把 公式 
作为 “ 结 点 ”(node) ,把 变换 作为 “ 弧 ”(arc)， 则 可 以 把 上 面 的 推导 
过 程 用 一 棵 “证 明 树 ”表示 出 来 ( 见 图 21. 2). 

例 21.7.3 中 的 有 ={s,G >(o2)), 它 的 演绎 中 的 公式 序列 
Ahr h 就 是 (1),(2),…,(7). 

例 21.7.4 给 出 工 中 公式 yxy 的 证 明 , 即 上; (asD. 

证 明 

(1) CAA ANA HMA ) (A )), (A2) 


(2) A> (ANA), (A1) 
(3) (A(N) AA), (1)(2)MP 
(4) >t), (A1) 
(5) y>. (3) 4)MP 


它 的 证 明 树 如 图 21. 3. 
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明 


O @ (3) (O 
© © 
图 21.2 图 21.3 


@J 21.7.5 AH LPAR: ` 2— (23 — A) ËJ BE BH. BD 


Fi(~ BBA). 


证 明 
a) -Hr (7 A 32), (A1) 
(2) (ms a9)—=(2— f, (A3) 
(3) Ca A a 9)—(9—/))— Baa af— a 2)— 
—(@2—s))), (A1) 
(4) aBn A> nB), (2)(3)MP 
S) (~ Z— (( z A —x 9) (BA)))—((- 2— 
(S= g9))—>( BBA )), (A2) 
(6) (TBA a9))—( a BBA), (4)(5)MP 
(7) n= (3—4). (1)(6)MP 


它 的 证 明 树 如 图 21. 4. 
21.7.1.1 关于 演绎 的 定理 ODG 
从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,要 进行 演绎 或 要 证 


一 个 公式 是 一 条 定理 的 仅 有 方法 ,是 具体 地 写 WO 


出 构成 证 明 的 一 个 公式 序列 . 这 常常 是 一 件 很 
元 长 的 工作 .能 使 定理 证 明 变 成 较为 容易 的 方 GQ 0 
法 ,是 在 证 明 中 允许 插 人 前 面 已 经 在 中 证 明 过 O 
的 公式 ( 即 定理 ), 另外 ,就 是 对 演绎 上 的 规则 作 

RARD I gt W £ 5 WE EU WJ (x w 3: J E cii 
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理 规则 的 命题 ,有 时 称 为 元 定理 ). 

定理 21.7.6 (1) # PrCA R Tr Hx, MJ A F. 

(2) T = 9 3638 $ F Eb fr tE P HARTI AES A F. 

(3) # A HYERES 2€ A Ar F2, WJ p Ho 

上 述 定理 是 明显 的 ,在 进行 推导 时 ,极为 有 用 . 

下 面 介 绍 著名 的 演绎 定理 , 它 是 1930 年 由 Herbrand 提 
出 的 . 

定理 21.7.7 演绎 定理 (Herbrand 定理 ) 设 下 是 公式 集 , 公 
RABEL. # r HZ, 则 丰 上 = 到 (特别 ,车 .上 3, 则 上 2.) 

证 明 ”对 构成 由 PU {四 到 公式 3 的 演绎 序列 中 的 公式 数目 
(又 称 演绎 的 “深度 ”) ,用 归纳 法 证 明 . 

归纳 基础 ,假设 演绎 序列 有 一 个 公式 . 这 个 公式 必定 是 名 本 
身 , 因 此 3 或 者 是 工 的 一 条 公理 ,或 者 是 FU PARA. 

情形 1: 名 是 工 的 一 条 公理 . 那么 下 面 的 公式 序列 是 由 下 到 


也 > 男 的 一 个 演绎 . 
(1) 2, L. 的 公理 
(2) H(A 2), (A1) 
(3) +3. (1)(2)MP 


因此 , 夏 上 (> 多) 定理 得 证 . 
情形 2: 2€ TI， 下 列 演绎 证 明 r Fee. 


(1) 2, 卫 的 元 素 
(2) B—>( 4—3), (A1) 
(3) >F, (1)(2)MP 


情形 3: 2 E G 已 经 知道 上 (ss Cfl 21. 7.4), 所 以 公 
式 wf->sgf 在 工 中 的 证 明 , 可 以 作为 由 丁 到 -yy 的 一 个 演绎 (参见 
定理 21.7. 6). KiE, r HCA). 归纳 基础 结束 . 
现在 假设 ,由 TU {到 名 的 演绎 是 一 个 有 nn 个 公式 的 序列 ， 
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其 中 xn>1. 并 且 对 所 有 的 公式 %, 本 定理 都 成 立 ,这 些 公式 《能够 
通过 一 个 少 于 n 个 公式 的 序列 由 U1{.3) 演 绎 得 到 . 现 分 4 种 情 
况 讨 论 . 

情况 1: 多 是 工 的 一 条 公理 . 

情况 2: ZET. 

情况 3: 2 E 并 

情况 4: 由 演绎 中 较 前 的 两 个 公式 ,通过 使 用 MP 得 到 ,这 
两 个 公式 必定 是 多 和 > 甸 的 形式 , 且 其 中 每 一 个 一 定 能 由 工 U 
(a ,通过 一 个 少 于 nn 个 公式 的 序列 演绎 得 到 . 

显然 可 见 情 况 1 一 情况 3 与 归纳 基础 中 的 情形 1 一 情形 3 类 
似 , 现 只 要 讨论 情况 4. 这 时 有 

TU{Y) 上 与 ruia) Hea), 
再 应 用 归纳 假设 可 得 
r a= 5 P HOCE). 

最 终 所 要 求 的 由 下 到 sy 一 3 的 演绎 如 下 :演绎 中 公式 序列 
标记 在 最 左 列 ) 

(1) 

; | H T #J (of 6) PJ 38 eE. 

(k) (Ce), 
(k+1) 
: | 由 了 到 .>(8->3) 的 演绎 . 
(O) sf E2), 
UID CAED (3)), CA2) 
(十 2) (4E (3), d), Q+1)MP 
(十 3) +3. (k), (十 2)MP 
所 以 上 (多 ) 对 所 有 情况 均 成 立 . 
根据 归纳 法 知 本 定理 成 立 . 
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演绎 定理 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 . 

定理 21.7.8 演绎 定理 的 逆 定 理 # r F /— 2). W rU 
LA} F2. 

注 演绎 定理 又 称 条 件 证 明 规 则 (conditional proof), 简 记 
CP. 它 是 可 以 作为 系统 工 中 推导 命题 公式 的 推理 规则 ,与 MP 规 
则 一 样 来 使 用 . 与 MP 规则 的 不 同 点 仅仅 在 于 它 不 是 初始 规则 而 
是 导出 规则 . 它 称 为 条 件 证 明 规则 的 原因 ,在 于 该 定理 的 陈述 中 
表明 要 证 明 结 论 是 厂 上 (3) 时 ,只 要 证 明 r, F3 就 行 了 . 而 
后 者 是 把 命题 公式 x 当成 假设 (条 件 ) 添 加 进 前 提 之 中 ， 从 数学 文 
献 的 习惯 看 ,是 在 前 提 中 又 附加 了 新 的 条 件 忆 因此 称 为 条 件 证 
明 规则 . 而 尽 也 常常 称 为 “附加 条 件 ”( 或 “附加 假设 ”)， 

此 外 ,还 有 下 述 的 推理 规则 . 

定理 21.7.9 假 言 三 段 论 规则 (hypothetical syllogism, HS) 

对 任意 公式 2,2,7€ L, H 
D) B0) FG. 
定理 24.7. 10 PAR Arer 4 VEL M 
Arnh Fat FEA A A A gp 

在 系统 工 中 ,增加 了 GH, HS 导出 规则 后 ,可 以 减少 推导 的 
步骤 . 看 下 面 的 例子 . 

例 21.7.11 给 出 工 中 公式 ， — 2— CG—= 7) 的 证 明 , 即 
FOBA). 


证 明 

(1) ~a asp (Al) 
(2) (THA B>B), (A3) 
(3) -2—(9— A). (1)(2)HS 


例 21.7.11 与 例 21.7.5 是 相同 的 ,但 例 21. 7.11 中 由 于 使 用 
T HS 规则 ,使 证 明 步 又 减少 了 4 步 . 
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21.7.1.2 工 的 可 靠 性 与 相 容 性 

系统 工 是 一 个 命题 逻辑 的 推理 系统 . 我 们 研究 了 它 的 推导 功 
能 ,也 就 是 它 的 推演 能 力 . 我 们 不 能 仅仅 局 限于 对 个 别 命题 的 推 
演 , 更 重要 的 是 从 整个 系统 工 角度 进行 研究 . 

(1) 在 系统 工 中 推导 的 定理 (可 证 公式 ) ,是 否 为 永 真 的 命题 
形式 ( 重 言 式 ). 

(2) 全 部 永 真 的 命题 形式 ( 重 言 式 ) ,是否 都 是 系统 L. 中 的 定 
理 (可 证 公式 ). 

上 述 问题 涉及 到 形式 推理 系统 的 性 能 优 劣 和 功能 强 弱 ,研究 
这 些 问题 ,对 形式 推理 系统 具有 重要 的 意义 . 

如 果 在 一 个 形式 推理 系统 ( 即 逻 辑 演算 ) 中 推导 的 定理 都 是 逻 
辑 真 命题 ( 重 言 式 ) ,那么 应 该 说 这 种 系统 , 它 的 性 能 是 优良 的 或 可 
靠 的 .如 果 所 有 的 逻辑 真 命题 ( 重 言 式 ) ,都 能 在 这 种 系统 中 作为 
定理 而 推导 出 来 , 则 应 该 说 这 个 系统 的 推理 功能 是 足够 强 的 或 完 
全 的 . 

可 靠 性 反映 人 逻辑 系统 性 质 的 优 劣 ,完全 性 则 反映 逻辑 系统 功 
能 的 强 弱 . 

以 下 将 详细 地 研究 这 些 问 题 . 首先 讨论 相 容 性 . 

相 容 性 又 称 无 矛盾 性 ,协调 性 、 一 致 性 与 和 谐 性 . 它 是 形式 系 
统 的 重要 性 质 之 --. 它 有 多 种 定义 ， 

定义 21.7.12 KRASE ”一 个 公理 系统 是 古典 相 容 的 
(classical consistent) , 当 且 仅 当 不 存在 任何 公式 /使 得 3 和 一 3 
都 是 系统 中 的 定理 . 

EX 21.7.13 语法 相 容 性 ”一 个 公理 系统 是 语法 相 容 的 
(syntactical consistent) , 当 且 仅 当 并 非 任 一 公式 都 在 该 系统 中 
可 证 . 

定义 21.7.14 语义 相 容 性 ”一 个 公理 系统 是 语义 相 容 的 
(semantical consistent), 当 且 仅 当 该 系统 中 的 一 切 定理 (可 证 公 
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式 ) ,都 是 永 真 公式 ( 重 言 式 ). . 

通过 下 述 诸 定 理 , 可 知 命题 演算 系统 工 与 谓词 演算 系统 ,在 
上 述 三 种 意义 下 都 是 成 立 的 . 

定理 21.7.15 可 靠 性 定理 (soundness theorem)/ 有 效 性 定 
理 (validity theorem)/ 语 义 相 容 性 定理 L 的 定理 都 是 重 言 式 . 
简略 地 表示 为 :对 于 任意 的 VEL: pA E +. 

注 语义 相 容 性 在 有 些 文献 中 又 称 之 为 可 靠 性 或 有 效 性 (有 
时 也 称 为 逻辑 有 效 性 ). 

定理 21.7.16 相 容 性 定理 系统 L 是 相 容 的 . 

i£ “本 定理 中 的 相 容 性 是 兼 指 上 述 三 种 定义 的 . 

21.7.1.3 工 的 完全 性 

完全 性 反映 形式 系统 推理 功能 的 强 弱 , 是 形式 推理 系统 的 重 
要 性 质 之 一 . 它 也 有 各 种 不 同 的 定义 ,一 般 有 下 述 三 种 . 

定义 21.7.17 古典 完全 性 (或 简单 完全 性 ) 一 个 公理 系统 
是 古典 完全 的 (ciassical completeness), 当 且 仅 当 对 于 任 一 公式 
A, d RERE AREH. 

EX 21.7.18 语法 完全 性 (或 强 完全 性 ) 一 个 公理 系统 是 
语法 完全 的 (syntactical completeness) , 当 上 且 仅 当 若 把 一 个 不 是 定 
理 的 公式 ,添加 到 该 系统 中 作为 公理 ,结果 所 得 到 的 系统 是 不 相 容 
的 (矛盾 的 ). 

定义 21.7.19 语义 完全 性 (或 弱 完 全 性 ) 一 个 公理 系统 是 
语义 完全 的 (semantical completeriess), 当 上 且 仅 当 一 切 属 于 某 一 特 
定 范围 内 的 真 命题 ( 重 言 式 ) 都 是 该 系统 中 的 定理 . 

注 关于 完全 性 详细 说 明 如 下 : 

(1) 古典 完全 性 是 针对 不 含有 自由 变 元 的 公式 系统 ,命题 演 
算 和 谓词 演算 中 的 公式 都 含有 自由 变 元 ,因此 它们 都 没有 这 种 完 
全 性 . 

(2) 命题 演算 具有 语法 完全 性 ,这 是 一 种 较 强 的 完全 性 . 但 
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谓词 演算 不 具有 这 种 完全 性 . 

(3) 命题 演算 与 谓词 演算 具有 语义 完全 性 ,这 是 一 种 较 红 的 
TEE. Gödel 在 1929 年 首先 证 明了 这 种 完全 性 , 故 谓词 演算 的 
完全 性 定理 就 称 为 G6del 完全 性 定理 . 

Gödel 完全 性 定理 如 下 : 

定理 21.7.20 工 的 语义 完全 性 EAR LEL 是 一 个 重 言 
式 ( 即 永 真 公式 ), 则 .yx 是 工 中 的 定理 . 简 记 作 上 > Fx 

综合 定理 21.7. 15 与 定理 21.7. 20 可 知 ,形式 系统 工具 有 极 
为 良好 的 性 质 : MERK L 中 的 定理 ( 即 可 证 公式 ) 恰 恰 是 那些 
“逻辑 真 ” 的 公式 ( 即 永 真 式 ). L 中 的 公理 和 推理 规则 完全 刻画 了 
该 系统 的 逻辑 特点 ( 既 不 多 ,也 不 少 ). 我 们 有 下 述 结论 : 

F st F 

上 述 结论 表明 : 在 数理 逻辑 的 研究 中 ,已 建立 了 纯 形 式 的 语 
法 研究 和 语义 研究 之 间 的 桥梁 (深刻 的 联系 )、 人 们 既 可 以 通过 语 
义 的 研究 了 解 语法 方面 的 问题 ,也 可 以 通过 语法 的 研究 了 解 语 义 
方面 的 问题 . 这 恰 如 代 数 几 何 学 , 它 在 代数 学 与 几何 学 之 间 建 立 
的 桥梁 ,人 们 可 以 用 精巧 的 代数 方法 去 研究 几何 ,也 可 以 用 直观 的 
几何 方法 去 把 握 代 数 . 代数 学 缺少 了 几何 直观 就 会 迷失 方向 , 几 
何 学 如 果 失 去 了 代数 学 的 控制 , 它 就 会 泛滥 成 灾 . 


21.7.2 自然 推理 系统 G 


自然 推理 系统 也 是 一 个 形式 推理 系统 , 它 的 公理 极 少 (或 没有 
公理 ). 主要 利用 推理 规则 进行 推导 ,这 些 规 则 也 是 通常 思维 推理 
的 规则 ,如 同 数学 中 的 推理 . 这 种 推导 更 接近 于 一 般 的 数学 思维 ， 
因此 称 为 自然 推理 系统 (natural deduction system). 它 是 在 20 世 
纪 30 年 代 首 次 被 Gantzen 提出 的 ,其 后 有 种 种 变化 ,现在 介绍 的 
系统 G 是 其 中 的 一 种 . 

系统 G 只 有 一 条 公理 模式 以 及 若干 条 推理 规则 .其 中 联结 词 
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与 公式 的 定义 与 系统 工 完全 一 样 . 
定义 21.7.21 系统 G 定 义 如 下 : 
(1) 公理 模式 : IHA 


(2) 推理 规则 : 

p EAT HZ, 
TEAB 

2) LEYA 2 THYS 
r Ha ’ rpa ’ 


3) rH rH 多 
TFAVG’ THFESVS’ 


4) PAHE r, 3 k%; THAVG 
r e 4 


s) T> 3 
T F3’ 
r i; T H43 
T F2 , 
7) D: a b. 
T FZ 


p ka; rhos 
8) 一 一 FF 一 


L, Z 2,A He 
TB, 4A FE 


10) LES, 

Ë 上述 定义 中 的 大 写 希 腊 字 母 P,A,… 表 示 公 式 的 有 限 序 
列 ( 有 时 可 能 是 空 集 ). 

EX 21.7.22 ”表达 式 卫 上 A, 称 为 矢 列 式 (sequent) 其 中 卫 与 
和 4 分 别称 为 前 件 (集合 )(antecedent) 与 后 件 (集合 ) (succedent). 

由 此 定义 可 知 ,G 中 的 矢 列 式 有 下 面 4 种 ， 

(1) AA Ay, FE, 

(2) oh ,hd, F; 
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6) 


9) 


(3) FE, 

(4) F. 

分 述 之 . 

O 中 的 矢 列 式 表示 从 前 提 : Arh s, 可 推导 出 结论 《, 即 

ANA A: A 
是 重 言 式 . 

(2) 中 的 矢 列 式 表 示 从 前 提 : Arh, A 可 推导 出 矛盾 的 

结论 , 即 
S. A 

(3) 中 的 矢 列 式 表示 前 提 集 是 空 集 , 从 而 F tn # 5 L. 中 的 
表示 一 致 , 即 公式 多 是 G 中 的 定理 (可 证 公式 ). 

(4) 中 的 矢 列 式 表示 从 空前 提 到 空 结论 的 推导 ,可 知 上 是 公 
理 模式 的 一 个 特例 . 

现 对 系统 G 中 的 推理 规则 (定义 21. 7. 21) 详 细 解 释 : G 中 的 
推理 规则 是 从 矢 列 式 到 矢 列 式 的 变换 规则 ,位 于 横 线 上 的 是 假设 ， 
位 于 横 线 下 的 是 结论 . 规则 1) 的 意义 是 若 从 到 可 推导 出 并且 
从 厂 也 可 推导 出 2, 则 从 厂 可 推导 出 公式 XA 2. 规则 2) 的 意义 是 
从 工 可 推导 出 x 多 , 则 从 厂 可 推导 出 并且 从 古 可 推导 出 2. 
规则 3) 是 明显 的 . 规则 4) 的 意义 是 车 公式 AVATA P fE S hi 
来 ,而 从 古 ,以 可 推导 出 ¿, BAA Pr,2 可 推导 出 &, 则 从 下 可 推导 出 
€E 规则 5) 相 当 于 系统 L 中 的 演绎 定理 . 规则 6) 相 当 于 系统 L 中 
的 MP 规则 . 规则 DHELE T, -x 可 推导 出 假 命题 , 则 从 
可 推导 出 s, 它 相当 于 系统 工 中 的 反 证 法 原则 . 规则 8) ,9) 是 明显 
的 . 规则 10) 的 意义 说 明 若 从 前 提 症 可 推导 出 公式 7, 则 在 假设 中 
添加 任何 新 的 公式 8, 不 影响 推导 的 结论 ， 从 上 可 知 系统 G 减少 
了 公理 的 数量 而 增加 了 推理 规则 ,其 实 这 些 规则 都 是 久 经 考验 过 
的 规律 , 它 本 身 与 公理 并 无 实质 上 的 差异 . 关于 系统 G 与 系统 了 
一 样 有 着 相 容 性 ,完全 性 等 问题 ,我 们 不 详细 研究 ,有 兴趣 的 读者 
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可 看 有 关 专 著 . 
现在 举 出 在 G 中 推导 的 例子 . 
例 21.7. 23 WEH: 上 (PAQ)~(QAP). 
证 明 


— 0 
PAQKEQAP I” 


FOPAQ)— (QA P) 
注 我们 把 推理 规则 标示 在 横 线 旁 , 证 明 树 如 图 21.5 所 示 . 
例 21.7.24 WEH: HFP P>) ), 
证 明 


(5) 


“PaL F 
TFD’ 
P HCP) 
FP—((P——+)—--) 
证 明 树 如 图 21.6 所 示 . 
例 21.7.25 WEA: FOP—(Q-—R))—((PAQ)—R). 
证 明 


FPAQ? 上 PAQ 
-一 2 2 
FQ FP í EPAR o 
FQR 


R 
PAQ FRO 


FPAQ)—>R 


(P~>(Q>R)) F(PAQ) ER 
FOP<S0Q SR) PAQ =R) 5) 
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(6) 


(5) 


(10) 


21.5 


证 明 树 如 图 21.7 所 示 . 


21.7.3 其 他 形式 系统 


由 于 采用 不 同 的 联结 词 与 不 同 的 公理 ,可 以 得 到 不 同 的 命题 
逻辑 形式 公理 系统 . 


定义 21.7.26 REL 类 似 于 系统 工 ,采用 如 下 3 条 公理 : 

(1) P—>(Q-=P); 

(2) (P>*(Q—R))—((P-+Q)—(P-—+R)); 

(3) ( 84qQ> a P)—>(( aaQ—P)—Q). 

推理 规则 除 MP 规则 外 ,还 有 代 人 规则 : 可 允许 对 任意 公式 
中 的 任何 原子 命题 变 元 代 以 任何 的 公式 . 

定义 21.7.27 系统 IL， 初始 联结 词 的 功能 完备 集 是 
{”，V ), 联 结 词 “ 一 "定义 如 下 : AA AV 2,44 4 条 公理 模式 : 

(1) CAV Vy; 

(2) IAV 2); 

(3) CAV 2)—>(2 V AÀA; 

(4) (号 的 一 ((SYV 9)— (ZV O). 

推理 规则 为 MP 规则 . 

这 个 系统 由 Hilbert-Ackermann 提出 . 

定义 21.7.28 系统 IL， 初始 联结 词 的 功能 完备 集 是 
(7, 人), 联结 词 “ 一 ”定义 如 下 : YFA - CA -3)， 有 3 条 公 
HRR.: 

(1) ACANA; 

(2) CAA 2)— A; 

(3) (2) (gA @)— A (A 0). 

推理 规则 为 MP 规则 . 

这 个 系统 是 由 Rosser 提出 . 

定义 21.7.29 RÈL 初始 联结 词 的 功能 完备 集 是 
A VIA 10 条 公理 模式 ， 

(1) sr (FB); 

(2) CBE) )— AB (A =); 

(3) CLAB) >A; 

(4) CVA 2)—3; 
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(5) ->(2—(/A2)); 

(6) -— CG V B); 

(7) 2—(/V 2); 

(8) (HOB (NV BE) 

(9) (8> > 7 FB)> 7 ); 

(10) a n sey. 

这 个 系统 是 由 Kleene 提出 . 它 的 推理 规则 是 MP. 

定义 21.7.30 系统， 系统 上 中 的 公式 与 系统 上 一致, 该 
系统 有 3 条 公理 模式 : 

(1) (~ .Ar sd; 

(2) Hr(— 4—2); 

(3) C4) ( BE — (4E) 

它 的 推理 规则 也 是 MP. 这 个 系统 是 由 波兰 数学 家 
Łukasiewicz 提出 . 

定义 21.7.31 RAL 初始 联结 词 是 功能 完备 集 { ” ,一 )， 
它 仅 有 一 条 公理 模式 : 

KEET ad a Eo 9) > [E> 0 —(9—.) J. 

推理 规则 仍 为 MP. 

这 个 系统 是 由 C. A. Meredith 提出 . 

定义 21.7.32 系统 L。 初始 联结 词 采用 功能 完备 集 { 个 上 
它 仅 有 一 条 公理 模式 : 
GA BNO TDN (949)]1[ (€ BCAA AAE]. 

它 也 仅 有 一 条 推理 规则 : 

SK (3241 @.,. F. 
这 个 系统 最 早 由 J. Nicod 提出 ,非常 有 名 . 
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22 标准 (古典 ) 谓 词 逻 辑 


标准 (古典 ) 谓 词 逻辑 有 许多 不 同 的 名 称 : 谓词 逻辑 、 一 阶 逻 
辑 、 初 等 逻辑 、 狭 函数 演算 、 狭 谓词 演算 、 量 词 理论 . 关 系 演算 等 等 . 
目前 较为 流行 的 称呼 是 谓词 逻辑 与 一 阶 逻 辑 . 


22. 1 谓词 与 量词 


在 命题 逻辑 推理 系统 中 ,把 原子 命题 看 作 是 基本 单位 ,是 不 可 
再 分 的 整体 ， 复 合 命题 是 由 原子 命题 通过 逻辑 联结 词 来 表达 的 . 
命题 逻辑 的 推理 建立 在 这 个 层次 上 . 因此 有 些 推理 是 无 法 在 这 个 
系统 中 表达 的 . 见 下 例 . 

例 22.1.1 苏 格 拉 底 论断 (Socrates argument) 下 列 三 个 
命题 的 论断 

P: 所 有 人 都 是 要 死 的 ， 

Q: 苏 格 拉 底 是 人 ， 

所 以 R: 苏 格 拉 底 是 要 死 的 . 

显然 ,这 是 一 个 正确 的 推理 . 它 的 形式 化 如 下 ; PA QR. 

但 是 (PA Q)R 并 不 是 命题 逻辑 推理 系统 中 的 永 真 式 . 

例 22.1.2 研究 下 面 的 推理 . 

A: 所 有 的 平方 数 (自然 数 ) ,都 是 正 数 ， 

B: 9 是 平方 数 ， 

所 以 C: 9 是 正 数 . 

这 例 中 推理 的 形式 化 表示 如 下 ; A A B--C、 但 它 也 不 是 命题 

逻辑 系统 中 的 永 真 式 . 
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显然 ,上 述 两 例 中 的 论断 是 正确 的 . 但 它们 在 命题 逻辑 推理 
系统 中 无 法 表达 . 究 其 原因 ,就 在 于 上 述 两 例 中 ,命题 是 作为 不 可 
分 解 的 整体 ， 而 在 这 两 例 的 推理 中 ,命题 的 内 部 逻辑 结构 , 即 主 、 
谓 结构 起 了 主要 的 作用 . 

因此 ,为 了 提高 推理 能 力 ,必须 深入 地 分 析 命 题 的 内 部 结构 . 

原子 命题 是 自然 语言 中 陈述 语句 的 反映 . 它 的 一 般 结 构 可 概 
括 为 : 

主语 十 谓语 

表示 主语 的 客体 , 称 为 主 词 或 个 体 词 (individual) ,表示 谓语 的 词 ， 
一 般 是 描述 客体 的 性 质 (property) 或 多 个 客体 之 间 的 关系 
(relation). 统称 为 谓词 (predieate). 下 面 为 严格 的 定义 . 

定义 22.1.3 设 任意 集 U 与 集 B= (+, . R P. U"— 
B, 称 为 U 上 的 n 元 调 词 (predicate), 记 作 : PCr, x). Hp 
zz 称 为 个 体 变 元 (individual variable ), 


pl, lk 2 称 为 谓词 . 表示 个 体 z 性 质 的 谓词 , 记 作 PCO. 


一 般 也 用 大 写 拉丁 字母 如 下 ,G,… 表 示 谓 词 ,如 F(z,…， 
z,). 但 括号 内 个 体 词 的 位 置 不 能 任意 改动 ,否则 就 会 改变 谓词 的 
意义 . 例如 

F(z,y,z)@“r+y>z”, 

F(y,z,z)@“y+x> x”, 
显然 F(z=,y,z)#F(y,z,z). 

关于 谓词 ,还 有 如 下 的 定义 . 

定义 22.1.4 EERU, RTU" ER An 元 关系 或 n 元 
谓词 . 

对 于 任意 集 U 与 n,n 元 谓词 与 4 元 关系 之 间 是 1-1 对 应 的 . 
事实 上 : 

D HF n TARR, A n 元 谓词 P 与 之 对 应 ,使 得 
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Plaissan) =T @& (aa, )ER. 
(2) HF n WRI Pesa) ff n TARR 与 之 对 应 ， 
使 得 
laista DER © Plasa, ) =T. 
由 此 可 知 ,关于 谓词 的 两 个 定义 是 等 价 的 . 粗略 地 说 , 谓词 
就 是 关系 ,关系 就 是 谓词 (性 质 就 是 一 元 关系 ). 
例 22.1.5 考察 下 面 的 论断 ,哪些 是 命题 ? 哪些 不 是 命题 ? 
(1) 5=3; 
(2) r=3; 
(3) z<y; 
(4) 7<12; 
(S) z 十 ?一 zj 
(6) f(z=)=0; 
(7) n 是 偶数 ; 
(8) z>0; 


(9) L<, 
n 


(10) z 是 白 的 . 

现在 对 个 体 词 的 变 域 不 加 限制 .对 上 例 进 行 研究 ， 显然 (1) 
中 的 5=3 表示 命题 , 它 是 一 个 假 命题 ，(2) 中 的 z=3 则 不 表示 
命题 ,因为 它 包 含有 变 元 z, 当 z 表示 自然 数 3 时 ,(2) 中 的 z=3 
就 变 成 了 3=3, 则 是 一 个 真 命题 倘若 z 表示 圆周 率 时 ,(2) 中 
的 zx 一 3 就 变 成 了 x 二 3, 这 时 它 就 是 一 个 假 命题 . 所 以 它 不 是 命 
题 . (3) 中 的 z<y 与 (5) ,(6) ,(10) 中 的 论断 均 包 含有 变 元 r, 
2 它们 都 不 是 命题 . 对 于 (7) ,(8) , (9) 诸 论断 , 乍 看 起 来 ,不 出 
现 诸如 z,y 的 变 元 . 但 它们 都 含有 ne 等 参数 ,这 些 参 数 有 时 是 
任意 的 ,有 时 又 是 固定 的 . 所 以 (7),(8),(9) 严 格 地 说 ,也 不 表示 
命题. 命题 在 任何 时 候 都 仅 能 通过 非 真 即 假 的 陈述 句 来 表达 . 
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因此 上 例 中 的 (2),(3),(5),(6),(7),(8),(9),(10) 均 表示 
谓词 . 

从 上 例 可 知 ,一 般 而 言 包 含 变 元 的 论断 就 如 同 数学 中 包含 变 
元 或 参数 的 函数 一 样 ,它们 都 是 谓词 , 当 变 元 或 参数 的 取 确 定 值 
后 ,它们 就 变 成 了 命题 ,因此 有 些 文 献 中 就 说 谓词 是 命题 函数 
(propositional function). 

$ ”由 于 近年 来 谓词 逻辑 在 离散 数学 与 计算 机 科学 中 大 量 应 
用 ,在 各 种 书籍 及 文献 中 有 许多 不 同 的 称谓 ,列表 如 下 , 供 参考 . 


# 22.1 


谓词 形式 真 值 函 数 
关系 不 含 变 元 的 谓词 
命题 函数 不 带 参数 的 谓词 

带 变 元 的 命题 零 元 谓词 

带 参 数 的 命题 命题 形式 
开 命题 闭 命题 


有 了 谓词 概念 后 ,就 可 以 把 例 22. 1. 5 中 的 某 些 论断 通过 谓词 
表示 出 来 . 

例 22.1.6 把 例 22.1.5 中 的 论断 形式 化 如 下 : 

设 谓词 如 下 : 

equ(。):“。 等 于 3”; 

S(t); “RKF”; 

=( * 0); “ * EFF”; 

F(* ,w,°): “o + w =°”; 

下 (。):“。 是 偶数 ”; 

<(*,*): “eiF”; 

WHITE(。):“。 是 白色 的 . ” 
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于 是 

(1) equ(5) ( 即 “5=3”) 是 命题 ; 

(2) equ(z) ( 即 *z==3”) 是 谓词 ; 

(3) 三 (zx,y) (RB|“z=< y") 是 二 元 谓词 ; 

(4) 一 (7,12) (BD“7<—12” 是 命题 ; 

(5) F(z,y,z) 〈 即 “z 十 y 一 z”) 是 三 元 谓词 ; 

(6) =(f(z),0) ( 即 “F(z) 一 0") 是 谓词 ; 

(7) EG) “n 是 偶数 ”) 是 谓词 ( 当 n 变动 时 ) ,是 命题 
CH n MERT); 

(8) 一 (0,e) ( 即 “e 盖 0”) 是 谓词 ( 当 e 变动 时 ), 是 命题 
( 当 & 固定 时 ); 


(9) <(1,.) (m <e”) RRRS) i 


n 

(10) WHITE(x) (Bl“> 是 白色 的 ”) 是 谓词 . 

在 谓词 逻辑 中 ,除了 个 体 词 .谓词 以 外 , 另 一 个 重要 概念 就 是 
量词 , 它 是 如 此 的 重要 ,以 致 于 有 些 文献 中 把 谓词 逻辑 就 称 作 量 词 
理论 (quantification theory). 

定义 22.1.7 谓词 逻辑 中 表示 数量 的 词 称 为 量词 (quantifier). 
量词 可 分 为 全 称 量 词 (universal quantifier) 及 存在 量词 
(existential quantifier)， 如 下 : 

(1) (V z): 所 有 的 z; 

: 任意 的 Ti 
:每 一 个 二 
(2) (3x): 有 些 x; 
: 存在 Ti 
: 至 少 有 一 个 <. 
(3) (3! z): 存在 唯一 的 z; 
BAT 
° 518 ° 


注 “ 对 于 量词 亦 有 种 种 不 同 的 表示 ,如 表 22. 2. 


囊 22.2 


对 个 体 词 ,谓词 .量词 形式 化 之 后 ,就 可 以 将 自然 语言 中 表达 
的 论断 在 谓词 逻辑 系统 中 表示 出 来 . 

例 22.1.8 把 下 述 命 题 形式 化 . 

(1) 所 有 的 人 都 是 要 死 的 . 

(2) 每 一 个 苹果 都 是 红 的 . 

(3) 任意 整数 不 是 正 数 就 是 负数 . 

(4) 有 些 人 是 聪明 的 . 

(5) 有 些 实数 是 有 理 数 . 

设立 谓词 如 下 : 

M(。);， 是 人 . 

A( ° ): ° 是 苹果 . 

Z(。): ， 是 整数 . 

MORTAL(，):， 是 要 死 的 . 

CLEVER(。): ， 是 聪明 的 . 

POS(。):。 是 正 数 . 

NEG(，):， 是 负数 . 

R(，):， 是 实数 . 

Q(，):， 是 有 理 数 . 

RED(，):， 是 红色 的 . 

上 述 命题 形式 化 后 如 下 : 

(1) (V z)M(z). 

Q (V z)R(z). 


(3’) ( V z=)XPOS(z) V NEG(z)). 
(4) ( 习 z)CLEVERCz). 
(5’) (IQ). 
应 当 注 意 的 是 ,在 命题 (1 ) 一 (5 ) 中 ,个 体 变 元 分 属于 各 个 不 
间 的 论 域 (变化 范围 ). 详 言 之 应 写成 
(1” CV OM). 
(2) (V z)RED(z). 
EIR) 
(E) (Vz) (POSC) V NEG(z)). 
(4”) ( 3z)CLEVERCr). 
(5”) IDR). 
但 是 ,要 同时 研究 命题 (3”) 与 (5”) 时 ,比如 下 面 的 命题 : 
GDU) A (Y z) (POS(z) VNEG(z2)) A (3 7)CLEVER(z), 
由 于 对 命题 的 不 同 部 分 变 元 > 要 取 自 不 同 的 论 域 ,产生 不 
便 . 这 时 可 把 谓词 的 论 域 扩大 到 集合 S=RUZU{ 人 } 上 ,由 此 上 
面 谓 词 的 形式 要 起 变化 ,表示 成 : 
GDIR) AQC)JA C Y2) (Z(z) —(POS(z) V NEG(.z)) A 
(Az) (M(x) ACLEVER(z)), 
其 中 Z(x):“z 是 整数 ”， 
R(z); “r EKK”, 
M(xz): “z ÆA”. 
换言之 ,在 论 域 扩大 的 情况 下 ,就 会 增加 新 的 谓词 ;反之 ,就 会 
减少 谓词 . 
其 实在 例 22. 1. 8 的 (1”) 一 (5”) 中 ,位 于 量词 下 面 的 xE (A), 
r€ (33) ,rE2Z,rE R 也 都 是 谓词 Ep 
MEN(z): z€ {人 }, 
A(z): <€ (ËR), 
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Z(z): r€ Z, 
R(z): z€ R. 
所 以 在 最 广 论 域 U 与 受 限 论 域 SCSCU) 间 有 下 面 的 关系 : 
(V)F(z)=(Va)XS(z)>F(z)) 
=(Vx)(XS(z=)—F(x)), 
( BA2F(z)=(3z)(S(z) A F(z)) 
=( 3x)XS(z=)AF(z)), 
其 中 S(r): “rE S” 是 谓词 ,对 于 最 广 论 域 ,通常 可 省 去 
z€ UU 的 表示 . 
在 进行 理论 研究 时 , 常 采 用 最 广 论 域 U ,在 应 用 领域 内 则 常常 
限制 个 体 变 元 的 论 域 ,这 样 可 使 谓词 公式 更 加 人 简单. 
例 22.1.9 苏 格 拉 底 论断 ( 续 ) 
设立 下 面 的 谓词 : 
MAN(。):“。 是 人 ”， 
MORTAL(，):“。 是 要 死 的 ”， 
s: socrates. 
于 是 上 述 论断 表示 如 下 : 
((Vz) (MAN (z=) >=> MORTAL (z)) A MAN (s)) 一 
MORTAL(s). 
可 以 证 明 上 面 的 谓词 公式 是 永 真 式 . 类 似 地 可 知 , 例 22. 1.2 也 可 
同样 地 形式 化 而 与 本 例 完全 一 致 . 
个 体 词 ,谓词 .量词 形式 化 之 后 ,对 于 任意 的 论断 都 可 以 形式 
化 ,并 且 在 谓词 逻辑 的 形式 系统 内 进行 推理 . 
例 22.1.10 把 下 列 命题 形式 化 . 
(1) 所 有 的 素数 都 是 自然 数 . 
(2) 对 于 一 切实 数 ry A: z+ y= y+ r. 
(3) 数列 {a,} 是 单调 增 数列 . 
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(4) 对 于 一 切实 数 工 都 有 : z+ 1>2><z. 
E ”对 于 (1) , 设 定 谓词 : 
P(e); “e BRI, 
N( +): “e RARR, 
于 是 有 (Vx)XP(z=)—N(z)). 
对 于 (2),(3),(4) 它 们 都 含有 数学 中 常用 的 谓词 “=”, >”, 
“三”, 因 此 可 以 直接 写 出 

(2) YPY y)(z+y=y+z). 
(4°) (Vz)(z+1>z). 
(3) CY n) lani an). 
B) 22.1.11 设 论 域 是 实数 集 R 时 ,把 下 列 命题 符号 化 . 
D 对 于 任意 的 实数 zx 与 y, 有 实数 = 满足 ; r+ y= <. 
(2) 没有 比 零 小 的 自然 数 . 
(3) 对 于 一 切实 数 zx, 有 z+0=rx. 
(4) 对 任何 实数 工 与 y EJ z + y= y. 
(5) 有 实数 zx, 使 得 zx。，y 一 对 一 切实 数 成 立 . 
# 引入 谓词 : 
S(x,y;2): “t+y=z”, 
M(x,y,z): “z * y=x”, 

N(z): k 是 自然 数 ”， 

L(z): “z 小 于 零 ” 
上 面 的 命题 可 形式 化 如 下 : 
(1) (VAY y)(3z)S(r,y,2). 
(2) -(3x)XN(z)AL(z)). 
(3’) (V z)S(z,0,z). 
(4) (Vz)XV>)M(z,y,y). 
(65) (3x)( V y)M(x, y, y). 
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Ë (1) 在 一 个 命题 中 含有 多 个 量词 时 ,量词 对 谓词 的 作用 
是 从 里 往外 扩展 的 ,例如 
(3z)XVy)M(z=,y,y)=(3z-)((Vy)M(x,y,y)), 
但 按照 惯例 常 省 去 量词 之 间 的 括号 . 
(2) 量词 之 间 的 先后 次 序 是 不 能 任意 交换 的 ,例如 ,下 面 两 个 
命题 
(Yay (zt+y=0), 
(I¥ (YH) (r+y=0) 
是 两 个 完全 不 同 的 命题 ,前 者 是 一 个 真 命题 ,而 后 者 是 一 个 假 
命题 . 
例 22.1.12 设 论 域 是 实数 集 RR, 则 下 列 公 式 的 解释 如 下 : 
(1) ( xz)P(z): 存在 x 有 性 质 P. 
(2) (Vy) P(y): 所 有 的 y AEP. 
(3) (Ya) 3y)(z==2y): 对 于 所 有 的 zx, 有 ?是 z 的 一 半 . 


(4) (Ve (0am (+-<c)): 对 所 有 的 正 实数 。, 存 在 


AARE SE u 


(5) (z<y)—( 3z)X(z=<<x)A(z<y));: # z<, £f £ > 
使 得 z<z 且 > 一 y, 


22.2 函数 ,项 与 合式 公式 (谓词 公式 ) 


现在 可 以 利用 逻辑 联结 词 .谓词 与 量词 构成 谓词 公式 (命题 
函数 ). 
定义 22.2.1 满足 下 列 条 件 的 表达 式 称 为 项 (term) : 
D 任意 个 体 常量 (元 ) 或 个 体 变量 (元 ) 是 项 . 
(2) 若是 一 个 元 函数 ,zt 是 项 , 则 fiti , "°° t.) tE 
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是 项 . 

(3) 仅 由 有 限 项 使 用 (1) ,(2) 产生 的 表达 式 才 是 项 . 

例 22.2.2 设 f 是 二 元 函数 ,g ESTAA, a 是 常量 ,x 是 
变量 (元 ) , 则 

(1) a 是 项 . (因为 a PH.) 

(2) = 是 项 . (BA r EFA.) 

(3) f(a,z) 是 项 (因为 a 与 x 都 是 项 ,并 且 f 是 二 元 函数 .) 

(4) g(x, flax) a) EM. (因为 xz, flar) a 都 是 项 ,并 且 
g 是 三 元 函数 ). 

(5) g(a,f(a,a),a) 也 是 项 . 

不 含 变 元 的 项 ,有 时 称 为 闭 项 (closed term). 

由 例 22. 2. 2 可 知 ,不 要 混淆 函数 与 项 的 概念 ,函数 是 个 体 域 
到 个 体 域 的 映射 ;而 项 则 是 映射 的 值 , 它 是 个 体 域 中 的 元 素 , 简 略 
地 说 就 是 个 体 域 上 的 函数 表达 式 , 有 些 文献 中 称 它 是 个 体 域 中 元 
素 的 “名 称 ”, 它 相当 于 自然 语言 中 的 名 词 或 代词 . 

定义 32.2.3 若 己 是 一 个 ”元 谓词 ,5 t 是 项 , 则 称 
P(t ,…,t,) 为 原子 公式 (atomic formula). 

定义 22.2.4 满足 下 列 条 件 的 表达 式 , 称 为 合式 公式 (well- 
formed formula/ wff). 

(1) 原子 公式 是 合式 公式 . 

(2) # 只 是 合式 公式 , 则 (” 切 是 合式 公式 . 

G) # “5 务 是 合式 公式 , 则 ( 改 A 弛 ) ,CMV 2), (4—2), 
(se >9) 也 是 合式 公式 . 

(4) E 是 合式 公式 , 则 (VY xz) wy,( Ix) 也 是 合式 公式 . 

(5) 仅 由 (1) 一 (4) 产生 的 表达 式 才 是 合式 公式 . 

其 中 = zi, z.) 9=%0( x, ,z,),n20, 当 n= 0 时 的 
合式 公式 就 是 命题 . 

以 后 所 指 的 命题 函 数 、 开 命题 .谓词 ,谓词 公式 、 合 式 公式 、 公 
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式 都 是 同义词 ,在 不 引起 混 清 时 ,简称 谓词 公式 或 公式 . 

由 定义 可 知 ,合式 公式 是 一 个 开 命 题 , 它 的 表达 式 里 既 有 变量 
又 有 谓词 与 量词 ,量词 的 作用 是 对 变 元 加 以 约束 和 限制 ,受到 量化 
的 变 元 就 失去 了 变 元 的 作用 ,通常 把 这 种 变 元 叫做 哑 变 元 
(dummy variable). 

下 面 给 出 有 关 合式 公式 的 几 个 重要 概念 . 

EX 22.2.5 设 合式 公式 含有 下 列 形 式 的 子 公 式 

(Yol 或 (了 3z)s， 

这 些 子 公式 称 为 该 合式 公式 中 变 元 z 受 约束 的 部 分 (六 bound 
part of the formula) , 子 公式 V PRA BL iB] BJ SE ER (scope). 

定义 22.2.6 合式 公式 中 的 变 元 z 车 出 现在 xz 受 约束 的 部 
分 , 则 称 变 元 z 约束 出 现 (bound occurrence)， 若 不 是 约束 出 现 ， 
则 称 它 是 自由 出 现 (free occurrence)， 变 元 z 在 公式 中 约束 出 现 
时 , 称 为 约束 变 元 (bound variable) , 变 元 zx 在 公式 中 自由 出 现时 ， 
称 为 自由 变 元 (free variable). 

紧 接 着 量词 的 子 公式 ,一 般 要 用 括号 轿 起 来 ,只 有 在 子 公式 是 
原子 公式 时 括号 才能 省 去 ,例如 ， 

(1) (V z)P(xz,y); 

(2) (V z=)(P(z,y)—Q(x)); 

(3) (V z=)(P(z=)—( Iy)R(z, y)); 

(4) (V z=)(P(z=)—R(z)) V ( Vz)XP(z,y)—>Q(x,y)); 

(5) (JP) AQ(z)); 

(6) CIDP) AQ); 

(7) CIPY z=)XP(zrz,y)—( Yr)Q(7))). 

以 上 公式 中 各 量词 的 辖 域 均 下 加 横 线 标 出 . 由 定义 22. 2.6 
可 知 , 在 公式 中 , 某 个 变 元 可 以 既是 约束 的 ,又 是 自由 的 . 例如 : 

(Vxz)P(z=,y)A(V y)Q(y), 
其 中 变 元 y 既是 约束 的 ,又 是 自由 的 . 这 在 研究 问题 时 ,会 引起 歧 
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X. 因此 有 换 名 规则 . 

规则 22. 2.7 约束 变 元 换 名 规则 

(1) 可 以 把 量词 中 的 作用 变 元 及 相应 于 该 量词 辖 域 中 的 全 部 
约束 变 元 ,用 新 的 个 体 变 元 替换 . 

(2) 新 变 元 是 原 公式 中 未 曾 出 现 过 的 . 

规则 22.2.8 自由 变 元 换 名 规则 

(1) 可 以 把 公式 中 所 有 的 自由 变 元 用 新 的 个 体 变 元 替换 . 

(2) 新 变 元 是 原 公式 中 未 曾 出 现 过 的 . 

例 22.2.9 根据 变 元 换 名 规则 下 列 公 式 ， 

(1) (V z)P(z,yY A ( V YO); 


(2) (V z) P(z, y) A (V QC); ( 约 东 变 元 换 名 ) 

(3) (YVz)P(r,z)ACVy)QCy); (自由 变 元 换 名 ) 

(4) [epdz [raya (约束 变 元 换 名 ) 

(S) Du = Ju. (约束 变 元 换 名 ) 
i=l k=l 


其 中 公式 (1) 一 (3) 是 等 值 的 ,公式 (4) ,(5) 是 成 立 的 . 


22.3 结构 ,可 满足 性 , 真 值 ,模型 


命题 演算 中 的 公式 , 当 其 中 的 原子 命题 的 “ 真 >"“ 假 值 确定 之 
后 ,该 公式 的 真 、 假 值 也 随 之 确定 . 然而 在 谓词 逻辑 中 ,由 于 有 了 
个 体 词 .谓词 及 量词 后 ,情况 要 复杂 得 多 ,谓词 公式 ,也 就 是 开 命 
题 ,其 中 是 含有 变 元 (个 体 变 元 ) 的 ,谓词 本 身 也 是 抽象 的 ,可 以 有 
不 同 的 解释 ,此 外 还 有 不 同 的 量词 ,因此 ,如 何 判 断 一 个 公式 的 真 
假 ,要 比 命题 逻辑 复杂 得 多 . 

例 22.3.1 判断 公式 : (3z)(Yy)(P(z,y) 一 Q(zr,y)) 的 
真 假 . 
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解 ” 设 论 域 ( 个 体 域 ) 为 N+ ,谓词 设 定 为 : 
(1) P(z,y): “y2>z”, 
Q(x,y): “y1”, 

则 原 公式 是 一 个 真 命题 . 

车 谓词 设 定 为 : 

(2) P(x,y): “yz”, 

Q(r,y): “y= x”, 

则 原 公 式 是 一 个 假 命 题 . 

换言之 ,在 论 域 N+ 中 ,公式 的 真 假 , 依 赖 于 对 谓词 的 不 同 解 
释 ( 即 不 同 的 含义 ). 

但 是 即使 给 谓词 以 确定 的 含义 后 ,例如 设 定 谓词 P(x,y)， 
Q(z,y) 如 前 述 的 (1) . 若 选 定论 域 为 及 (实数 集 ), 而 不 是 N 7 ,这 
时 原 公 式 就 变 成 一 个 假 命题 了 . 

例 22.3.2 判断 公式 PCz,y) 一 Q(Cz,y) 的 真 假 . 

E ”由 于 公式 是 一 个 开 命题 ,这 时 设 论 域 为 N, 设 Plr, y) 
“z+y=0"”,Q(rxr,y): “r> y”. 

这 时 ,如 果 给 变量 赋值 , 令 z=1,y=2, DE th E 3 MRS 
Zz 一 y 一 0, 则 原 命 题 为 假 . 

从 上 面 的 例题 可 知 , 对 于 谓词 公式 , 当 它 是 闭 命题 时 ,在 论 域 
确定 时 ,该 命题 的 真 假 值 依赖 于 谓词 的 含义 而 不 同 ; 当 它 是 开 命题 
时 , 则 不 但 随 论 域 的 不 同 , 谓 词 的 含义 不 同 ,而 且 还 与 变量 的 赋值 
不 同 有 关 . 

一 般 而 言 ,对 于 任意 的 谓词 公式 ,它们 的 真 假 值 依赖 于 : 

(1) 论 域 ; 

(2) 个 体 常 元 的 值 ; 

(3) 个 体 变 元 的 赋值 (函数 ); 

(4) 函数 符号 的 含义 

(S) 谓词 符号 的 含义 . 
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只 有 在 上 述 5 个 条 件 都 满足 时 ,才能 确定 它们 的 真 假 值 . 

因此 ,对 于 任何 一 个 谓词 公式 ,或 是 谓词 演算 系统 中 的 谓词 公 
式 集 , 要 想 确 定 其 中 公式 的 真 假 ,就 要 有 一 个 确定 的 (或 有 组 织 的 ) 
集合 ,以 它 作 为 论 域 ,在 其 上 有 确定 的 函数 、 关 系 ,以 及 确定 的 常 
元 . 这 样 的 集合 称 为 数学 结构 ,定义 如 下 . 

定义 22.3.3 一 个 数学 结构 (mathematical structure) 是 
一 个 四 元 组 2: 

2=(D, (Ri}ier, (ihes her). 

以 及 映射 : A: I—N* s: J 一 Nt 使 得 : 

(1) 2 的 论 域 是 了 ,为 一 非 空 集合 ; 

(2) 定义 在 D 上 的 关系 集合 {RR}ie1,RR, 是 1(i 元 关系 ; 

(3) 定义 在 D 上 的 函数 集合 {fj}jej ,万 是 w(7) 元 函数 ; 

(4) D 中 的 特殊 元 素 ( 常 元 ) 集 {c}) iex. 

例 22.3.4 判断 下 列 公 式 的 真 假 : 

(1) R(x sz). 

(2) (V x2)R(z ,z;). 

(3) ( 4=z;)( V =, )R(xz; ,zi). 

解 ” 设 论 域 为 N+ ,谓词 Rz): “y< z". 这 时 

D 就 是 谓词 RC ,zx,), 是 zz; ,如 果 给 变量 n=l, 一 2， 
则 R(1,2) 是 真 命题 如 果 给 变量 zx, 二 2,z, 二 1, 则 RC, DREE 
命题 . 

(2) 则 表示 性 质 :“ 对 于 所 有 的 正 整数 z 有 性 质 y<”, 
当 y=1 时 是 真 命题 . 

(3) 是 一 个 闭 公式 , 它 表示 性 质 :“ 存 在 一 个 最 小 的 正 整数 ”， 
所 以 它 是 一 个 永 真 命题 . 

例 22.3.5 判断 下 列 公式 的 真 假 . 

(1) PCz)->P(a) (a 是 常 元 ). 
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(2) (3z)A(z)—(V z)A(z). 
解 给 定 结构 如 下 : 
N=(N, {P(xz),A(z)} 0)， 
其 中 ,N 是 自然 数 集 ,P(z),A(z) 是 如 下 的 关系 : 


Plr): “x= > 0", 
Alr): “z < 0”, 
D: “ HB 然 数 零 ” 


把 公式 (1) , (2) 中 的 常 元 解释 成 Y 中 的 0, 谓 词 PCz),ACz) 
分 别 解释 成 Pr), Alr), FARO) (2) 分 别 解释 成 : 

a’) P(z=)—P00),Bll(z>>-0)—(0>0). 

QN (GIDAI) V AC ,BT 3 z) (z=<c0)—( V z=)(z==<0). 
公式 (2 ) 是 一 个 闭 命题 ,而 且 是 一 个 假 命题 . 公式 (1 ) 是 一 个 开 命 
题 , 它 的 真 假 还 视 对 变量 的 赋值 而 定 . 

由 上 述 例 子 可 知 ,对 于 任意 的 谓词 公式 ,只 有 在 给 定 结构 以 及 
对 变量 的 赋值 之 后 ,才能 确定 它 的 真 假 值 . 是 否 有 对 一 切 结构 以 
及 一 切 赋值 均 取 真 值 的 谓词 公式 呢 ? 看 下 面 的 例子 . 

例 22.3.6 判断 下 列 公式 的 真 假 : 

(1) (Vz)XVy)XP(z=,y) AQ(r,y)—>P(r,y)). 

(2) aP(z,y) V P(x,y). 

E ARO) ,(2) 无 论 在 何 种 结构 中 ,无 论 对 变 元 作 何 种 赋 
值 , 它 们 均 取 真 值 . 这 是 由 于 对 任意 的 命题 变 元 p 而 言 ,公式 

pAq— b. 
pV p 
恒 取 真 值 ,而 把 谓词 PCz,y),QCz,y) 分 别 代 入 p.q 就 得 到 公式 
4),(2) ,同时 它们 关于 一 切 结构 与 一 切 赋值 恒 取 真 值 . 

现在 我 们 给 出 可 满足 性 、 真 与 模型 的 严格 定义 及 其 性 质 . 

定义 22.3.7 结构 2 上 的 一 个 赋值 (valuation) 是 一 个 从 项 
集 到 多 中 基 集 DD 的 具有 下 述 性 质 的 函数 v: 
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A) ula) =n FENET ce， 

(2) filtret D SEF aul), 
其 中 f; 是 任意 的 函数 符号 ,t; ,… ,1，, 是 项 . 

由 上 定义 可 知 赋值 是 一 个 规则 , 它 对 于 每 一 个 项 ,指派 了 D 
中 的 一 个 元 素 作为 它 的 解释 . 

注 (1) 一 般 情 形 , 在 一 给 定 的 结构 中 ,会 有 多 种 不 同 的 
赋值 . 

(2) 一 个 给 定 的 赋值 ,对 于 每 个 变 元 r ,指派 D 中 的 一 个 元 
素 与 之 对 应 ,换言之 ,赋值 o 可 以 通过 一 个 无 穷 序 列 ; vlr), 
v(xz),… 而 完全 确定 - 而 由 D 中 可 列 个 元 素 构成 的 序列 组 成 的 集 
AMRES K oc x. 

定义 22.3.8 tvv ED, Ë 

ulrj)=v (zx) ,ji 
则 称 w,v 是 几乎 相等 的 赋值 (almost equivalent). 

注意 ,几乎 处 处 相等 的 赋值 , 除 在 x: 处 可 能 不 等 外 ,对 其 他 的 
变 元 都 有 相同 的 值 . 

定义 22.3.9 设 是 一 公式 ,2 是 一 个 结构 ,任意 赋值 vE 3， 
若 满 足下 述 条 件 , 则 称 在 9 中 赋值 v 满足 公式 wf Cu satisfies Ain 
9). WE DF. 

(1) 当 x 是 原子 公式 时 , 即 =P sst), IJ 

DEP Ct sst) @ (v(t) ,v(t,)) EP, 

(2) BF,- A © 9 Ks 

(3) DF, (3—8) S 9 上 ,了 -了 8 或 者 09 上.%; 

A DEVDI © Vvexyx,2k;2. 

注 (1) 对 任何 公式 ,任何 赋值 v, 或 者 IRIRE Ih d. 

(2) 公式 (VY xz;) 儿 可 解释 为 某 个 命题 “对 于 任意 的 yC D-…”， 
在 此 =, 解释 成 y(D 中 的 任意 元 素 ) ,赋值 v 对 于 出 现在 3 中 的 变 
元 进行 了 赋值 ,因此 如 果 v 满 足 3, 而 且 "通过 改变 uv(z,) 而 得 的 
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任意 几乎 处 处 相等 的 赋值 也 满足 2, WJ o 满足 (VY xz) 多 当然 是 正 
确 的 . 

定理 22.3.10 ”对 于 任意 的 公式 ,多 ,任意 的 结构 9 以 及 任 
意 的 赋值 EDA: 

a) 9ESA32 <> 9F.% 并 EH 9kE.3; 

(2) IRAVA © 9Hs RK IRF; 

(3) 29E.=# < 9H 同时 9 上 9; 

(4) IRCA S 3ve;Es,2E<. 

这 里 v 与 v 几乎 处 处 等 值 . 

定义 22.3.11 若 在 结构 9 中 任意 的 赋值 都 满足 -/, PK Z: 
式 x 在 结构 9 中 是 真 的 (true), 记 作 2 F x 若 不 存在 9 中 满足 S 
任意 赋值 , 则 称 x 在 9 中 是 假 的 (false). 

公式 x 在 某 个 结构 9 中 是 真 的 ( 即 9 E -/) ,有 时 也 称 为 解释 
真 (true in an interpretation). 

定理 22.3.12 若 8 上 Fx 并 有 IF 以 > 了 , 则 2 E 2. 

定理 22. 3.13 设 x 是 任意 的 公式 ,9 是 任意 的 结构 , 则 DE A 
的 充 要 条 件 是 9 E ( V xz) 其 中 z, 是 任意 变 元 . 

Ë ”这 个 定理 在 数学 中 经 常 使 用 ,有 了 时 甚至 于 达到 不 自觉 的 
程度 . 首先 ,对 改 中 并 不 自由 出 现 的 变 元 加 以 量化 后 得 (VY z.) A, 
实质 上 并 没有 改变 x 的 解释 ,因此 这 时 x 真 的 充 要 条 件 就 是 
(Vz) WR. 其 次 ,对 以 中 自由 出 现 的 变 元 加 量词 得 出 (Vz)%， 
就 说 明 公 式 中 的 z, 已 成 为 哑 变 元 , 上 述 定理 表明 : 考查 含有 自由 
变 元 的 公式 的 真 假 值 时 ,就 意味 着 在 公式 前 的 全 称 量词 被 省 略 了 . 

定理 22.3.14 设 x 是 任意 的 闭 公式 ,2 是 任意 的 解释 , 则 
DF ARIF A. 

该 定理 说 明 , 对 于 闭 公式 , 它 的 真 假 与 9 中 的 赋值 已 无 关系 . 

另 有 下 面 的 重要 定义 . 

定义 22.3.15 (1) 若 公式 x 在 任意 结构 9 中 是 真 的 , 则 称 
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可 是 逻辑 有 效 的 (或 普 效 的 /有 效 的 ) Clogically valid). 

(2) 若 一 是 普 效 的 , 则 称 .3 为 矛盾 的 (contradictory). 

G) 若 至 少 有 一 个 结构 以 及 至 少 有 一 种 赋值 满足 4, W] PK 立 
是 可 满足 的 (satisfiable). 

定义 22.3.16 设 全 是 公式 集 ,9 是 一 结构 ,车厂 中 的 任意 公 
RE 9 中 都 是 真 的 , 则 称 2 是 丁 的 模型 (model) , 记 作 2= (Mod)r. 


22.4 谓词 公式 (命题 函数 ) 与 等 值 演算 


与 命题 逻辑 类 似 , 现 在 给 出 谓词 逻辑 中 等 值 演算 的 重要 定理 . 
首先 已 知 在 命题 逻辑 中 的 一 大 批 永 真 式 可 以 适当 地 移植 到 谓词 逻 
辑 中 来 . 

定义 22.4.1 设 命题 逻辑 中 的 合式 公式 为 SrA) EÈ 
当中 的 命题 变 元 , 现 用 任意 的 谓词 公式 以 (1 过 i 过 nn) ,分 别 代 入 z, 
后 得 到 的 合式 公式 : 

We 

称 为 公式 :3 的 代入 实例 (substitute instance). 

定理 22.4.2 永 真 式 的 任意 代 人 实例 必 为 普 效 公式 . 

定理 22. 4.3 DeMorgan 律 在 谓 间 逻辑 中 成 立 . 

事实 上 ,在 谓词 逻辑 中 的 DeMorgan 律 : 

-AT ADV a A), 
(Vak) An (h). 

其 中 LASIS EWAAR. 它 是 命题 逻辑 中 永 真 式 ; 
APD VOA), 
Va PDS AO P,), 

的 代入 实例 . 

DeMorgan 律 还 可 以 推广 为 带 量词 的 形式 
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Aa(V xz)eKX>z)=>( Ir) AM), 
Aa ( 3z).f(z)*<—>*( V r) AM). 

现在 对 于 带 自由 变 元 的 公式 ,对 变 元 作 “ 代 入 "的 问题 仔细 
考虑 . 

对 于 谓词 公式 ,经 常 写作 以 zx ，… ,zx ), 这 时 我 们 暗示 谓词 
公式 以 中 有 自由 变 元 x;,，… ,zi, ,但 是 它 并 不 表示 公式 .Y 中 仅 有 
这 些 自由 变 元 ,事实 上 ,公式 3 中 还 可 以 包含 其 他 的 变 元 . 当 对 这 
些 变 元 的 项 4,…,t 作 代 和 人 时 ,所 得 的 结果 证 这 常 简 记 作 
Misst). 

定义 22.4.4 设 .A(zi) 是 合式 公式 ,t 是 任意 的 项 ,zx, 是 : 中 
的 变 元 , 若 z, 不 自由 出 现在 公式 Ar) HRR V r) RG x))) 
的 辖 域 中 , 则 称 项 1 对 wf (xz; ) 中 的 xz; 是 自由 的 (free for z; in -/). 

简 言 之 ,这 时 项 上 可 以 代入 人 (z) tF z, 的 每 一 个 自由 出 现 , 而 
不 会 引起 x 中 量词 的 任何 相互 作用 ,产生 变 元 混淆 ,改变 公式 的 
Ax. 

例 22.4.5 BAR Plr) 5 Qla sz). 

(1) 设 项 t=zj, 则 t 对 公式 P(z,) 中 的 zx; 是 自由 的 (因为 公 
式 P(z,) 中 无 量词 ). 

BELHAR) P) PH c 是 不 自由 的 (因为 公式 
(V z,) Per PH z, 在 公式 中 量词 (Yzi) 的 辖 域内 ). 

(2) 设 项 := fla sas) W t IIFAR r) Qla ,z, )>P(zi) 
中 的 zx! 是 自由 的 . M FARG t) V z, )Q(z zz) 一 PCzi) 
中 的 z, 是 不 自由 的 . 

(3) 任意 闭 项 (不 含 变 元 的 项 ) 对 于 任意 公式 中 的 任意 变量 都 
是 自由 的 . 

(4) 车 t 中 的 变 元 在 公式 /中 不 受 量词 的 约束 ,项 1 对 .性 中 
任何 变 元 都 是 自由 的 . 
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(5) ET z, XE S Z: Sr fE) =, 都 是 自由 的 . 


(6) 若 变 元 z, 不 在 公式 中 自由 出 现 , 则 任意 项 对 .中 的 工 


是 自由 的 . 


通过 上 例 可 知 ,检查 项 上 对 公式 :x 中 的 变 元 z, 是 否 自 由 ,可 


分 两 步 进 行 : 


D EHSA x 中 的 变 元 z, 位 于 哪些 量词 ( Y y) (或 (3 y)) 


的 辖 域内 . 


(2) 这 些 变 元 y 是 否 出 现在 项 t 中 ( 即 是 项 1 的 变量 ). 
现在 把 谓词 公式 (命题 函数 ) 的 等 值 式 及 蕴含 式 集中 陈述 


如 下 . 


定理 22.4.6 Ü r,y 是 不 同 的 变 元 ; sg, B, P, A), Blr), 


A1) PHAR: ABRE ARET MWA: 
(1) 量词 互 换 律 (对 偶 律 ) 


1) 
2) 


3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 


A(Vz)2X(z) S 
(IDAT) e 


(V z=)XsS(z)V 2) 
CYC) AB) 
( 3z)(s(z=)V 2) 
CIANA) AB) 
(VX)(A(r)—3) 
(V z<&)X@— (zr)) 
( 3z)(@(=z)—3) 


( 3z)X@—.(=x)) 


(3) 量词 的 分 配 律 


11) 
12) 
13) 


(Vz)(S(z)A3(0a)) © 
CIIM) VE) S (3x)əKzx)V(3x)3(). 
( jJz=)Xe((z)—2(z)) @ 
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(3x)- Az). 
(Vz) Az). 
(2) 量词 辖 域 的 扩张 与 收缩 


1111111 


( V z=)/( z) V 2. 
( V z=)=/(z) A 2. 
( 3z)./(x) V 2. 
( 3z)aK >) A 2. 
(Jr) NKr)—>3. 
B->( V I) Aa). 
( V z)sf(z)— 2. 


€ 32—(3x)s(x). 


(V z).s/(z) A ( V z=)2(z). 


( V z)f(z)—( 3 x)2(zx). 


(yz)(Vy).e Yy YDD 
(Jr) (Y y) Gy yna 


(Yy) (3r) (Wray 


(3y)(3z) w Br) (GIy) 


图 22.1 


(4) KARAER 


14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
注 


(本 xz)(sz)A 人 3(z)) = (IADK) A Fr F(z). 
(V z)af(z)V(VzY2(z2) = (V <=)(¿(xz)V 20(mx)). 
(3z)if(z)—>(V z)2(z2) = (V x)((z)—2(z>)). 
(V z=)Xe(z)—>92(z)) = (V x)e/(xz)—( V z)2(mx). 
CVN) >B) = (Jre) 3z)2(z). 
CVC) >B) = (Jr) Jr)Zl). 
(V z)(K(z)=*%(z)) = (Vr) (V z)2(zx). 
上 述 定 理 是 关于 单 量词 的 等 值 式 (等 价 式 ) 与 蕴含 式 . 


定理 22.4.7 Hry 是 不 同 的 变 元 ,人 (Xx,y) 是 公式 ,月 对 
有 XI,y) 中 的 y 是 自由 的 , 则 有 : 
(1) 等 值 式 


1) 
2) 


(Vz)XVy)2Xz=,y)) SO (Vy)(Vx)2(x,y). 
(3z)X3y)2Xz=,y) SO (35) 3x)%(zx,y). 


(2) AER 


3) 
4) 
5) 
6) 


(V xz)XV y)2Xx,y) 
(V y)( V z=)5X<x,y) 
(3<x)XVy)ƏX<x,y) 
(Iy)(Y rNAr,y) 


(3xz)XV yANz,y). 
CIPTA, y). 
(Yy IT) AzT, y). 
NCIA. 
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yy 由 


D (YADA y) = (3ypy)(3x)2(=x,y). 

8) (Vz)X35)5(z=,y) > (JDI PAT, y). 

i£ ”从 上 述 定理 可 知 ,同类 量词 是 可 以 交换 的 (如 (1) ,(2)). 
但 是 不 同类 量词 一 般 是 不 可 以 交换 的 , 现 给 出 示意 图 22.1, 其 中 
双向 箭头 标示 出 等 值 式 ,而 单 向 箭头 标示 出 蕴含 式 . 


22.5 谓词 逻辑 的 推理 系统 


作为 命题 逻辑 的 扩充 ,谓词 逻辑 的 推理 系统 也 可 分 成 自然 推 
理 系 统 与 公理 推理 系统 两 种 类 型 ,本 节 介绍 一 种 典型 的 公理 推理 
系统 KK,, 它 是 命题 逻辑 推理 系统 工 的 扩充 . 


22.5.1 一 阶 理论 Ks (K) 


一 般 而 言 Ks 是 由 一 个 形式 语言 8 的 符号 库 (Alp) (5 、 合 式 
公式 集 ( 由 项 集 Tem ARARE Form (HAR) AAE 
Axiom( 力 以 及 推理 规则 集 Rule AHR. 

定义 22.5.1 (Alp) (2 符号 库 由 下 列 符 号 组 成 : 


(l) ziyan y =° 〈( 变 元 符号 ) 
(2) -~ ,一 (逻辑 联结 词 ) 
(3) V (全 称 量 词 符 ) 
(4) 于 ,= (等 词 符号 ) 
(5) ),( (括号 ) 
(6) 参数 符号 包括 

D 谓词 符号 ， 

2) 函数 符号 ， 

3) 常数 (元 ) 符 号 . 

定义 22. 5.2 Term( 当 项 集 由 下 列 元 素 组 成 : 

(1) 变 元 是 项 ; 
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(2) 常 元 是 项 ; 

(3) f Ren TARE tst, ÆR, W fO, t) 
是 项 ; 

(4) 所 有 的 项 , 均 由 (1),(2),(3) 产生 . 

定义 22.5.3 Form (DARE HFA: 

(1) Peor; 是 项 , 则 4 =t: EAÑ; 

(2) Da, 是 项 ,R 是 ”元 谓词 符号 , 则 RCG, et) EÈ 
公式 ; 

O) Ë IRAR WIBER; 

(4) E SI RAR M 2-3 EAR; 

(5) # 六 是 公式 ,z 是 变 元 , 则 (VYz) 忆 是 公式 . 

定义 22. 5.4 Axiom (人 纺 公 理 集 由 下 列 公理 模式 组 成 (参见 
定义 21.7.1): 

Al >(Fry); 

A2 (Sr(BrO) (42) AE) ); 

A3 (分 = AH BeA); 

A4 (VDA i z fE A pR H h, 

A5 (VE)MI) =A RR, AOE Ks 的 公式 ,而 :是 K， 
的 项 在 Lx) 中 关于 工 是 自由 的 ; 

(注意 : 由 此 公理 模式 明显 地 有 : CV zr) 一 (x) ) 

A6 (VABI (V z)9),trh E K, 的 公式 ,x 
在 .x 中 不 自由 出 现 . 

以 上 Al~A6 是 逻辑 公理 , 它 包 括 L 的 公理 模式 .此 外 对 于 
不 同 的 一 阶 理论 还 可 以 有 特殊 公理 模式 . 

定义 22.5.5 Rule(@ 推理 (推演 ) 规 则 集 , 由 下 列 规则 组 成 
(参见 定义 2127.1); 

(1) 分 离 规则 (modus ponens, MP 规则 ): # AH >>, 则 多 
(BB F, Hlg, 2). 
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(2) 概括 规则 (generalization, GEN 规则 ): # IWC) A 
CBD F.M) F€ V z) S). 

注 (1) 在 系统 Ks 中 ,推理 规则 集中 仅 有 两 条 推演 规则 ,这 
些 规则 是 具有 “ 保 真性 的 ”, 即 从 普 效 公式 推演 出 普 效 公式 . 

(2) 有 些 文献 中 使 用 的 推演 规则 要 多 一 些 ,最 常见 的 是 给 出 
有 关 量 词 的 4 条 重要 性 质 作为 推演 规则 : 

1) 全 称 特 指 规则 (universal specification, US); (YYz)YCzr) 一 
AG). 是 项 . 

2) 全称 推广 规则 (universal generalization, UG); .V(r)= 
CYz)efz),z 不 在 前 提 Xz) 中 自由 出 现 . 

3) 存在 特 指 规则 (existential specification, ES); ( 3+)-/(z)=> 
Mc), 是 常 元 . 

4) 存在 推广 规则 (existential generalization, EG); -zc) 一 
(了 z)szyc 是 常 元 . 

事实 上 ,US 就 是 系统 Ks 中 的 公理 A5, UG 就 是 K , 中 的 推 
演 规则 GEN ,EG 是 从 普 效 式 HAr) Gr) Ar) hee TR ES 
是 一 种 极为 常用 的 推演 规则 . 

下 面 是 推演 (证 明 ) 的 例子 . 

例 22.5.6 (V xz)(((z)—%$(z)), (V <=) fy(z)— NM(I)) 
FOV (AKI) >K). 


证 明 

A) (V z=)(/(z)—S(z)); 假设 
(2) MOK); (1) US 
(3) (V z=)(3(z)—>-.X(xz)); 假设 
(4) X(c)—> Cc); (3) US 
(5) MDK); (2) ,(4) MP 
(6) (V z) ((z)—=39Cz)). (5) UG 


例 22.5.7 (V z)X%x)—9%(z)),( 3z)Zx) HKI rD). 
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WERA 


(1) (Ar) Aar); 假设 
(2) Za); (1) ES 
(3) (V =) X(@Xz=)—9(x)); 假设 
(4) ZXa)—9(a); (3) US 
(5) %(a); (2),(4) MP 
(6) ( 3z)9(zx). ` (5) EG 


例 22. 5.8 REEE 
该 理论 K, 仅 有 一 个 谓词 二 (z,y), 即 *z 小 于 y”, 则 有 两 条 特 


RAM: 
(1) (YVZz)(z 天 并 ); ( 非 自 反 性 ) 
(2) (V z=)X V y)( V zx)X(z=<y) A (y<x)—(xz<z)). 
(传递 性 ) 
这 个 理论 的 模型 称 为 偏 序 集 . 
例 22.5.9 ER 


设 K 有 一 个 谓词 符号 =: (t,s)( 即 :=s, 是 等 符 ) ,一 个 函数 符 
号 f(t,s)==t 十 s( 即 了 是 “加 法 "运算 ) ,一 个 常 元 符号 0( 即 “加 法 ” 
单元 ) ,这 时 的 特殊 公理 是 ， 

A) (Vz)|XXVy)(Vz)(z+(y+z)=(z+y)--z); (结合 律 ) 


(2) (YZz)(0 十 工 一 并 ); (单元 存在 性 ) 
(3) (V 7z)(3y) (y+z=0); ( 逆 元 存在 性 ) 
(4) (V z)(z== =); (HERH) 
(5) (V x)(V y)(z==y—y= z); (对 称 性 ) 


(6) (V z=)XV y) (V xz)(==y—(y=z—zr==z)); (传递 性 ) 
(7) (YZ)CVy)(VYz)(y 一 >(Z 十 y 一 Z 十 z 人 y 十 工 一 z 十 工 ) ). 
这 个 理论 的 模型 就 是 群 . 

从 上 述 例子 可 知 , 偏 序 理论 与 群 理论 都 是 可 公理 化 的 理论 . 
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22.5.2 一 阶 理论 的 性 质 


一 阶 理论 是 命题 逻辑 的 扩充 ,因此 有 关系 统 K 中 的 证 明 、 推 
演 以 及 定理 诸 概念 ,都 可 经 适当 地 扩充 后 ,移植 过 来 . 
定义 22.5. 10( 参 见 定义 21. 7. 2) 
(1) 设 厂 是 系统 KK PHARE, Er EFE K 中 的 公式 序 
列 : 4. ,满足 下 列 条 件 之 一 : 
1) w= 
2) AALIK) Ë K RB ZE EB, 
或 3) LEP (I<i<n); 
或 4) 以 (1<i<n) 是 序列 中 较 前 的 两 个 公式 应 用 推理 规则 
MP sk GEN 后 的 直接 推论 . 
则 称 sf 是 械 的 推论 (后 承 )(consequence), 记 作 工 上 -x 习 . 
(2) 定义 (1) 中 的 序列 : A,A, f. 称 为 SCO = v.) A r 
的 证 明 ( 推 演 ) (p:oof/deduction),T E šE BH BJ fB (hypothese) 
或 前 提 (premise). 
(3) 当 芽 是 空 集 名 时 , 则 记号 名 上 x 以 简 记 为 上 ky, 称 公式 V 
是 K 中 的 定理 (theorem) 或 可 证 公式 (provable formula). 
定理 22.5.11 公理 模式 AL~ A6 的 代入 实例 都 是 普 效 
AR. 
定理 22.5.12 K 的 可 个 性 定理 设 VE Form H), # Hkt, 
MJ F < 
定理 22. 5.13 KK 的 古典 相 容 性 定理 
K 是 相 容 的 (不 存在 任何 公式 vE HH Feo AGA 
定义 22. 7. 12). 
注 对 于 中 的 任意 公式 LA Apk V z) 0 fB J: Fk (Ge 
(V z=)s0 830 PÑ Sp, 
定理 22.5.14 天 的 演绎 定理 设 /,2 € Form(2),P E Z 
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中 的 公式 集 (可 能 是 空 集 ). # PU 10) 上 kx 如 ,并 且 推 演 对 涉及 尽 
中 自由 出 现 的 变 元 没有 使 用 过 GEN 规则 , 则 有 r Fx C = 2) ( 参 
考 定理 21. 7. 7). 

K 的 演绎 定理 较 之 的 演绎 定理 复杂 ,这 是 由 于 在 谓词 演算 
系统 中 ,公式 以 中 含有 自由 变 元 的 缘故 . 

定理 22.5.15 若 TU (S) 上 Fx 多 ,并 且 x 是 一 闭 公 式 , 则 
r Fr Co 8). 

定理 22. 5.16 假 言 三 段 论 规则 (HS) (参见 定理 21.7.9) 

对 任意 公式 4,2, € € Fom @#(( 2), (2—))) Fk (>). 

定理 22. 5. 17 演绎 定理 的 逆 定 理 (参见 定理 21.7.8) 设 
A,B € Form H) Tr EARR. T FD), ArU) F2. 

EZE 22.5.18 设 4,23 € Fom H, WE Fk (4> 2) 
Hk 42), HH HZ>. 

定义 22.5.19 # 4,2 € Fom(H, H Fk(/— 2), WRA 
A L2 J 5618 BJ (38 fr B) ) equivalent) 

显然 公式 /,2 [8] 8) S 18 X: 8 E —Fh S$ ft 2: =. 

定理 22.5.20 i% 4,2, E € Form A, $ AA ZESAR, 
并 且 名 和 % 是 等 值 的 , 则 .x 和 也 是 等 值 的 . 

定理 22.5.21 ET rE A(z) 中 自由 出 现 ,而 y 是 不 在 a) 
中 出 现 的 变 元 , 则 有 

FOUCIz) A 3 y) A y)), 
Fr (CV zr) A ro Vy) ly)). 

定理 22. 5. 21 表明 ,可 以 对 一 个 约束 变 元 进行 换 名 , 换 名 后 得 
到 的 公式 与 原 公式 是 证 明 上 等 值 的 公式 . 实际 上 , 它 说 明 在 系统 
K 中 约束 变 元 的 换 名 规则 也 是 成 立 的 . 

EH 22.5.22 设 WE Form(2@),z,",z=, 是 之 中 的 自由 变 
元 , 则 上 kx 的 充 要 条 件 是 
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FxK( V z.) (Var) … ( V z,)./. 

定义 22.5.23 # VE Form( 力 ,TI1，,… ,zs E APRA H A 
由 变 元 , 则 公式 (VY z, )( V z; ( V zr) 改称 为 公式 之 的 全 称 闭 包 
(universal closure). PH 4’. 

$ ”上述 定 理 说 明 , 对 于 任意 的 公式 AE Form(2), Hr BJ 
充 要 条 件 是 上 kx ;但 一 般 情况 下 公式 w%,w "不 一 定 是 等 价 的 , 因 
为 上 k(3' 一 中 虽然 总 是 成 立 的 ,但 上 x (> ') 却 不 一 定 成 立 . 


22.5.3 完全 性 定理 


在 系统 K 中 Göde 完全 性 定理 如 下 . 

EA 22.5.24 K 的 语义 完全 性 EAR AE Form( 攻 是 一 
个 普 效 公式 , 则 x 是 kK 中 的 定理 . 简 记 作 上 AL FH NALE 
22. 5.12). 

注 (1) 定理 22. 5.24 Æ Gödel + 1930 年 首次 给 出 的 ,由 于 
它 的 重要 性 ,人 们 常 称 为 G6del 完全 性 定理 . 

(2) 有 些 文献 中 把 定理 22. 5. 24 与 定理 22. 5. 12 组 合 起 来 得 
出 下 述 形 式 的 定理 : 

车 公式 Z € Form(2,WJ E A 上 xb 称 它 为 G6del 完全 性 
定理 . 

由 此 定理 表明 谓词 逻辑 与 命题 逻辑 一 样 , 在 纯 形 式 的 语法 研 
究 与 语义 研究 之 间 是 可 以 互相 沟通 的 ,K 中 的 定理 恰好 是 逻辑 普 
效 式 ,谓词 逻辑 之 所 以 如 此 重要 和 有 用 就 在 于 它 有 这 种 性 质 . 

(3) 由 于 Gödel 完全 性 定理 的 重要 , Hilbert 与 Ackermann 
于 1938 Æ, Henkin, L. F 1949 年 , Hasenjaegor, G. F 1953 年 给 
出 了 各 种 不 同 的 证 明 . 


22.5.4 前 束 范式 


命题 逻辑 中 有 范式 的 概念 ,谓词 馆 辑 中 则 有 前 束 范式 的 概念 . 
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命题 逻辑 中 ,公式 和 它 的 范式 都 是 等 值 的 (等 价 的 ). (H IME 
辑 中 ,公式 和 它 的 各 种 范式 ,有 些 是 等 值 的 (等 价 的 ), 有 些 却 不 是 
等 值 的 而 是 可 互 推 的 (可 以 互相 推演 的 ). 

定义 22. 5.25 一 阶 理论 中 的 公式 ,具有 如 下 的 形式 , 称 为 前 
束 范式 (prenex normal form). 

CQ IT1) Qun) A 

HFSS AAR YRI ,为 不 含量 词 的 公式 . 

( 注 有 些 文献 中 把 尽 为 析 取 范式 或 合 取 范 式 时 , 称 为 前 东 
范式 ,其 余 情 形 称 为 前 束 形式 ,本 书 不 作 这 样 的 区 分 . ) 

定理 22. 5.26 ”前 束 范式 存在 定理 一 阶 理论 中 任意 的 公 
式 , 必 有 与 之 等 值 (等 价 ) 的 前 束 范式 . 

算法 22. 5.27 求 前 束 范式 的 算法 ”执行 步骤 如 下 : 

(1) 约束 变 元 换 名 .把 公式 中 的 约束 变 元 进行 换 名 ,使 得 每 
个 量词 所 约束 的 变 元 彼此 不 同 , 并 与 公式 中 的 自由 变 元 也 不 相同 
〈 见 定理 22. 5. 21). 

(2) 消去 量词 前 面 的 否定 词 . 把 位 于 量词 前 面 (左边 ) 的 否定 
词 , 移 到 量词 的 后 面 (右边 )( 见 定理 22. 4. 6). 

G) 量词 前 移 . 把 公式 中 的 量词 逐个 移 到 公式 的 前 面 ( 左 
边 ), 最 后 形成 如 下 的 形式 : 《QiX1)…(Q,z,) 久 ,就 是 前 束 范式 ( 参 
见 定理 22. 4. 6). 

由 于 公式 去 是 有 穷 长 的 符号 串 , 经 有 限 步 后 必定 终止 . 

例 22. 5. 28 RAR DAMD IVA ARER. 

解 ” 利 用 定理 22.4.6 求 前 束 范式 如 下 : 

(V z)s(z)—( 3 z)2#(zx) 
SUYAK) VCI TDA) 
Jra) V (I)B) 
S(J r) Kr) V Fr)). 

例 22.5.29 求 公式 (VYV z)XVy)((3z)(SKxz,z) A. y,z))) 
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产 ( 习 (zx,y,w) 的 前 束 范式 . 

解 ” 利 用 定理 22. 4. 6, 求 前 束 范式 如 下 : 

(Vz)XVy)(( I Ar,z) A Aly,z))) > u) Br, ysu) 
€2(Vxz)(Vy)(-(( 3z)(G/(z,z) A Ay,2))) V ( jw HBr, yu)) 
€ (V z)XVy)XVz)( Mr, z) V -yyz)) V (jw Br,y,u)) 
SVINY YAY 3u)( mx,z)Y Mysz) V 2(z,y,u)). 

例 22.5.30 RAR Kr,y) >(I y)[8(y)—(C( 3 r)2(z)) 
CEOD JHAR ñ zÇ. 

解 

S(z,y)—(3y)[2(y)— ((( 3 z)@(z))—“%(y))] 
SAz,y) > 3y)[2(y)— ( Vu) (Bu)—>€(y))] 

SAr,y) (Iy)( VU (BY) (Bu) Ey))) 
S(IJw)( Kr, yy (Bw) (2(o)—=éCGo)))) 
el 3xo)(V z)(SK(z,y)—>(@Gu)—(2(z)—2o)))). 

例 22.5.31 求 公式 ( 3<xz)(Vu)(((u,u)— = 2(r))— 
(Vy)(VYz)E(y,z)) 的 前 束 范式 . 

E ”下 述 两 公式 都 是 所 求 的 前 束 范式 : 

(3z)XVu)(V y)( VC Au 3 3(z))—>(y,.z)); 

(Vy)X(Vz)(Vu)( 3z)X(S(u,o)—> a @(z))—>y,z)). 

E 算法 22.5.27 并 不 导致 唯一 的 解答 ,一般 情形 ,与 一 个 公 
式 等 值 的 前 束 范式 会 有 多 个 (参见 例 22. 5. 31). 

由 上 述 诸 例 可 以 看 出 ,在 前 束 范式 中 其 前 面 的 量词 既 有 全 称 
量词 ,也 有 存在 量词 ,由 前 面 可 知 ,同类 型 (如 同 为 全 称 量词 ) 的 量 
词 是 可 以 交换 次 序 的 ,但 不 同类 型 的 量 一 般 是 不 可 以 随便 交换 的 . 

定义 22. 5.32 满足 下 述 条 件 的 前 束 范 式 , 称 为 了 -前 束 范式 
( J -prenex normal form) 或 Skolem 范式 (Skolem normal form). 

(1) 3 -前 束 范式 是 前 束 范式 ; 

(2) 3 -前 束 范式 是 闭 公式 (其 中 无 自由 变 元 ); 
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(3) 公式 中 至 少 有 一 个 存在 量词 ， 

(4) 公式 中 一 切 存 在 量词 都 在 全 称 量词 之 前 . 

定理 22. 5.33 3 了 -前 束 范式 存在 定理 ü 以 是 纯 谓 词 演算 
中 的 公式 , 则 必 有 -MRAR 多 使 得 上 3 的 充 要 条 件 是 H2. 

注 无 函数 符号 或 常 元 符号 的 一 阶 理论 , 常 称 为 纯 谓词 演算 
(predicate calculus). 

例 22. 5.34 判断 下 列 公式 是 否 是 3 -前 束 范式 . 

(1) (ITXC PEKT, y) A2(xz,.ysz)); 

(2) (V z=)(£(z)—%(x)) ; 

(3) (3z)X V yN) (z, y)). 

解 

(1) 的 公式 中 含有 自由 变 元 zx, 所 以 它 不 是 3 -前 束 范式 . 
(2) 的 公式 中 缺少 存在 量词 , 它 也 不 是 3 -前 东 范 式 . (3) EWA 
式 , 其 中 无 自由 变 元 , 且 有 存在 量词 ,而 存在 量词 又 在 全 称 量词 之 
前 ,所 以 它 是 3 -前 束 范式 . 

算法 22. 5.35 计算 3 -前 束 范式 的 算法 ”执行 步骤 如 下 : 

(1) 设 x 是 前 东 范 式 , 含 有 自由 变 元 Zi ,Xn( 注 意 这 时 -/ 
中 还 可 能 含有 其 他 的 约束 变 元 ) RAR 只 的 闭 包 s’. 

=(VI)(Y z,)./, 
对 s 执行 (2) . 

(2) DE 以 "为 不 含 3 量 词 的 闭 式 , 亦 即 汉中 不 含 了 量词 , 则 
引入 在 % 中 不 出 现 的 一 元 谓词 P(，), 在 x 中 不 出 现 的 个 体 变 
元 y ,构造 一 个 新 的 前 东 范 式 : (3 y)(.w A (PC(y)V 3 P(y))) , BE 
把 RA BEID UVY ade V anD SAPO) V - P(y))), 
EREI y) V ri) ( V z,)CSfA (P(y) V -PCy))), 这 就 是 所 
求 的 -前 东 范 式 . 

DE x ' 中 含有 量词 , 亦 即 wf 中 含有 3 量词 , 设 忌 的 形式 如 下 ， 

Iae ILDN tid Blier) G21),2 h BH 
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由 变 元 是 zx; ,… za. 若 多 中 再 无 存在 量词 , 则 上 式 即 为 所 求 . 
若 多 中 仍 含有 存在 量词 , 则 按 下 述 方 法 把 (VYziii) 归 约 为 
(3<x-,)(V o): 引入 一 个 在 多 中 不 出 现 的 (i 十 1) 元 谓词 RR 以 及 
在 多 中 不 出 现 的 变 元 w, 把 下 式 
(3xi)-(3<x,)(V Tr) BT Ti) 

变 为 

Gade (Ar) (Ix) Bry Tr) A A R(T 
TH V CV WRC z, 0), 
或 (3x) Iz) Ir VY (Br ,TA RC s 
ZsAi))VR(zi, ,Xi v)), 
或 (Jz Ir) Ir) Vv (Br, Ti) Rr, 
Ziri )) RZ ,Ti v0)), 
车 此 时 多 中 再 无 存在 量词 , 则 该 式 即 为 所 求 . 否则 ,把 公式 记 为 ， 

(Jz) I ti) (Vv (z, mi, 0). 

再 按 多 中 有 无 存在 量词 进行 讨论 ,重复 执行 上 述 算法 . 

例 22.5.36 RARITY y) IJuRCz, yu) hh 3 -MR 
范式 . 

解 E 2(z=,y)=(3u)R(z,y,u),fK3F38 22. 5. 27 将 原 式 记 
CIIN V yZ, y). 

现 引 入 一 个 在 2 PR HRH SARE 3 中 不 出 现 
的 变 元 z, 则 由 算法 22. 5. 27 可 知 原 式 变 为 

IIIZ, y) A Slr, y)) V (V z)S(r,z)). 
将 多 (zx,y) 代 入 

IIIAJ WR, ysu) A Slayd) V (V z) Sr,2)), 
将 ( 习 y)( 习 zx) 前 移 

(3z)X3>x)X3u)((R(z,y,u) A —AS(z=,y))V (V xz)S(r,z)), 
再 把 (VY xz) 前 移 

(3z)X3yx)X3u)XXVz=)((R(z,y,u) A mS(z,y))V S(z,z)), 
这 就 是 3 -前 束 范式 . 
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例 22.5.37 求 公式 (VY x)(3y)A(z,y) 的 Skolem 范式 2, 
并 且 证 明 H 2— (V ray Aa, y). 

解 ” 公 式 (Y z)( 3 y)A(z,y) 的 Skolem 范式 2H 

@=(3<x)( Iy (Vz) (LAr, y) >El] Ee). 

ATEH y2 (V z)( y) Yr,y). 只 要 在 论 域 1 二 {1,2) 
中 ,把 谓词 (xz,y) 解 释 为 “z 二 y”, 谓 词 €(u)f f 3 “u = 2” BR 
行 了 . 

由 例 22. 5. 37 可 知 ,在 谓词 演算 中 一 个 公式 的 Skolem 范式 与 原 
公式 之 间 仅 有 互 推 ( 互 相 推 演 ) 的 关系 ,两 者 并 不 逻辑 等 值 (等 价 ). 


22.5.5 带 等 词 的 一 阶 理论 


“相等 ”概念 在 许多 数学 理论 和 程序 理论 中 都 是 必 不 可 少 的 重 
要 概念 . 可 以 通过 引入“ 等 词 ?或 “等 号 ?所 表示 的 谓词 来 构成 用 语 
Ë K, 表达 的 一 阶 理论 . 

首先 给 出 相等 公理 的 定义 . 

定义 22.5.38 下 列 公 理 模式 称 为 相等 公理 (axiom of equality). 

El 工 一 工 . 

E2 (t=w > flt srsti stn) = ft ds sta), 

Koha, ou 是 任意 项 ,f 是 2 中 的 函数 符号 . 

E3 (ti=u)>(R(t st test.) Rt ,tn )), 

Jer, t u 是 任意 项 ,R 是 中 的 谓词 符号 . 

Ë (1) 相等 公理 模式 可 以 是 开 公式 的 形式 ,也 可 以 是 闭 公 
式 的 形式 .上 述 定义 是 开 公 式 的 形式 ,如 果 对 E1 一 E3 取 它 们 的 
全 称 闭 包 , 就 是 闭 公 式 的 形式 ,两 者 在 逻辑 上 是 等 价 的 . 

(2) 相等 公理 模式 还 有 一 种 更 为 精练 的 形式 : 

El (V =)(z==*x). 

E2 (r=y)—(S(=z,z=)—(xz,y)), E th z, y 是 变 元 ， 

° 547 ° 


Nxs), Kry REAR. 

定义 22.5.39 任何 包括 公理 模式 El — E3 的 Ks 系统 称 为 
带 等 号 的 一 阶 理论 (系统 )(first order theory with equality). 

定理 22.5.40 设 上 是 带 等 号 的 一 阶 理论 , 则 有 : 

da) Fe( V z)X(z= z). 自 反 性 

(2) Fe(V z)XV y)(z=y—y= zx). 对 称 性 

(3) Fe(Vz)XVy)XVz)X(z=y—(y=z—z=x)). 传递 性 

根据 定理 22. 5. 40 可 知 , 相 等 关系 与 等 价 关系 一 样 具 有 自 反 
性 、 对 称 性 与 传递 性 ,而 且 在 一 阶 理论 的 框架 内 是 不 可 区 分 的 . 这 
种 情况 可 通过 下 面 的 例子 看 出 . 

例 22.5.41 设 zi,zz,… 是 了 中 的 变 元 ,函数 符号 有 加 法 函 
数 add(z,y):“z 十 y” 等 词 ， “zz 一 y 会 zx 三 y(mod2)”; 换言之 ， 
T=y 的 含义 是 指 “z,y ER 2 同 余 的 关系 下 相等 ", 可 以 证 明 公 理 
模式 El—E3 均 可 满足 ， 

上 述 例子 表明 Z, (BB EE 2 同 余 类 ) 是 带 等 号 的 一 阶 理论 的 一 
个 模型 ,在 这 个 模型 中 “等 词 ”被 解释 成 同 余 相 等 “==” 的 等 价 关 系 
(而 不 是 “相等 ”的 关系 ). 

但 是 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 22. 5.42 车 8 是 相 容 的 带 等 号 的 一 阶 理论 , 则 6 有 一 
个 模型 (结构 ) ,其 中 等 词 的 解释 是 =. 

对 于 任何 带 等 号 的 一 阶 理论 , 它 有 无 限 多 个 模型 . 上 述 定理 
说 明 在 这 些 模型 中 必 有 一 个 模型 , 它 的 等 号 (等 词 ) 被 解释 为 二 ( 相 
等 )， 因 此 ,我 们 有 下 面 定义 . 

定义 22. 5. 43” 带 等 号 的 一 阶 理论 《中 ,等 号 被 解释 为 一 的 
模型 , 称 为 6 的 标准 模型 (normal model). 

关于 标准 模型 ,有 下 述 重要 定理 . 

定理 22. 5. 44 任意 带 等 号 的 相 容 理论 , 必 有 一 个 有 限 或 可 
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列 (可 数 ) 的 标准 模型 . 

定理 22. 5. 45 任意 带 等 号 的 理论 若 有 一 个 无 穷 标准 模型 ， 
则 必 有 一 个 可 列 ( 可 数 ) 标 准 模 型 . 

下 面 的 例子 都 是 一 阶 理论 . 

例 22.5.46 和 群 的 初等 理论 (二 阶 理论 )C. 


masi = 全 

加 法 函数 符号 : fGr,s) s 

常 元 符号 : 0 

G 的 特殊 公理 是 : 

(1) =+(y+z)=(r+y)+zx; 
(2) =+ 0=zx; 

(3) (Vz)X 3y)X=+y=0); 

(4) ===; 


(5) (z= y) =>(y=z); 

(6) (a= y)>(y=z>r= zr); 

(7) (z=y)—>(z=+z=y+z<xzAÀAz+z==<z+ y); 

(8) z 十 y 一 ?十 工 。 

满足 公理 (1) ~(7) 的 是 群 G 的 一 阶 理论 . 满足 公理 (1) 一 
(8) 的 是 交换 群 的 一 阶 理论 (参见 例 22. 5. 9). 在 例 22. 5. 9 中 群 
的 特殊 公理 是 以 闭 公式 的 形式 给 出 的 . 

例 22.5.47 域 的 一 阶 理论 . 

除了 群 理论 中 的 特殊 公理 外 ,对 于 域 的 理论 还 需 增 加 乘法 函 
数 g(t,s) :t，s 和 乘法 单元 : 1, 以 及 下 述 公理 . 

(9) (z=y)—(z * z=y* zNz* I=z° y); 

(10) (xz ° y) ° z==< ° (y * z); 

(11) z(y+=z)= (zx * y)+ (“x ° z); 

(12) =° y=y ° z; 
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(13) x * l=x; 

(14) (zZ#0)—( 3 y) * y=1); 

(15) 0 天 1. 

例 22.5.48 配对 理论 

在 配对 理论 中 ,需要 增加 下 列 谓词 与 函数 . 

atom(z): “> 是 原子 ” 

pair(z); “z 是 偶 对 ” 

(zy): “MR AA” 

当 变 元 z EAF atome) =—-(R“ E), E z 是 偶 
对 时 ,atom(z) 一 十 ( 取 “ 假 ? 值 ). 对 于 谓词 pair(z) ,情况 类 似 . 当 
变 元 zx,y 均 为 原子 时 ,配对 函数 的 值 就 是 偶 对 (zy》. 

配对 理论 的 特殊 公理 是 : 

(1) ( V z2)[pair(z)—*( 3 z<)( 3 y)(atom(z) Aatom(y) A (z= 
(z,y))]; 

(2) ( V z)[ > (atom(z) A pair(z)) ]; 

(3) (Vz=)XVy)(Vu)( Vo)[(atom(xz) Aatom(y) A atom 
(u) Aatom(u))>>(((r,y)=(u,o))—=(z==uNA y=v))]. 

注 公理 (1) 表明 偶 对 的 构成 ;公理 (2)》 表明 变 元 不 可 能 既 
是 原子 ,又 是 偶 对 ;公理 (3) 表明 偶 对 的 唯一 性 . 
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23 ” 非 标 准 ( 非 古典 ) 逻 辑 


23.1 引言 


非 标准 逻辑 ,一 般 泛 指 与 古典 命题 还 辑 和 古典 谓词 逻辑 不 同 
的 那些 逻辑 ,自古 以 来 早 就 有 之 ;由 于 近年 来 计算 机 科学 与 人 工 智 
能 的 发 展 ,使 得 非 标准 逻辑 的 理论 与 应 用 都 十 分 活跃 . 本 章 将 给 
出 一 个 简略 的 概述 . 

非 标准 逻辑 大 体 上 可 以 划分 为 两 类 : 一 类 是 与 古典 逻辑 平行 
的 逻辑 ,如 直觉 主义 逻辑 、 多 值 逻 辑 和 模糊 逻辑 . 另 一 类 是 对 古典 
逻辑 进行 扩充 的 逻辑 ,如 模 态 逻辑 \ 时 态 逻 辑 与 动态 逻辑 

与 古典 逻辑 平行 的 非 标准 逻辑 系统 所 使 用 的 形式 语言 与 古典 
逻辑 的 语言 基本 相同 .它们 的 差别 在 于 古典 逻辑 系统 中 的 某 些 定 
理 , 在 这 类 逻辑 中 不 再 成 立 ( 即 不 再 是 定理 )， 例 如 古典 逻辑 系统 
中 的 “ 排 中 律 ? 是 一 条 定理 ,但 它 在 直觉 主义 逻辑 或 多 值 逻辑 系统 
中 都 是 不 可 证 明 的 . 

对 古典 馆 辑 进行 扩充 的 非 标 准 逻 辑 系 统 中 ,古典 逻辑 的 定理 
仍然 成 立 . 它们 在 下 述 两 方面 对 古典 逻辑 进行 了 扩充 : 

(1) 扩充 了 古典 逻辑 的 语言 ; 

(2) 补充 了 古典 逻辑 的 定理 . 

这 是 由 于 这 类 逻辑 系统 扩大 了 古典 逻辑 系统 的 词汇 表 . 增加 
了 新 的 公理 和 新 的 算 子 , 因 而 增强 了 它们 的 表达 能 力 ,使 得 那些 难 
以 用 古典 逻辑 语言 表达 的 定理 推演 变 得 容易 了 ,扩大 了 古典 逻辑 
的 应 用 领域 . 

由 于 非 标准 逻辑 种 类 繁多 ,无 法 逐一 介绍 , 现 只 介绍 模 态 还 
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H Ligt. 
23.2 模 态 逻辑 


模 态 逻辑 是 研究 包含 模 态 词 “必然 ”与 “可 能 ”的 模 态 命题 及 其 
推理 的 逻辑 , 它 对 古典 逻辑 进行 了 扩充 ,对 命题 作 了 更 为 细致 的 刻 
B. 早 在 两 千 多 年 前 , 亚 里 士 多 德 就 研究 过 模 态 逻辑 . 但 他 的 研 
究 不 为 人 们 所 理解 . 直到 1880 年 H. MacColl 最 早 使 用 符号 对 模 
态 逻 辑 进行 系统 地 研究 , 模 态 逻辑 重新 得 到 人 们 的 重视 . 然而 系 
统 地 使 用 符号 与 建立 模 态 逻辑 系统 是 从 1912 年 Lewis 的 工作 开 
始 ,1932 年 他 与 Langford 合 著 的 “Symbolic Logic” 书 中 建立 了 
Lewis 的 模 态 命题 系统 S1 一 S5. 1933 年 K. Gödel 在 古典 命题 于 
辑 的 基础 上 添加 了 新 公理 与 新 的 推演 规则 ,首先 给 出 了 模 态 逻 辑 
的 公理 化 系统 .其 后 在 1937 年 Feys 改进 了 Göde 系统 建立 了 系 
统 T,1951 年 Von Wright 又 建立 了 系统 M. 后 来 知道 系统 TS 
M 是 等 价 的 . 但 在 语义 方面 系统 化 的 结构 (框架 ) 语 义 直到 1959 
年 Kripke 的 工作 才 开 始 . 


23.2.1 模 态 命题 逻辑 系统 


模 态 命题 逻辑 系统 是 古典 命题 收 辑 系统 L 的 扩充 . CEEL 
的 基础 上 加 进 “ 必 然 ”与 “可 能 ”两 个 模 态 算 子 而 构成 的 . 

“必然 ”与 “可 能 ”两 个 算 子 ,分 别 用 符号 口 (或 L) , O (SË M) 来 
表示 . 对 于 任何 命题 :f, 有 命题 

“AEUR” EO 

“过 是 可 能 的 ”, 记 作 @ 以 

在 古典 逻辑 中 ,命题 有 真 的 或 假 的 . 

在 模 态 逻 辑 中 ,还 要 在 真 命题 中 区 分 必然 真 的 和 不 必然 真 的 
〈 可 能 真 的 ) 命 题 ,在 假 命题 中 区 分 必然 假 的 和 不 必然 假 的 (可 能 候 
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的 ) 命 题 . 

Leibniz 用 可 能 世界 的 观点 来 解释 “必然 "与 “可 能 ”. 如 果 一 
个 命题 在 所 有 的 可 能 世界 都 成 立 , 就 称 这 个 命题 是 “必然 的 >， 如 
果 一 个 命题 至 少 在 某 一 个 可 能 世界 成 立 , 就 称 这 个 命题 是 “可 能 
的 ”. 可 能 世界 包括 我 们 能 想象 的 任何 世界 ,例如 “虚拟 现实 ”也 是 
一 种 可 能 世界 . 现实 世界 也 是 可 能 世界 中 的 一 个 . 

因此 ,从 模 态 逻辑 的 观点 看 ,命题 可 分 为 必然 的 与 偶然 的 : 命 
题 是 必然 真 的 , 即 它 在 一 切 可 能 世界 中 都 为 真 . 命题 是 必然 假 的 
(命题 是 不 可 能 真 的 ) , 即 它 在 一 切 可 能 世界 中 都 为 假 . 命题 是 偶 
然 真 的 , 即 它 在 某 些 可 能 世界 是 真 的 ,而 在 另 一 些 可 能 世界 是 假 
的 . 命题 是 偶然 假 的 , 即 它 在 某 些 可 能 世界 是 假 的 ,而 在 另 一 些 可 
能 世界 是 真 的 . 

必须 注意 ,这 里 所 说 的 “必然 "与 “可 能 ?是 指 逻辑 上 的 必然 与 
可 能 . 

首先 给 出 两 个 较 弱 的 模 态 逻辑 系统 Sl 与 ,在 此 基础 上 陆续 
给 出 其 他 的 系统 ,以 及 它们 之 间 的 关系 . 

定义 23. 2.1 系统 S1 

(1) 符号 (字母 ) 库 

命题 字母 (statement letter); P,Q, R, P,Q, Rise, P. , 
Q, Rase 

初始 联结 词 (primitive connective); =, A. 

辅助 符号 (auxiliary symbol); 括号 ),(. 

模 态 算 子 (modal operator): Q (M). 

(2) 合式 公式 集 (公式 集 ) 

1) 所 有 的 命题 字母 都 是 合式 公式 . 

2) E 以 ,3 是 合式 公式 , 则 ( 一) , (A 久 ) 也 是 合式 公式 . 

3) E 3 是 合式 公式 , 则 OY 也 是 合式 公式 . 

4) 合式 公式 仅 由 1) 一 3) 构 成 . 


a 
an 
w 


(3) 定义 (联结 词 转换 的 定义 ) 

1) AV BE a ( QA g). 

2) HY<BE nOA B). (OD(432)). 

3) VSZA(4<F) A (BLYA). 

4) OD42 a O x (ae a M-. 2). 

iË KR <” RA PZ 16 #i @ BJ” Cstrict implication) ,联结 
词 “ 一” 称 为 “严格 等 价 ”(strict equivalence). 

(4) 公理 集 (axiom) 

用 公理 模式 给 出 ,其 中 ,多 ,是 S1 中 任意 的 合式 公式 . 

AS1.1 WAB<BAY. 

AS1.2 ANBA. 

AS1.3 AKANA, 

AS1.4 (@A2)A€<-A (Z2A @. 

AS1.5 ((¿/<32) A (@<%))<( <. 

AS1.6 ANC(A<B)<Z. 

(5) 推理 规则 (变换 规则 rule of inference/rule of 
transformation) 

D 等 价 变换 规则 (标准 逻辑 ). 

2) 严格 等 价 变换 规则 : F, HE=2, 0) H2. 

HH 2 8 x 中 所 含 子 公 式 如 被 另 一 个 子 公式 9 替换 后 所 得 
到 的 新 公式 . 

3) # Fy, H2 W HAD. 

4) 分 离 规则 (modus ponens); # FA, FG 4<2).0W HZ. 

注 (1) 由 于 模 态 逻辑 是 古典 逻辑 的 扩充 ,所 以 有 关 “ 推 演 ” 
与 “断定 ”的 符号 上 ,完全 与 古典 逻辑 相仿 ,不 再 獒 述 . 

(2) 此 处 的 分 离 规则 与 古典 逻辑 略 有 不 同 , 它 是 在 严格 蕴含 
词 下 成 立 的 , 比 古 典 逻 辑 中 的 PM 规则 要 强 . 

定义 23.2,2 系统 T( 系 统 M) 
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(1) 符号 (字母 ) 库 

命题 字母 : P,Q,R,…,P， Q :RR |... P, ,QQ R, , 

初始 联结 词 : "Vs 

辅助 符号 : 括号 ) ,(. 

模 态 算 子 : 口 ( 工 ). 

(2) 合式 公式 集 (公式 集 ) 

1) 所 有 的 命题 字母 都 是 合式 公式 . 

DE 3, 急 是 合式 公式 , 则 (一 23),(wAV 8) 也 是 合式 公式 . 

3)# 汶 是 合式 公式 , 则 口 必 也 是 合式 公式 . 

4) 合 式 公 式 仅 由 1)~3) 构 成 . 

(3) 定义 (联结 词 转换 的 定义 ) 

1)4>ZA n AV 2. 

2)@A32 ax ( AN -8). 

3) 2— (s>) A (BA). 

4)8<2>— [](S-—=2). COCAAB)). 

5) =: BE CAB) NBA). 

CDKO e ni m E A 

注 联结 词 *<”,“=” 均 与 定义 23. 2. 1 同 . 

(4) 公理 集 

用 公理 模式 给 出 ,其 中 ,32,& 是 工 中 任意 的 合式 公式 . 

AT.1 AV A> 

AT.2 ə—.sV Z. 

AT.3 AV 32—3V s, 

AT.4 (@—%@—(( V 2)— (¿V @)). 

AT.5 DOD 

AT.6 O20). 

(5) 推理 规则 (变换 规则 rule of inference/rule of 
transformation) 
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1) 等 价 变换 规则 (标准 逻辑 ). 

2) 分 离 规则 : 若 F, Hz, w H2. 

3) 必然 规则 (N): 若 FZ, WJ HOSA 

$ 这 里 的 分 离 规则 要 强 , 即 这 里 的 公式 ,名 是 模 态 系统 本 
中 的 合式 公式 ,其 中 可 以 带 有 模 态 算 子 . 

模 态 系统 S1,T 都 是 较 弱 的 模 态 系统 ,有 些 文献 中 称 系 统 T 
是 最 弱 的 系统 ,然而 S1 也 是 较 弱 的 系统 ,但 是 系统 S1 并 不 包含 系 
统 工 , 同 样 系统 T 也 不 包含 系统 S1( 这 里 所 说 “包含 ”的 意思 是 : 
车 系统 S1 中 的 定理 集 Th(S1) 与 系统 S2 中 的 定理 集 Th(S2) 有 
关系 : Th(S1) 二 Th(S2) , 则 称 系统 Sl 包含 S2.) 

为 了 陈述 其 余 的 模 态 系统 ,首先 给 出 了 一 个 合式 公式 库 与 一 
个 推理 规则 库 ,在 此 基础 上 以 统一 的 方式 给 出 各 种 不 同 的 系统 . 

定义 23.2.3 公式 库 中 有 下 述 合式 公式 : 

A0 Oc) (CJ 12). 

Al Oy. 

A2 Dy>Ou. 

A3 []2—(—[T])O). 

A4 UCDO). 

A5 口 s-= 口 口 尺 

A6 []2—(Q.—[ JO). 

A7 OZA SADA) Z= (QO: /<[]O./)). 

A8 OOSA BOAN COLAB) KOAN. 

A9 OOSA) 

(A<H)<( "OF -~ OWN. 

Al0 OOO. 

其 中 7,236 2 Ç. 

定义 23.2.4 推理 规则 库 中 有 下 述 规则 : 

Rl 尼 =>9/ 口 性 > 口 及. 
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R O09000. 
R3 /OY. 
R4 “/ 口 :必然 规则 ), 其 中 sf 是 古典 逻辑 中 的 定理 , 即 H 
MJ DJ 
R5 D44. 
其 中 7,23 FJ 85 2 Ç. 
$ RAR 3/0403 RR: # Hz W H 
032. 余 同 . 
现在 把 模 态 系统 分 列 如 下 : 
Sl 
S2 =S1+A8 
二 A0 十 Al 十 口 A0 十 口 Al 十 R2 十 R4. 
S3 =S1+A9 
=A1+A4+0A1+0A4+R4. 
S4 =S1+0A5 
一 M 十 A5. 
S5 =S1+ A7 
=M+A6. 
S6=S2+A10. 
S7=S3+A10. 
S8=S3+L[JA10. 
S9=S3. 5 十 Al10. 
S0.5°=A0+R4. 
S0. 5 一 A0 十 A2 十 R4. 
S2°=A0+[JA0+ R2+R4+Rs5. 
S3. 1=S3+OLIAS. 
S3.5=S3+A6. 
C2 一 A0 十 R1. 
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D2=C2+ A2. 

E2=C2+A1. 

I=A0+R3. 

M(T)=I+A1. 

B=M+A3. 

$ S2°=A0+[JA0+R2+R4+R5 表示 模 态 系统 S2" 是 由 
公理 : A0 与 口 A0( 公 理 A0 EARO) ([J.⁄-=[]3) ,所 
以 公理 口 A0 就 是 口 ( 口 (s~9) 一 ( 口 s-= 口 GZ)), 即 把 模 态 算 子 口 
作用 于 公理 A0 的 表达 式 上 . 余 同 . 

由 上 可 知 模 态 逻 辑 系统 是 非常 丰富 的 ,各 个 系统 的 强 弱 程度 
也 不 一 样 ,比如 模 态 系统 S5 是 包含 S4 的 ( 即 Th(S5)ƏTh(S4)), 
但 S1 与 T 却 没有 这 种 简单 的 关系 ， 下 面 用 图 示 给 出 各 系统 间 的 
包含 关系 ,用 S>S' 表 示 Th(S)CTh(S 5. 


So. 5° 
图 23.1 
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依据 各 种 情况 ,添加 不 同 的 公理 ,可 以 得 出 各 种 不 同 的 模 态 系 
统 ,尤其 是 在 S4 与 SS 之 间 ,S3 与 S5 之 间 可 以 插 人 各 种 中 介 系 
统 ,以 供 人 们 的 需求 ,限于 篇 旺 不 多 述 . 


23.2.2 模 态 命题 逻辑 的 语义 及 普 效 性 


古典 命题 逻辑 是 二 值 逻辑 系统 ,系统 中 每 一 个 公式 , 当 其 中 命 
题 变量 的 真 假 值 确定 之 后 , 它 的 真 假 值 也 唯一 地 确定 . 但 在 模 态 
系统 中 ,情况 就 完全 不 同 了 . 这 时 要 考虑 所 有 的 可 能 世界 (而 不 仅 
仅 是 一 种 世界 ). 在 不 同 的 可 能 世界 中 ,公式 的 真 值 也 不 尽 相 同 ， 
应 该 给 出 它 在 每 一 个 可 能 世界 中 的 赋值 . 

在 古典 命题 逻辑 中 ,一 个 公式 , 若 对 于 它 的 命题 变量 的 任意 一 
组 赋值 都 取 值 为 真 , 则 此 公式 就 是 普 效 式 ( 重 言 式 ). 而 在 模 态 系 
统 中 , 模 态 公式 的 普 效 性 ,就 要 考虑 到 可 能 世界 . 因此 必须 要 用 数 
学 结构 (模型 ) 给 出 普 效 性 的 严格 定义 . 

定义 23.2.5 称 三 元 组 结构 .==(W,R,v) 为 标准 模型 (standard 
model) 的 充 要 条 件 是 : 

(1) W 是 一 个 非 空 集合 . 

(2) R 是 W 上 的 二 元 关系 . (RCWXW). 

G) v 是 真 值 赋 值 . 

其 中 称 W 是 可 能 世界 集 (possible world), R 是 可 能 世界 间 的 
二 元 关系 , 称 为 可 达 关 系 (accessibility relation). 

定义 23.2.6 设 A=(W,R,v) 是 标准 模型 ,赋值 v 定 义 如 下 : 

(1) 对 于 任意 的 命题 变 元 p, ,任意 的 可 能 世界 +o, € W ; 

vulpi | zu.) =T R vulpis w) =. 

(2) 对 于 任意 的 合式 公式 以 ,任意 的 可 能 世界 w € W : 

Ts“ ver) 一 十 时， 
ER 2 
G) 对 于 任意 的 合式 公式 以 ,多 ,任意 的 可 能 世界 zo, EW: 
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— 4 o(S/,zo,) =— sk 
wvaw-| u(@,u,)=— Bf, 
十 ,其 他 情形 . 

(4) 对 于 任意 的 合式 公式 ,了 ,任意 的 可 能 世界 w, € W 
T4 usw) =E uw) =T. 
十 ,其 他 情形 . 
O 对 于 任意 的 合式 公式 ,3, 任 意 的 可 能 世界 wE W: 
T“ u Ow) =— BÑ oB, w) =h}, 
十 ,其 他 情形 . 
(6) 对 于 任意 的 合式 公式 ,任意 的 可 能 世界 rw E W: 
工 ,对 任意 的 wE W E wRwj: usru ) 一 本 时 ， 
十 ,其 他 情形 . 

现在 给 出 一 个 合式 公式 在 某 个 系统 中 是 普 效 的 (有 效 的 ) 严 格 
定义 . 

EX 23.2.7 i 以 是 系统 中 的 合式 公式 , 若 对 于 该 系统 的 任 
意 模型 K 二 (W,R,v) 以 及 任意 的 wiE€ WHH hw) =, 
称 尽 在 该 系统 中 是 普 效 的 (有 效 的 ). 

一 般 情形 ,在 标准 模型 下 ,对 关系 R 不 加 任何 限制 时 的 系统 ， 
下 列 公 式 

Oc 3)— Osn), (公理 A0) 

Q= J í, 

Lla a O A s£, 
以 及 推理 规则 中 的 必然 规则 (N) : /sy, 则 / 口 x, 都 是 有 效 的 ,但 是 
公理 A1, A5, A6 就 不 是 在 所 有 的 标准 模型 中 都 能 成 立 . 有 下 面 
的 结论 . 

定理 23.2.8 设 A=(W,R,v) 是 标准 模型 . 

(1) 车 关系 尺 是 自 反 的 , 则 公理 Al 成 立 . 

(2) 若 关系 尺 是 传递 的 , 则 公理 A5 成 立 . 
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v(YAN B, w) = | 
oa 一 | 


vOD ,wi) = | 


(3) 若 关 系 尺 是 欧 几 里 得 的 , 则 公理 A6 成 立 . (R 是 欧 几 里 
得 的 : 对 于 任意 的 ww to 3 w Rw; Hw, Ru, + M) w Rw; $ 
言 之 ,R 是 欧 几 里 得 几何 中 的 “平行 "关系 . ) 

因此 可 知 ,Al 是 工 有 效 的 .S4 有 效 的 与 S5 有 效 的 ;A5 是 S4 
有 效 的 与 S5 有 效 的 ;A6 是 S5 有 效 的 . 

随 着 对 标准 模型 中 ,关系 R 的 限制 不 同 ,就 产生 不 同 的 模 态 
系统 , 见 表 23. 1. 

表 23.1 

模 态 命题 逻辑 


自 反 ,传递 关系 


自 反 ,对 称 关 系 
等 价 关系 或 自 反 , 欧 几 里 得 的 


23.2.3 模 态 谓词 逻 辑 系 统 


在 古典 谓词 逻辑 系统 中 添加 模 态 算 子 ,就 可 以 构成 与 模 态 命 
题 侵 辑 系统 相应 的 模 态 谓词 逻辑 系统 .为 简便 计 , 把 古典 谓词 逻 
辑 系统 记 作 LPC, 相 应 的 模 态 谓词 系统 就 分 别 记 作 : 

LPC+B1,LPC 十 T,LPC 十 S4( 有 些 文献 中 则 分 别 记 作 BQ, 
TQ,S, Q) 

模 态 谓词 逻辑 系统 是 在 模 态 形式 语言 2" (而 Z" 是 在 形式 语 
言 AER 22. 5. 1 节 ) 中 添加 模 态 词 口 得 到 的 ) 中 表达 的 . 

Alp(2Z”)= Alp( + (DJ). 
Term(Z#”)= Term(Z. 

Form(2") 定 义 如 下 : 

(1) Term(Z2”)C-Form( Z”). 

(2) # IE Form L”), WC A, OYE Form 2"). 
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(3) #' ,BEForm(2"), 则 BE Form Z”). 

(4) (€ Form L”), t 是 变 元 , 则 (Yz)sE Form( Z”). 

(5) 公式 仅 由 (1) — (4) 所 规定 . 

详 言 之 

LPC+ T= Alp( Z”) +Form(”)--Axiom(@ + Rule( H + T. 

LPC+B=AlIp(Z”)+ Form(Z”)+ Axiom(@ +Rule( H) +B 
以 此 类 推 ,不 袭 述 (参看 22. 5. 1 fi). 

在 模 态 逻辑 中 ,由 于 引 人 了 模 态 算 子 ,增加 了 系统 的 描述 能 力 
《或 表达 能 力 ) ,但 同时 也 增加 了 系统 的 复杂 性 . 在 模 态 命题 逻辑 
中 , 模 态 算 子 与 逻辑 联结 词 之 间 的 关系 ,已 如 前 述 . 在 模 态 谓 词 逻 
辑 中 , 模 态 算 子 与 量词 之 间 的 关系 尤为 突出 . 一 般 情况 ,人 们 希望 
对 于 任意 的 合式 公式 能 有 

OYDA YDDOL. 
这 就 导致 下 面 的 Barcan 公式 " , 简 记 作 
BF ( V z=)[1]-Z—[ ]( V z) s, 
已 知 在 系统 LPC 十 T 中 (不 用 BF) 的 定理 有 : 
Firc+r OC V z).— Y DOA. 
Fier O ( V ZI) ( V z) Od. 
Fecr I DOO d). 

由 于 定理 -riec+ r L ]( V D A> YDA 是 BF 的 道 ,所 以 如 
RERU BF 是 系统 中 的 公理 ,那么 在 这 个 系统 中 ( 即 系统 LPC + 
T 十 BF) 就 有 口 (Y o) ASY z>[ 1. 

( 即 同时 有 Ficer OCV z)s£— (V DOA, A Freiren ( V z) 
OON DA. 

此 外 ,还 可 知 BF 在 LPC 十 S4 中 不 是 定理 ,但 它 在 LPC 十 S5 
中 是 可 证 的 ,更 甚 者 在 系统 LPC 十 T 十 BF 中 下 面 的 公式 是 可 证 的 


。 此 公式 由 Ruth C. Barcan 提出 ， 
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(YODA B) DY r) A~ V z)2), 
即 
( V z) (y<%9)— (YI A<. Y z)2). 

这 正 是 人 们 所 期 待 的 . 

最 后 介绍 模 态 逻辑 的 语义 . 

模 态 谓 词 逻 辑 语 义 是 把 模 态 命题 逻辑 与 古典 谓词 迎 辑 的 语义 
结合 而 成 . 

模 态 谓词 逻辑 的 模型 是 一 个 四 元 组 ( 双 ,R,D,z、 JtiP W 是 
可 能 世界 集 ( 非 空 ),R 是 W 上 的 二 元 关系 ,D 是 个 体 域 ( 非 空 ),v 
是 赋值 . 

(1) 对 于 系统 中 的 个 体 变 元 ( 量 )z, 赋 予 D 中 的 一 个 元 素 : 
VCZz) 一 zzEGDD. 

(2) 对 于 每 一 个 zx WM F, ul F) = {lus uz, t, uns w) 
luli =1,2, sn) ED w € W). 

(3) 对 于 任意 的 合式 公式 ,任意 的 可 能 世界 w, € W , TAE 
uls w: ) A F : 

1) # F Eu 元 谓词 , 则 
L, Elulu) t) €C (F); 
TH lula), ur.) tu) (F). 
2) 对 于 任意 的 合式 公式 ,任意 的 wEW: 
TË lA w) =; 
十 ,车 lAs w) = —. 
3) 对 任意 的 合式 公式 以 ,名 ,任意 的 w;EW: 
TË ouw) =r uB, w) =T; 
L, # ud, w) =H B, w) =., 

4) 对 任意 的 合式 公式 xy, 任意 的 个 体 变 元 ,任意 的 uo EW, 令 
v 是 与 v 几乎 相等 的 赋值 ( 见 定义 22. 3.8): 


uFi | 
un ,wi) = | 


(V 2=| 
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TENAK VRA o C.a) =; 
十 ,其 他 情形 . 
D 对 任意 的 合式 公式 LAEE w EW: 
下 , 若 对 所 有 的 rw o Rao; , 
Orm 则 有 vlw) =T: 
十 ,其 他 情形 . 
在 LPC 十 T 十 BF 模型 中 ,关系 R 要 求 是 自 反 的 ,在 LPC 十 
S4 十 BF 模型 中 ,关系 RR 要 求 是 自 反 的 与 传递 的 ;在 LPC 十 S5 中 
关系 R 要 求 是 等 价 的 . 
定义 23.2.9 
(1) 任意 的 合式 公式 vÆ LPC 十 T 十 BF 有 效 的 充 要 条 件 是 
对 于 每 一 个 LPC 十 T 十 BF 模型 (W,R,D,v) ,以 及 任意 的 xo, € W 1⁄J 
H vls w) = oT. 
(2) 任意 的 合式 公式 yE LPCH4HBF 有 效 的 充 要 条 件 是 
对 于 每 一 个 LPC 十 S4 十 BF 模型 (W,R,D,v), 以 及 任意 的 
xo, € W HA vld w) =—. 
(3) 任意 的 合式 公式 s J: LPC+ S5 有 效 的 充 要 条 件 是 对 于 
每 一 个 LPC 十 S5 模型 (W,R,D,wv), 以 及 任意 的 u, € W 均 有 
ulA, w) = —. 


关于 其 他 模型 ,情况 完全 类 似 . 


23.3 多 值 逻辑 


古典 逻辑 的 语义 解释 只 使 用 两 个 真 值 ， 如 果 在 所 考虑 的 逻辑 
系统 里 ,一 个 命题 可 以 取得 多 于 两 个 不 同 的 真 值 , 则 此 系统 称 为 多 
值 逻 辑 . 
多 值 逻辑 的 历史 可 以 追溯 到 Aristotle,20 世纪 初 ,苏格兰 人 
H. MacColl (1837—1909) ,美国 人 C. S. Peirce(1839 一 1914) 以 及 
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u Yr) Aw) = | 


前 苏联 人 N. A. Vasilev(1880 一 1940) 都 研究 过 多 值 逻 辑 . 然而 最 
早 较 为 系统 地 研究 多 值 逻辑 系统 则 是 在 20 世纪 20 年 代 始 自 波兰 
逻辑 学 家 J. Lukasiewicz 和 美国 逻辑 学 家 E. L. Post. 

前 苏联 逻辑 学 家 D. A. Bochvar 由 于 想 克服 语义 悖 论 , 提 出 了 
3- 值 逻辑 系统 B, 美 国 数学 家 S. Kleene 由 于 研究 数学 中 不 可 判定 
问题 ,构造 了 3- 值 逻辑 系统 K, , 美 籍 法 国 逻 辑 学 家 再 . Reichenbach 
从 量子 力学 的 角度 出 发 ,构造 了 相应 的 3- 值 量子 逻辑 R:. 

此 后 人 们 继续 进行 理论 探讨 ,试图 建立 多 值 逻辑 的 一 般 理 论 ， 
建立 各 种 完备 的 多 值 逻 辑 演算 ,研究 各 种 演算 方法 ,规则 和 性 质 ， 
研究 各 种 不 同系 统 之 间 的 关系 以 及 多 值 逻 辑 与 古典 逻辑 之 间 的 
关系 .但 多 限于 理论 研究 ,20 世纪 70 年 代 以 后 ,由 于 计算 机 技术 
突飞猛进 的 发 展 ,使 得 多 值 迎 辑 的 理论 及 应 用 得 到 了 更 快 的 
发 展 . 

3- 值 逻辑 是 最 简单 的 多 值 逻 辑 ,也 是 最 重要 的 逻辑 系统 ,以 
3- 值 逻辑 系统 为 背景 可 以 更 深入 地 了 解 多 值 逻辑 系统 的 理论 与 应 
用 . 目前 ,多 值 逻 辑 对 数字 电路 系统 的 应 用 还 不 如 古典 逻辑 理论 
成 熟 , 这 是 由 于 多 值 逻 辑 电路 的 复杂 性 和 电路 实现 的 困难 性 . 尽 
管 如 此 ,多 值 逻 辑 系 统 已 经 应 用 于 故障 检测 、 容 错 计算 、 故 障 安全 、 
软件 设计 、 人 工 智能 ,模式 识别 、 机 器 学 习 等 方面 ,很 可 能 未 来 的 逻 
辑 系统 是 古典 逻辑 系统 与 多 值 逻辑 系统 组 成 的 混合 系统 . 


23.3.1 3- 值 命题 逻辑 


在 古典 逻辑 中 ,任何 命题 都 确定 地 为 真 或 为 假 . 3- 值 还 辑 则 
使 用 第 三 个 真 值 . 这 第 三 个 真 值 在 某 些 解释 中 表示 以 一 定 方式 介 
于 真 和 假 之 间 的 一 个 中 间 值 . 现在 已 有 许多 关于 第 三 个 真 值 的 直 
观 解 释 , 它 们 在 各 种 观点 下 都 是 合理 的 . 
有 许多 3- 值 命题 软 辑 系统 ,但 是 我 们 只 着 重 考察 下 述 重要 的 
4 fh, BD Kleene, Łukasiewicz, Bochvar 以 及 Reichenbach 的 
. 565 。 


3- 值 逻辑 . 

1. Kleene 3- 值 逻辑 系统 K: 

这 种 逻辑 系统 是 想 描述 未 确定 的 数学 命题 . 第 3 个 真 值 的 直 
观 意义 是 表示 “未 定义 (u)”, 把 它 赋值 到 某 个 合式 公式 时 并 不 是 
想 说 明 该 公式 既 不 真 也 不 假 ,而 是 想 要 表示 一 种 未 知 的 状态 ， 因 
此 一 个 命题 可 以 有 三 个 真 值 : 真 (t), 假 (f) 和 中 间 值 (u) (未 定 
X). 

Kleene 3- 值 命题 逻辑 的 联结 词 与 古典 逻辑 相同 , 它 的 真 值 表 
由 古典 逻辑 的 真 值 表 扩充 而 成 ( 见 表 23.2). 


表 23.2 
4|"4 AAB -—B AVB 
t f t t f u t 
ijt Alt|lt ft t: Alt 


Kleene 3- 值 逻辑 系统 按 下列 原 则 建立 : 
(1) 3 个 真 值 按 真 值 性 减 小 次 序 排列 为 : tu, f 
(2) 命题 与 其 否定 式 的 取 值 有 “ 镜 象 "的 特点 ( 即 原 命题 取 值 
为 t 时 ,其 否定 式 取 值 为 f= 一 t). 
(3) 合 取 式 与 析 取 式 的 取 值 如 下 : 
A A B= min(A,B); 
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A V B= max(A,B). 
(4) 下 列 公式 成 立 : 
A — B= ^A V B; 
A — B= (A — B) A (B > A). 
(5) 古典 逻辑 中 的 排 中 律 EK 中 不 再 成 立 . 事实 上 ,公式 
AV `A EA =u HEDA u. 
(6) 上 古典 逻辑 中 的 重 言 式 在 K, 中 未 必 仍 是 重 言 式 , 例 如 公式 
A 一 A 是 古典 逻辑 中 的 重 言 式 ,但 在 K, 中 它 的 值 并 非 恒 取 t 值 . 
(7) 古典 逻辑 中 的 矛盾 律 PAPE K, 中 也 不 成 立 . 
2. Łukasiewicz 3- 值 逻辑 系统 上; 
这 种 逻辑 系统 是 发 展 了 Kleene 3- 值 逻辑 系统 , 它 是 用 来 处 理 
未 来 可 能 发 生 事件 的 命题 . 例如 命题 :“ 明 年 12 月 21 日 中 午 , 我 
将 在 华沙 ”, 他 认为 在 讲 这 句 话 时 , 它 既 不 真 也 不 假 ,而 只 是 可 能 . 
因此 ,一 个 命题 可 以 有 3 个 真 值 : 真 (t) , 假 (f) 和 中 间 值 (i). 
Łukasiewicz 3- 值 还 辑 的 联结 词 也 与 古典 逻辑 基本 相同 , 它 的 
真 值 表 也 是 由 古典 逻辑 的 真 值 表 扩充 而 成 ( 见 表 23.3). 


# 23.3 


Łukasiewicz 3- 值 逻辑 按 下 列 原则 建立 : 

(1) 3 个 真 值 按照 真 值 性 减 小 次 序 排列 为 t,i,f. 

(2) 命题 与 其 否定 式 的 取 值 ,有 “ 镜 象 ”的 特性 . 

G) 合 取 式 与 析 取 式 的 取 值 如 下 : 

A A B= min(A, B); 
A V B= max(A,B). 

(4) 公式 A 一 B 与 公式 AV B 的 值 基本 相同 . 但 有 例外 , 即 
AEA A—A 的 值 为 t， 因此 ,公式 A 一 B 与 公式 -了 AVB 在 A=B=i 
时 是 不 相同 的 . 

(5) AA Ae B= (A—B)A(B—A). 

(6) 古典 逻辑 中 的 排 中 律 与 矛盾 律 在 上, 中 不 成 立 . 

iË (1) E, 与 Ks 的 联结 词 在 条 件 式 与 双 条 件 式 上 是 不 同 
的 . 按照 Eukasiewicz 的 解释 ,当前 担 和 结论 均 为 不 确定 (i) 时 ,条 
件 式 与 双 条 件 式 的 值 都 是 真 (t). 因此 L, 与 K, 是 不 同 的 ,但 L, 
中 同一 律 是 成 立 的 . 

(2) Eukasiewicz 3- 值 逻辑 是 由 考虑 未 来 可 能 发 生 的 命题 中 
得 到 启发 ,在 上 ; 中 这 种 命题 不 但 是 既 不 真 又 不 假 , 而 且 在 某 种 意 
义 上 说 , 它 是 不 确定 的 ,不 但 不 知道 它 的 真 值 ,甚至 它 根本 就 没有 
真 值 . 因此 i 的 解释 不 同 于 u 的 解释 : 赋值 u 表示 “ 真 值 空缺 ”, 而 
赋值 i 表示 命题 不 能 被 赋予 真 值 或 假 值 ,或 它 本 身 就 没有 真 假 值 . 

3. Bochvar 3- 值 逻辑 系统 B 

这 是 另 一 种 重要 的 3- 值 逻辑 系统 , 它 是 由 D. A. Bochvar 在 
1939 年 提出 ,他 把 三 , 中 的 中 间 值 (i) 解 释 为 “含有 某 种 不 可 判定 的 
成 份 . ” 

Bochvar 3- 值 逻辑 与 命题 的 语义 悖 论 有 关 . 例如 : 命题 :“ 这 
句 话 是 假 的 ” 对 这 样 的 话 ,如 果 这 名 话 是 真 的 , 则 它 必定 是 假 的 
(因为 命题 本 身 已 说 明 : 这 句 话 是 假 的 . ); 如 果 这 句 话 是 假 的 , 则 
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它 必定 是 真 的 . 这 样 的 命题 在 古典 逻辑 中 是 “排斥 ”的 ,是 不 去 处 
理 的 . 但 Bochvar 认为 这 种 命题 既 不 为 真 也 不 为 假 , 而 是 “ 自 相 予 
盾 的 ”或 “无 意义 ”的 ;因此 在 Bochvar 3- 值 逻辑 系统 中 ,除了 真 假 
二 值 以 外 的 第 3 个 真 值 就 是 m( “无 意义 2)， 系统 B 的 真 值 表 如 
表 23. 4. 


Bochvar 3- 值 逻辑 按 下 列 原则 建立 ， 

d) 3 个 真 值 按 真 值 性 减 小 次 序 排列 为 t,f,m. 

(2) 命题 与 其 否定 式 的 否定 与 上 , 同 . 

(3) 合 取 式 的 定义 与 K; ,上 ; 均 不 相同 . 

(4) AR: AVB=-(- 了 了 AA-B)， 
A—B= -~ (AA ^B), 
A—B=(A—B)A(B—A), 

在 Bochvar 3- 值 逻辑 系统 中 成 立 . 

O 古典 逻辑 中 的 排 中 律 及 矛盾 律 在 B 中 不 再 成 立 . 

(6) 为 了 加 强 与 古典 逻辑 的 联系 ,Bochvar 在 系统 B 中 还 同 
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时 引进 了 “外 部 ”联结 词 (因此 系统 B 中 原先 定义 的 联结 词 就 称 为 
“内 部 "联结 词 ).“ 外 部 "联结 词 的 真 值 表 如 表 23. 5. 


P| 5r PNa 上 HH 9? PWe 


í 
f 1 

£f 本 | | 
í 


不 难看 出 ,由 表 23.5 定义 的 真 值 函 数 是 一 种 3 一 2 运算 . 换 
言 之 , 它 是 从 基本 命题 的 3 个 真 值 ,可 以 得 出 运算 式 的 两 个 真 值 ， 
因此 系统 B 与 古典 逻辑 系统 有 一 部 分 是 相同 的 ,在 某 种 意义 上 ， 
系统 B 包 含 了 古典 逻辑 系统 . 

相对 于 “内 部 ”联结 词 而 言 ,“ 外 部 ”联结 词 有 些 优点 . 例如 , 公 
式 PA ~-P 不 一 定常 假 (因为 当 P==m 时, 它 也 取 值 m), 但 公式 
P 八 司 P 则 常 假 , 且 命题 P 与 洁 已 之 一 是 常 假 的 . 

同样 ,公式 PV -PP 不 是 重 言 式 ,但 PW FP HE f ë xt. 
公式 PP 不 是 重 言 式 ,但 POP 却 是 重 言 式 . 

4. Reichenbach 3- 值 量子 逻辑 系统 R 

Reichenbach 曾 指出 “构造 一 种 3 值 逻 辑 , 也 就 是 说 ,具有 一 
个 不 确定 的 中 间 值 的 逻辑 是 可 能 的 . 其 中 ,任意 命题 的 值 可 以 是 
RRE ,或 者 是 不 确定 的 ” 为 了 给 量子 力学 构造 一 种 严格 简明 的 
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语言 ,而 且 在 逻辑 结构 上 可 以 适用 于 微观 世界 的 特殊 化 ,他 在 
1942 年 提出 了 3- 值 量子 逻辑 系统 R ,扩充 了 古典 逻辑 系统 的 联结 
词 , 重 新 定义 ,内 容 十 分 丰富 的 逻辑 联结 词 ( 见 表 23.6). 它 有 三 种 
“否定 词 ”, 三 种 “蕴含 词 " 和 两 种 “等 值 词 ”. 


表 23.6 


在 古典 逻辑 中 ,“ 真 ”的 否定 式 是 “ 假 ”,“ 假 ”的 否定 式 是 “ 真 ”. 
在 量子 逻辑 中 这 种 简单 的 “ 非 此 即 彼 ” 的 排 中 律 是 不 成 立 的 ,因此 
系统 R 中 有 三 种 “和 否定 词 ”否定 词 “ 一 ” 称 为 循环 否定 , 它 的 取 值 
规律 是 依 顺序 t,i,f 进行 循环 的 . 否定 词 “一 ” 称 为 直接 否定 , 它 与 
系统 L, 中 的 否定 词 一 类 似 ， 否定 词 “ 一 ” 称 为 完全 否定 , 它 是 系统 
R 所 特有 的 . 

其 他 的 联结 词 真 值 表 见 表 23. 7. 

iË (1) H 23.7 中 可 以 看 出 ,系统 R 中 的 联结 词 和 人 ,V， 
D,=,15 #8 h 中 的 联结 词 和 人 ,V ,一 ,全 的 真 值 表 完 全 相同 . 

(2) 系统 R 中 的 联结 词 人 (有 时 记 作 ，) ,与 联结 词 V 分 别称 
作 “ 合 取 ” 与 “ 析 取 ” 系统 R 中 的 联结 词 忆 ,-, 3 分 别称 作 标准 蕴 
含 , 选 择 蕴含 与 准 荀 含 . 其 中 的 联结 词 三 , 持 分 别称 为 标准 等 价 与 
选择 等 价 .Reichenbach 在 系统 R 中 增加 的 “新 ”的 运算 ,都 是 出 
于 量子 力学 的 特殊 需要 . 

(3) Reichenbach 在 系统 R 中 引进 的 第 三 个 真 值 ( 不 确定 值 ) 
力 是 由 于 量子 力学 观测 语言 的 概率 特征 ,使 预言 个 别 事件 是 否 发 
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生 具 有 不 确定 性 ,为 了 刻画 这 个 事实 ,他 才 引 进 了 ”不 确定 值 ”, 作 
为 观测 之 外 的 值 . 而 从 逻辑 的 角度 看 ,不 确定 值 "恰好 是 不 确定 
的 逻辑 状态 所 具有 的 真 值 . 


表 23.7 


(4) 由 于 在 系统 R 中 ,引入 了 第 三 真 值 “不 确定 ”, 并 且 又 引进 
了 新 的 联结 词 , 因 此 在 量子 逻辑 R 中 ,出 现 了 各 种 带 有 特异 性 的 


言 式 ,产生 了 许多 在 古典 逻辑 中 没有 的 规律 . 
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1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 


9) 


10) 


11) 


12) 
13) 


23.3.2 


AA—A=/. 
—(AAB)=—AV —B, 
—(AVB)=—AA—B. 
ADB=—BƏ-A, 
A—B=B—A. 


(A=B) = (ADB) A (BDA). 


A—>B=~—(ĀV B). 
(ADA)DA, 
(A—A)—A. 


多 值 命题 逻辑 


(同一 律 ) 
(双重 否定 律 ) 
(三 重 否 定律 ) 
(双重 否定 律 ) 


( 排 四 律 ) 


〈 假 排 中 律 ) 


CFA tE) 


(DeMorgan 律 ) 


在 逻辑 系统 中 , 当 命 题 的 真 值 可 以 取得 三 值 或 三 值 以 上 ,其 至 
于 无 穷 多 值 (包括 可 数 无 穷 或 不 可 数 无 穷 ) 时 ,统称 为 多 值 逻 辑 . 


* 这 个 双重 否定 律 是 对 有 而 言 , 它 不 是 直接 有 效 的 ; 易 知 由 此 定律 推演 不 出 A=, 
因为 及 不 能 用 A 代替 (因为 原子 命题 A3 取 三 值 ,而 瑟 仅 能 取 两 个 真 值 ). 

e 注意 ,这 条 规律 不 是 排 中 律 ,因为 瑟 不 完全 与 古典 逻辑 中 的 “ 非 A" 一 致 ;A 5 Á 

的 取 值 也 有 所 不 同 . 
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现 着 重 介绍 Eukasiewicz 与 Post 的 多 值 逻 辑 系 统 , 模 糊 逻 辑 将 在 
下 一 节 介 绍 . 

1. Łukasiewicz 的 多 值 逻 辑 

对 于 多 值 逻 辑 , 其 命题 的 真 值 ,常常 采用 数字 化 的 办 法 来 表 
示 ; 因 此 对 于 任意 的 命题 p ,我们 用 |p | 表示 它 的 真 值 , 一 般 情况 下 
1p1 可 以 是 自然 数 . 有 理 数 或 是 实数 . 

从 Eukasiewicz HRH Es 作 进 一 步 的 扩充 ,就 可 以 得 到 多 值 
逻辑 系统 上, ,上 、, 甚至 于 上 、 (在 某 种 意义 上 说 模糊 逻辑 系统 也 是 
一 种 特殊 的 Lay. 

首先 介绍 En. 

定义 23.3.1 多 值 逻辑 系统 上 , 是 代数 系统 

(V;7,—) 
以 逻辑 联结 词 -与 一 为 初始 联结 词 ,定义 如 下 : 

| -7p|=1—|1pl. 

lpAg|l=min(|p|,1gl). 

[pVgl =max(| p| ,19|). 

=a =_11 当 |p| 志 lql， 

1 一 | 站 十 lg|， 当 ip|>lal. 

p Vq= (p—q)—q. 

pAq= a (pV =Q. 

prq= (p—q) À (q—p). 

系统 L, 的 真 值 分 布 如 表 23. 8 及 图 23. 2. 

注 23.3.2 由 上 述 的 定义 及 图 、. 表 可 以 看 出 系统 L, 有 下 述 
特点 : 

(1) 车 把 1 与 t( 真 ) 对 应 ,0 与 {( 假 ) 对 应 , 则 上 , 与 古典 逻辑 
系统 一 致 . 
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(2) 若 把 1 与 t 真 ) 对 应 ,六 与 i( 中 间 值 ) 对 应 ,0 与 f( 假 ) 对 
J, WJ E, 就 是 Eukasiewicz 3- 值 逻辑 系统 . 


表 23.8 


分 点 


- 


=|= 


加 已 


1 
(+a) 
0 1 2 3 J 2 
3333 (o. 1) 
0 1 2 3 


图 23.2 


G) 若 把 区 间 [0,1] 内 所 有 有 理 数 作为 真 值 , 则 可 以 得 到 E 
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的 无 穷 多 值 扩充 ,就 是 上 x, , 若 把 区 间 [0,1] 内 所 有 实数 作为 真 值 ， 
则 可 以 得 到 王 ; 的 另 一 种 扩充 上 、 ,其 中 命题 的 真 值 集合 是 一 个 连 
续 统 ,这 种 逻辑 又 称 为 连续 逻辑 . 
(4) 必须 指出 ,由 于 命题 真 值 的 分 布 不 同 , 从 系统 L, 进行 扩 
充 , 可 得 到 许多 不 同 的 多 值 逻辑 系统 ,例如 上 ,4 与 上 -1,1 就 是 这 
样 的 系统 . 设 命 题 的 真 值 分 布 是 从 一 n 到 n(n 宇 2) 间 的 全 体 整 数 
时 ,这 时 的 上 ukasiewicz 多 值 逻 辑 系统 就 是 上 ,,;, ,其 中 命题 的 真 值 
有 奇数 个 ， 若 命题 的 真 值 分 布 是 取 一 1 到 十 1 之 间 任 意 实数 时 ,其 
中 1 表示 真 ,一 1 表示 假 ,0 表示 中 间 值 , 它 的 初始 联结 词 设 为 一 与 
A. 公式 的 值 定义 为 : 
1-7p|=—1pl. 
lpAgl=min(|pl,lg|,|p| x |q1) 9. 
其 他 联结 词 定义 为 : 
PVq= ("pA no. 
pq= Mp Vq. 
p=>q=( pq) A (q—> p). 
这 样 的 系统 Ltt E 的 一 种 扩充 . 
2. Post 多 值 逻辑 
前 述 的 多 值 逻辑 系统 中 ,否定 联结 词 都 有 “ 镜 象 "的 特点 . 
Post 提出 了 没有 这 种 性 质 的 另 一 类 否定 词 ,在 1921 年 他 构造 出 
具有 m 个 不 同 真 值 的 多 值 逻辑 系统 Pn. 
设 命题 的 真 值 为 1,2,…,m， 其 中 1 表示 真 ,m 表示 假 , 中 间 
各 值 的 “ 真 值 性 ”, 依 次 减弱 . 
定义 23.3.3 多 值 逻辑 系统 P. 是 代数 系统 . 


D 其 中 “x" 是 实数 间 的 * 乘 法”, 
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(V, i, V) 
以 逻辑 联结 词 "与 V 为 初始 联结 词 ,定义 如 下 ， 
否定 词 的 真 值 表 如 表 23. 9. 


JpVg|=max(|p| ,|g|) 
其 他 联结 词 定义 如 下 : 


pAg= (pV SQ. 
m m m 
bp—>q= p Vq. 


pq= (p — Q) Á (q — p). 
同样 ,可 以 很 容易 把 Post 的 多 值 逻辑 系统 P, 扩充 成 无 穷 多 


值 逻辑 ;例如 , 设 真 值 分 布 为 : 
1 A 1 
Lo g 2r| 0 
其 中 各 联结 词 的 规则 如 下 ， 
l, %4 |p|=0, 
Peier y, “p1 #0. 


|p Vq|= max(| p|, | q |). 
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|p Aql=l -(-p V aq) |l. 
|p—>ql=| "p V q. 
| >q |= | (p—q) A (q — b) |. 
这 个 系统 称 为 Ps,. 类 似 地 ,可 以 有 Py. 
需要 特别 指出 ,在 Px, 与 PA\ 中 没有 重 言 式 ,但 在 系统 P。 中 有 
EAR. 例如 
P, 中 ,pV op 是 重 言 式 ， 
P, 中 ,PV -pV 了 -pp 是 重 言 式 ， 
P, 中 ,PV 了 PV 了 -PV 一" 记 是 重 言 式 ， 


P, 中 ,pV -py napy L V a a. a p RERA. 
(n 一 1) 个 


23.3.3 多 值 命题 逻辑 的 重 言 式 与 特 指 真 值 ( 特 指 值 ) 


对 于 上 古典 逻辑 而 言 , 重 言 式 是 大 家 所 熟知 的 , 重 言 式 是 这 样 的 
公式 ,对 于 基本 命题 变 元 的 任意 真 值 赋值 ,该 式 的 真 值 永 远 是 真 
(O. 我 们 是 否 可 以 直截了当 的 把 它 移植 到 多 值 逻辑 系统 中 去 ? 
看 来 还 需要 作 适 当 的 修改 . 首先 考察 系统 王 ; ,从 中 可 以 得 到 启发 . 

例 23.3.4 考察 公式 p->p,pPV ap. (PA Op BJ KI. R 
易 看 出 在 古典 逻辑 系统 中 上 述 三 个 公式 都 是 重 言 式 . 但 是 在 系统 
L, 中 , 则 只 有 pp 是 重 言 式 . 

如 果 我 们 适当 地 修改 重 言 式 的 定义 ,使 得 上 述 三 个 公式 在 系 
统 中 仍然 是 重 言 式 ,就 需要 作 ( 在 多 值 逻辑 系统 中 ) 如 下 的 推广 . 

在 系统 上 中 的 三 个 真 值 : t,f,i 中 , 选 定 其 中 的 t,i 称 为 特 指 
真 值 ， 系 统 L, 中 的 公式 ,对 于 基本 命题 变 元 的 任意 赋值 ,该 式 的 
真 值 永 取 特 指 真 值 ， 则 称 它 为 重 言 式 . 

这 样 处 理 之 后 读者 可 以 验证 公式 >p pV ap. (pA a p) 
都 是 重 言 式 ( 即 这 些 公式 的 值 不 是 t, 就 是 i, 绝 对 不 会 是 f) ,不 仅 
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如 此 ,还 可 以 证 明 , 这 时 古典 逻辑 系统 中 的 重 言 式 , 必 定 也 是 系统 
L, 中 的 重 言 式 . 

定义 23.3.5 设 多 值 逻辑 系统 的 真 值 分 布 为 1,2,…,M ,而 
AEA s: 1 三 ;二 M, 则 称 真 值 1,2,…，s 是 特 指 真 值 (designated 
truth value),y 十 1,…,M 是 非特 指 真 值 (undesignated truth 
value). 

定义 23.3.6 若 多 值 逻辑 系统 中 的 公式 ,对 于 基本 命题 变 元 
的 任意 赋值 , 它 所 取 的 真 值 是 特 指 真 值 ( 特 指 值 ), 则 称 它 为 重 
AR. 


23.3.4 多 值 命题 逻辑 的 公理 系统 


多 值 命题 逻辑 的 公理 系统 ,其 框架 完全 类 似 于 古典 逻辑 系统 . 
它 也 是 在 给 定 符号 库 ,公式 集 、 公 理 集 及 推理 规则 (变换 规则 ) 后 构 
成 的 . 但 是 由 于 系统 中 除 “ 真 ”“ 假 ” 值 外 引进 了 多 个 真 值 ,因此 与 
二 值 古 典 逻 辑 有 所 不 同 . 

依 传统 说 法 ,在 多 值 逻辑 系统 中 常用 自然 数 1,2,3,…，s， 
s 十 1,…,M 由 小 到 大 表示 命题 变量 的 “ 真 值 ”, 它 们 代表 “ 真 ”的 程 
度 随 数值 的 大 小 而 逐步 递减 ;数字 “1 代表 “ 真 ? 而 数值 M 则 永远 
表示 “ 假 ”. 其 中 1,2,…,s 称 为 特 指 值 ,而 s 十 1,s 十 2,…,M 称 为 
非特 指 值 ,而 “s” 就 像 是 “ 真 "* 假 ” 值 的 “分 界线 ”.; 与 M 的 关系 仅 
仅 是 1<<s<M(s 永远 不 能 与 M 值 相等 ). 

从 理论 上 说 ,s 与 M 的 选取 是 随意 的 ,但 事实 上 并 不 如 此 , 它 
经 常 是 随 着 理论 与 应 用 的 需要 来 选取 的 . 

本 节 给 出 由 J. B. Rosser 与 A. R. Turquette 构造 的 多 值 命题 
的 逻辑 系统 . 我 们 仅仅 给 出 该 系统 中 的 公理 集 如 下 : 

定义 23. 3.7 Rosser-Turquette AHE.: 

Al Q—(P—Q). 

A2 (P—(Q—R))—(Q—(P—R)). 
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A3 (P—Q)—((Q—R)—(P—-R)). 
A4 (J,(P)TP>(J,(P)=>Q))—(J,(P)—>Q),1<;—M. 
A5 TY(J,(P)—>Q)—Q. 
A6 Ji(P)—>(P),i=1,2,.,s. 
A7 Thi, (P,)—>J CF (Piss Pea),i=1,.,b,B=a,, 
f=f.(P,,*…, Po). 
注 23.3.8 
d) 上 述 公 理 中 的 丁 表 示 “ 链 式 符号 ”. 
例如 PP 一 Q 就 表示 P; 一 (P, 一 (P; 一 Q)), 一 般 情形 把 
.PQ 记 作 TTP,;->Q, 定 义 用 下 述 递 归 规 则 给 出 : 
r:PQ= Pa vu, 
P=(T P, >Q), ou. 
(2) f= fil pires ba) E SPSS FP ,…, Ps) 的 真 值 . 
(3) 逻辑 函数 Ji《P) 的 值 可 以 证 明 为 : 
# P=k, 
M, # P=k. 
但 是 逻辑 函数 的 构造 比较 复杂 . 首先 , 记 PiP, 为 F,(P., 
P:), `> P H F, CPD 3E 8 tl F : 
F. (P, ,P,)= max(1,P, — P, + 1), 
F,(P)= M—P +1. 


在 此 基础 上 ,递归 定义 函数 H, P): 
45%; 二 t=0, 
Fi(P,H,(P)), ‘1>0. 
然后 定义 J(P) 如 下 : 
Pp JF (Hi(P)VP,HI(P)&P)) ,k= H,(k), 
J,CH,ICP)), k>H,(k). 
其 中 1<k<M, 
而 J (P)=F;( Hu- (P)), 
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Ja&(P)= J (F, (P)). 
函数 Ji(，)(1 近 4 和 AM) 的 意义 ,在 二 值 逻 辑 的 背景 下 可 以 理解 为 
Jese J, COW H TFI S$ RR, Jai (°). Ji Ces 
JaC eDV JaC eDV eV eV Jule) 

则 相当 于 二 值 古 典 逻辑 中 的 表达 式 PV — P. 

在 本 节 给 出 的 公理 系统 中 ,我 们 给 出 的 初始 逻辑 函数 是 F. 与 
Ju 因此 由 这 些 函 数 构 造 出 的 逻辑 系统 就 产生 了 逻辑 王 数 系 的 功 
能 完全 性 ( 即 函 数 系 的 完备 性 ) 问 题 . 

在 多 值 逻辑 理论 中 ,初始 逻辑 函数 系 的 完全 性 的 判定 问题 是 
一 个 基本 而 重要 的 问题 , 它 不 仅 有 理论 意义 ,也 有 实用 价值 . 此 问 
题 的 解决 依赖 于 定 出 多 值 函 数 集 P, 中 所 有 极 大 封闭 集 ,Post 和 
S6noncxuñ 分 别 定 出 了 P, 与 P; 中 所 有 极 大 封闭 集 , 当 三 3 时 ， 
P, 中 任意 极 大 封闭 集 已 于 1964 年 由 罗 铸 楷 定 出 ,他 指出 了 下 述 
基本 定理 ， 

基本 定理 3 k23 时 ,P, 中 任意 极 大 封闭 集 必 是 一 个 单调 
函数 集 M.T 型 集 TE,o, 保 分 划 函 数 集 T; 、 自 对 偶 函 数 集 S, 或 线 
性 函数 集 Lo. 

由 此 基本 结论 ,只 要 定 出 To 中 的 所 有 极 大 封闭 集 便 能 得 到 
P, 中 全 部 极 大 封闭 集 . 

但 罗 铸 楷 并 未 定 出 Te 中 的 全 部 极 大 封闭 集 ， 1965 年 
Rosenberg 给 出 了 与 罗 相 同 的 结论 ,并 定 出 了 Tr 中 的 所 有 极 大 封 
R. 近年 来 完全 K 值 逻 辑 函数 的 结构 理论 有 了 长 足 的 发 展 . 
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附录 


中 文 一 外 文 名 词 索 引 


A 


Abel 范畴 /Abel category 定义 19. 11.7 
Abel 群 ( 交 换 群 )/Abel group(commnutative group) 定义 14. 6.6 
Abel 半 群 /Abel semigroup 定义 14.2.2 


B 


Bell 数 /Beli number 定义 8. 13.1 

Bernoulli 数 /Bernoulli number 定义 8. 19.1 

Berry ##ië /Berry paradox 6.1.5 

Boundy 定理 /Boundy thcorem 定理 11. 4. 11 

Boole ”代数 /Boole algebra 定义 18.4.1 

Boole B8#/Boole function 定义 18.6.1 

Boole 同 态 /Boole homomorphism 定义 18.5.2 

Boole 格 /Boole lattice 定义 18.3.11 

Bruijn 定理 /de Bruijn theorem 定理 9.9. 5 

Burali-Forti ##i@ë /Burali-Forti paradox 6.1.1 

Burnside 引 理 /Burnside lemma 5|% 9.7.4 

伴随 /adjugate 定义 19. 13.2 

布置 问题 /arrangement problem Æ Y 9.10.2 

不 对 称 的 ( 非 对 称 的 )/asymmetric 定义 3.3.1 

并 集 公理 /axiom of union 6.2.1 

标准 满 态 射 /canonical epimorphism Ë X 17.1.8 
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闭 项 /closed term 定义 22. 2.2 

闭 包 /closure 定义 3.3. 16 

补 图 ( 子 图 的 余 )/complement 定义 10.7.5,10.7.6 
补 元 /complement element ”定义 18.3.5 


被 包含 关系 定向 /directed by inclusion 定义 20.2.3 


边 色 数 /edge chromatic number 定义 11.6.3 
边 着 色 /edge coloring ”定义 11.6.1 

边 连 通 度 /edge connectivity 定义 11.1.5 

边 覆盖 /edge covering ”定义 10.9.3 

边 杆 盖 数 /edge covering number 定义 10.9.3 
边 割 集 /edge cut 定义 11.1.4 

边 集 /edge set 定义 10. 1.3 


边 独 立 数 /edge 一 independence number 定义 10.9.2 


不 动 点 /fixed point 定义 9.7.3 

包含 与 排斥 原理 /inclusion and exclusion principle 
包含 关系 /inclusion relation 定义 1.4.1 

不 变 因 子 /invariant factor 定义 16.7.9 

不 变 因子 理想 /invariant factor ideal 理想 16.7. 26 
标准 模型 /normal model ”定义 22. 5. 43 ,定义 23.2. 
本 原 元 /primitive element 定义 15. 14.8 
本 原 多 项 式 /primitive polynomial 定义 15. 14.10 
表示 /representation 定义 17.3.7 

人 饱和 的 /saturated 定义 11.5.4 

半 群 /semigroup 定义 14. 2.1 
标准 单项 式 /standard monomil 定义 17. 2.2 

并 (并 集 )/union 定义 2.1.1,18. 1.10 

并 运算 /union operation 定义 2.1.1 
变换 群 /tranformation group 定义 14.9.2 


c 


Cantor 悖 论 /Cantor paradox 6. 1.2 


原理 9.2.1 


5 
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Cantor 猜想 /Cantor conjecture “狂想 5. 3.2 
Cantor 对 角 线 法 /Cantor diagonal method 定义 5.2.8 
Catalan 数 /Catalan number 定义 8.16.1 
Cayley 图 /Cayley graph 定义 10.10.8 
Cayley 定理 /Cayley theorem 定理 9. 11.4 
Coxeter 图 /Coxeter graph 定义 10.10.23 
次 数 , 次 ( 度 )/degree 定义 10.3. 1, 定 义 15.11.9 
次 ( 度 ) 序 列 /degree sequence 定义 10.3.4 
初等 因子 理想 /elementary divisor ideal 理想 16.7. 26 
初等 积 /elementary product 定义 21.6.2 
初等 和 /elementary sum 定义 21.6.2 
错误 函数 /error function 定义 14.12.9 
错误 模式 /error pattern 定义 14. 12.4 
存在 量词 /existential quantifier 定义 22.1.7 
存在 推广 规则 /existential generalization 定义 22. 5.5 
存在 特 指 规则 /existential specification 定义 22.5.5 
超 八 面体 图 /hyperoctahedron 定义 10. 10. 25 
长 度 /lenght 定义 20.7.3 
乘法 原理 /multiplication principle 原理 9. 1.2 
出 弧 /outarc ”定义 10.2.1 
出 次 (出 度 )/outdegree 定义 10.3.1 
出 (外 ) 邻 集 /outerneighbour set 定义 10.2.3 
初始 联结 词 /primitive connective 定义 21.7.1 
差 集 /substraction 定义 2.1.7 
差 运算 /substraction operation ÆX 2.1.7 
传递 的 /transitive 定义 3.3.1 
超 滤 子 /ultrafilter 定义 20.6.3 
超 寡 /ultrapower 定义 20.6.6 
超 积 /ultraproduct 定义 20. 6. 6 
超越 元 素 /transcendental element 定义 15. 10.4 
常用 等 值 式 /useful equivalent 定义 21.5.19 
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#E/varietiy 定义 20.8.2 

除 环 /divison ring 定义 15.1.6 

存在 正则 前 束 范式 (Skolem 正则 范式 )/ 习 -prenex normal form ( Skolem 
normal form) 定义 22. 5.32 


D 


De Morgan fft/De Morgan law SEX 2.2.3 
Descartes 积 /Descartes product Æ X 3.1.1 
Dirac ”条件 /Dirac condition 11.4.2 
代数 闭 域 /algebraic closed field Æ X 15. 13. 1 
代数 元 素 /algebraic element 定义 15. 10. 4 
代数 扩 域 (代数 扩张 )/algebraic extension 定义 15. 12. 1 
对 应 的 通用 映射 /corresponding universal map 定义 19.12.1 
定义 域 /domain 定义 3.2.8 
对 偶 范 畴 /dual category 定义 19. 2.6 
对 偶 图 /dual graph 定义 11.2.9 
对 偶 式 /dual form 定义 21.5. 14 
对 偶 原 理 /principal of duality 定义 18.1.5 
对 偶 原 则 /dual principle 原理 19. 3.3, 定 理 21. 5. 16 
对 偶 命 题 /dual statement 定义 19. 3.1 
端点 /endpoint 定义 10.2.1 
等 势 /equipotent 定义 5.1.1 
等 价 类 /equivalence class 定义 3.4.4 
等 价 范畴 /equivalent category 定义 19.6.3 
等 价 矩 阵 /equivalent matrix 定义 16.7.6 
等 价 对 象 /equivalent object 定义 19.2. 11 
等 价 关系 /equivalent relation 定义 3.4.1 
第 一 类 边 色 图 /graph of first class for edge coloring ”定义 11.6.4 
第 二 类 边 色 图 /graph of second class for edge coloring ”定义 11. 6. 14 
单位 元 /identity 定义 14. 2.3 
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单 射 /injection ÆX 8.10.2 
单 射 函 子 /injection functor 定义 19. 4.3 
单 射 (内 射 )/injective(one to one mapping) 定义 4.1.4 
独立 的 /independent 定义 16.6.4 
独立 数 /independent number 定义 10.9.2 
独立 集 /independent set 定义 10.9.1 
独立 超越 元 察 /independent transcedental element 定义 15. 10. 8 
单 同 态 /monic morphism 定义 19.2.7 
单 态 射 /monomorphism 定义 14.4.3 
单元 半 群 /monoid 定义 14.2.5 
导出 子 图 /induced subgraph 定义 10.4.3 
多 重 图 /multigraph 定义 10.1.2 
多 项 式 /polynomail 定义 15. 10.1 
多 项 式 码 /polynomail code 定义 15.17.2 
多 项 式 表示 法 /polynomail representation 定义 15.17.1 
多 项 式 环 /polynomail ring ”定义 15.10.7 
多 值 命题 逻辑 /many valued proposition logic 23. 3.2 
多 项 式 系 数 /multinomial coefficient 定义 8.6.1 
多 项 式 展开 定理 /multinomial expansion theorem ”定理 8. 6.2 
对 象 /object ”定义 19.1.1 
定向 /orientation 定义 10. 1. 18 
单 扩 域 /simple extension 定义 15. 11. 5 
单 代数 扩 域 /simple algebraic extension 定义 15. 10. 4 
单 超越 扩 域 /simple transcental extension 定义 15. 10.4 
代入 定理 /substitution theorem ”定理 21.5.9 
对 称 的 /symmetric 定义 3.3.1 
对 称 差 /symmetric difference ”定义 2.1.12 
对 称 图 /symmetric graph 定义 11.7.6 
对 称 群 /symmetric group 定义 14. 10.4 
对 角 线 沙子 /diagonal functor 定义 19.4.3 
定理 /theorem(provable formal) 定义 21.7.2 
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单位 理想 /unit ideal 定义 15.4.2 

单元 /unity element 定义 8.3.2 

点 覆盖 /vertex cover 定义 10.9.3 

点 割 集 /vertex set 定义 11.1.4 

点 传递 图 /vertex transitive graph ÆX 11.7.13 

带 权 形式 的 Burnside 引 理 /weighted form for Burnside lemma 5|% 9.7.5 
带 等 号 的 一 阶 系统 /first order theory with equality 定义 22. 5.39 


E 


Euler 闭 迹 /Euler tour 定义 10.5.3 

Euler 多 面体 公式 /Euler polyhedron formula 定理 11.2.3 
Euler P8#&/Euler function 例 9.2.5 

Euler 迹 /Euler trail 定义 10.5.3 

Euler 数 /Euler number 定义 8.19.2 

Euler 图 /Euler graph 定义 10.1.20 

Euler 特征 /Euler characteristic 11.3.5 

二 元 关系 /binary relation 定义 3.1.8 

二 进 制 对 称 信道 /binary symmetric channel 定义 14. 12.1 
二 项 式 系数 /binomial coefficient 定义 8.1.1 

二 项 式 定 理 /binomial theorem ”定理 8. 2.1 

二 项 式 变换 /binomial transform 12.2 

二 分 图 /bipartite graph ÆX 10.1.9 

二 难 推理 /dilemma 推理 21. 5. 20 


F 


Ferrers 图 /Ferres graph 定义 9.6.4 
Fibonacci 数 /Fibonacci number 定义 8.14.1 
下- 归纳 积 /F-reduced product 定义 20. 6.6 
反 演 /inversion 定义 12.1.1 
分 离 规 则 /modus ponens 公式 21. 5. 20 
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否定 后 件 式 /modus tollens 公式 21.5.20 

非 结 合 代数 /non-associative algebra 定义 17.4.1 
分 裂 域 /splitting field 定义 15. 13.3 

非特 指 值 /undesignated truth value 定义 23.3.5 
泛 圈 图 /pancycie graph 定义 11.4. 10 

泛 代数 (0 代数 )/universal algebra 定义 20.1.3 
泛 上 界 /universal upper bound 定义 8.3.2 

废 码 字 /useless code 定义 14. 12. 2 

赋值 /valuation 定义 22.3.7 

仿 射 平面 /affine plane 定义 15. 18. 10 

反 同 构 /antiisomorphism 定义 15. 5.2 
反对 称 性 /anti symmetry 定义 18.1.1 
辅助 符号 /auxiliary symbol 定义 21.7.1 
分 组 码 /block code 14. 12.2 

范畴 /category 定义 19.1.1 

复合 /composite 定义 3.2.14 
复合 运算 /composite operation 定义 3.2.14 
复合 (分 子 ) 命 题 /composition(molecular proposition) 21.1 
覆盖 /covering SEX 10.9.3 

覆盖 数 /covering number 定义 10.9.3 

分 配 格 /distributive lattice 定义 18.3.8 

B% M F /contravariant functor 定义 19. 4.2 
非 标 准 逻 辑 /non-standard logic 23. 1 


G 


Galileo 悖 论 /Galileo paradox f 5.1.5 
Gauss 系数 /Gauss coefficient Æ X 8.7.1 
CBN 系统 /GBN(Gadel-Bernays-von Neumann system) 6.2.2 
Gödel 完全 性 定理 /G6del completeness theorem ÆA 21.7.20 
Grelling 悖 论 Grelling paradox 6.1.6 
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Grótzsch 图 /Gratzsch graph 定义 10. 10. 23 

广义 petersen 图 /generalized petersen graph 定义 10. 10. 2 

关联 /incident 定义 10. 2.2 

关联 公理 /incidence axiom “ER 15. 18.10 

关联 矩阵 /incident matrix 定义 10.2.5 

关系 矩阵 /relation matrix 定义 16.7.4 

个 体 变 元 /individual variable 定义 22.1.3 

格 /jattice ”定义 18.1.8 

格 同 态 /lattice homomorphism E X 18.2.3 

规律 /law 定义 20.8.1 

轨道 /orbit 定义 9.7.2 

镶 子 笼 原理 /pigeonhole principle 原理 9.1.3 

根 域 /root field 定义 15. 13.5 

公理 系统 L/system L 定义 21.7.1 

公理 系统 Ll/system LI 定义 21.7.26 

公理 系统 L2/system L2 定义 21.7.27 

公理 系统 L3/system L3 定义 21.7.28 

公理 系统 L4/system L4 定义 21.7.29 

公理 系统 L5/system L5 定义 21.7.31 

公理 系统 L6/system L6 定义 21.7.32 

公理 系统 上 /system E 定义 21.7.30 

公理 系统 上 n/system En 定义 23.3.3 

统 Sil/system S1 定义 23.2.1 

公理 系统 TT( 系 统 M)/system T(system M) 定义 23.2.2 

关于 公式 下 的 替换 公理 /axiom of replacement for the formula 四 6.2.1 

古典 完全 的 /classical completeness ”定义 21.7. 17 

古典 相 容 的 /classical consistent 定义 21.7. 12 

公 因 子 /common factor 定义 15. 16. 13 

割 边 /cut edge 定义 11.1.3 

割 点 /cut vertex ÆX 11.1.3 

广义 Fibonacci 数 /extended Fibonacci number 定义 8. 14.6 
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广义 Lucas 数 /extended Lucas number 定义 8.15.3 
H 


Hajós 猜想 /Haj6s conjecture ”定理 11.6.12 

Hamilton M / Hamilton cycle 定义 10.5.3. 

Hamilton 图 /Hamilton graph 定义 10.1.21 

Hamilton 路 / Hamilton path 定义 10.5.3 

Harary 图 /Harary graph 定理 11. 2.6 

Hasse 图 /Hasse graph 例 3.5.14 

Heawood 图 /Heawood graph 定义 10.10.18 

Herschel 图 /Herschel graph 定义 10. 10. 23 

hom K + /hom functor 定义 19. 10. 2 

( 共 变 ) 函 子 /covariant functor 定义 19.4.1 

核 /kernel ”定义 14. 11.7 ,定义 17. 1.9, 定 义 19.8.1 

环 /loop 定义 10.1.4 

后 件 /succedent ”定义 21.7. 22 

横 截 设计 /tranverse design 定义 13.3.7 

合式 公式 (wf{f)/well-formed formula(wff) 定义 22. 2.4 
幻 方 /magic 7.1 

厚度 /thickess 定义 11.3.11 

弧 集 /arc set 定义 10.1.1 

回路 /circuit 定义 10. 5.2 

黄金 分 割 数 (黄金 分 割 率 )/golden section number 定义 8.14.2 
恒 等 自然 变换 /identity natural transformation 定义 19.5.5 
互 素 /prime to each other 定义 15.16.15 

环 的 特征 /characteristic of ring ”定义 15.6.3 


J 


Jordan 代数 /Jordan algebra 17.4.5 
Jordan ”乘积 /Jordan product(anti-commutator) 定义 17.4.5 
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Jordan 得 法 公式 /Jordan sieve formula 公式 9.2. 4 
广 斜 元 /j-skew 例 17.4.3 
极 大 元 /maximal element 定义 20. 4.5 
极 大 理想 /maximal ideal 定义 15.7.1 
极 大 外 平面 图 /maximal outerplanar graph 定义 11.2.13 
极 大 平面 图 /maximal planar graph 定义 11. 2.7 
极 大 项 (基本 析 取 式 )/maxterm 定义 18.6.9 
极 大 项 范式 ( 合 取 范式 )/maxterm normal form(conjunctive normal form) 
定义 18.6. 10 
极 小 项 /mini term 定义 21.6.11 
极 小 多 项 式 /minimal polynomial 定义 15,11.9 
极 小 全 连通 图 /minimaily A-connected graph 定义 11.1.8 
极 小 项 (基本 合 取 式 )/minterm(fundamental conjunctive form) ”定义 18.6.4 
极 小 项 范式 ( 析 取 范式 )/minterm normal form(disjunctive normal form) Æ 
义 8.6.6 
交 /meet 定义 18.1.11 
纠 多 错 码 /multiple-error-correcting code 例 14. 12. 39 
纠 t- 错 BCH 码 /t-error-correcting BCH code 定义 15. 17.11 
阶 /order 定义 10.1.1 
阶 理想 /order ideal 定义 16.3.9 
集合 的 划分 数 /partition number of set 9.5 
积 /product 定义 19.7.1 
积 范畴 /product category 定义 19. 2.7 
积 和 式 /product-sum form 定义 18.7.1 
”简单 图 /simple graph 定义 10.1.5 
简单 (原子 ) 命 题 /simple proposition(atomic proposition) 21.1 
简化 规则 /simplication 公式 21. 5. 20 
截 口 /section 定义 19. 2. 16 
竞赛 图 /tournament 定义 10.1.9 
迹 /trace(trail) 定义 17.3.3 
解释 真 /true in an interpretation 定义 22.3. 11 
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基础 图 /underlying graph ÆX 10.1.18 

价 /valence 定义 20.7.4 

加 法 原理 /addition principle 定义 9.1.1 

接合 /adjunction 定义 19. 13. 2 

几乎 相等 的 /almost equivalent 定义 22.3.8 
结合 代数 /associative algebra 定义 17.1.1 
结合 子 /associator 定义 17.4. 10 

WMR HiS FÆR augmenting digeon hole principle ”定理 9. 1.4 
基 /base 定义 16.5.2 

基数 /cardinal number 定义 5.3.1 

校 验 位 /check digits 14. 12. 2 

纠正 错误 /correct error 14.12.2 
检验 错误 /detect error 14.12.2 

计数 函数 /enumeration function 定义 9.9.3 

假 言 三 段 论 /hypothelical syllogism 定义 21.5. 20 
假设 /hypothese (premise) 定义 21.7.2 

交集 /intersection 定义 2.1.4 

交 运 算 /intersection operation 定义 2.1.4 
交换 图 /commutative diagram 定义 19. 1.2 
交换 环 /commutative ring 定义 15.1.6 

交换 半 群 /commutative seimgroup 定义 14.2.2 
校 验 子 /syndrome 定义 14. 12. 26 


š K 
Kirkman 女生 问题 /Kirkman schoolgirl problem 7.9 例 13.4.6 
Kuratowski 定理 /Kuratowski theorem ”定理 11.2.5 
&- 色 图 /上 chormatic graph 定义 11.6.4 
大 连通 图 /K-connected graph 定义 11.1.6 
k- 色 临界 图 /&-critica] graph ”定义 11.6.4 
和 - 边 色 图 /k-edge chromatic graph 定义 11.6.6 
边 连通 图 /k-edge-connected graph 定义 11.1.6 
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大 边 临界 图 /上 edger-critical graph 定义 11.6.6 

可 增 路 /augmenting path 定义 11.5.5 

空 集 存在 公理 /axiom of the empty set 6.2.1 

块 /block 定义 3.4.7 

块 图 (区 组 )/block 定义 13.1.1 

可 重组 合 /combination with repetation 定义 8.9.2 
可 列 无 限 集 (可 列 集 )/countably infinite set 定义 $.2.1 
空 图 /empty graph 定义 10.1.7 

空 关 系 /empty relation 定义 3.1.8 

空 集 /empty set 定义 1.4.6 

扩充 (扩张 )/extension 定义 3.3.13 ,定义 15.8.1 
扩 图 /extension graph 定义 10.4.1 

扩 域 /extension field 定义 15.11.1 

可 因子 化 的 /factorable 定义 11.5.2 

亏 格 /genus 定义 11.3.4 

可 重 排列 /permutation with repetation 定义 8.8.4 
(可 ) 平 面 图 /planar graph 定义 11. 2.1 

可 能 世界 /possible world 定义 23.2.5 

可 表示 函 子 /representation functor 定义 19. 10.7 
可 满足 的 /satisfiable 定义 22.3. 15 

可 分 元 /separable element 定义 15. 15.1 

可 分 扩 域 /separable extension 定义 1$. 15. 1 

可 靠 性 (有 效 性 ) 定 理 /soundness (validity)theorem ”定理 21.7. 15 
开关 网 络 /switching-network 18.8 

可 达 关 系 /accessibility relation ”定义 23. 2.5 


L 


Lah 数 /Lah number 定义 8. 18.1 
Latin 方 /Latin square ”定义 13.1.3, 定 义 15. 18.1 
Latin 矩形 /Latin rectangle 定义 13. 1.4 
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Lie 代数 /Lie algebra 定义 17.4.2 
Lucas 数 /Lucas number 定义 8. 15.1 
联结 词 的 功能 完备 (全 ) 集 /adequate set of connectives 定义 21.4.1 
邻接 矩阵 /adjacent matrix 定义 10.2.4 
邻接 运算 /concatenation(juxtaposition) $j 14. 2. 1 
零 化 子 /annihilator Æ X 16.3.9 
理发 师 悖 论 /barber paradox 6.1.7 
第 /cage 定义 10. 10. 18 
类 /class 定义 19.1.2 
连通 图 /concatenation graph 定义 11.1.1 
连通 度 /connectivity 定义 11.1.5 
连接 的 /connective 定义 3.3.1 
连通 分 支 /connected component 定义 11.1.2 
连续 统 /continuum ”定义 5.2.6 
离散 Fourier 变换 /discrete Fourier transform 12.5 
离心 率 /eccentricity 定义 10.6.2 
滤 子 /filter 定义 20.6.1 
理想 /ideal 定义 15.4.1 
邻 集 /neighbour set 定义 10.2.3 
邻接 乘法 /juxtaposition ”定义 20.7.1 
逻辑 等 价 /logically equivanlent 定义 21.5.7 
逻辑 蕴含 /logically implies ”定义 21.5.7 
逻辑 有 效 的 ( 普 效 的 )/logically valid 定义 22.3.15 
零 对 象 /null object 定义 19.2.13 
零 元 运算 /nullary operation ”定义 14.6.3 
路 /path 定义 10.5.1 
拉 回 /pullback 定义 19.9.1 
量词 /quantifier 定义 22.1.7 
基 词 理论 /quantification theory 22.1 
旅行 商 问 题 /travelling saleman problem 7.6 
零 因子 /zero divison 定义 15.1.4 
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零 元 ( 泛 下 界 )/zero element(universal lower bound) 定义 18.3.2 
M 


McGee 图 /McGee graph 定义 10. 10. 18 
Menger 定理 /Menger theorem 定理 11.1.9 
Meredith 图 /Meredith graph 定义 10. 10. 3 
Minimanoff 悖 论 /Minimanoff paradox 6.1.8 
Minkowski 和 /Minkowski sum 定义 2.1.12 
Möbius 变换 ( 反 演 )/M6bius transform(inversion) 12.4 
Möbius 函数 /Mabius function 定义 12.4.1, 定 义 12.4.2 
Möbius 梯 /M6bius ladder 定义 10. 10. 24 

码 /code SEX 14. 12.2 

码 元 /code element 定义 14. 12.2 

码 长 /code length 定义 14. 12.2 

码 率 /code rate 定义 14. 12.9 

码 字 /code word 定义 14. 12. 2 

矛盾 式 ( 永 假 式 )/contradiction 定义 21.5.4 
满 态 射 /epimorphism 定义 19. 2. 17 

面 /face ”定义 11.2.2 

模型 /model 定义 22.3.16 

模 同 态 /module homomorphism 定义 16.3.1 
WAT /power functor $ 19.4.3 

者 集 /power set 定义 2.1.16 

命题 /proposition 21.1 
命题 常量 /propositional constant 定义 21.2.6 
命题 变量 /propositional variable 定义 21.2.6 


命题 形式 (合式 公式 )/propositional formula (well-formed formula, wff) 
X 21.5.1 
命题 函数 /propositional function 22.1 
满 射 /surjection(surjective》 定义 8. 10.2, 定 义 4.1.5 
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z 


模 态 逻辑 /modal logic 23.2 
模 态 命题 逻辑 系统 /system of modal propositional logic 定义 23. 2.1 


N 


Norlund 公式 /Norlund formula 公式 8.5.2 
内 面 /inner face 定义 11.2.2 

内 (入 ) 邻 集 /inner neighbour set 定义 10.2.3 
内 直 和 /internal direct sum ”定义 16.6.3 

n 元 运算 /nary operation 定义 20.1.1 

nn 元 积 /n-ary product 定义 20. 1.1 

nn 元 关系 /n-relation 定义 3.1.8 

扭 元 /torsion 定义 16.7.13 

扭 模 /torsion module 定义 16.7.15 
逆向 极限 /inverse limit 定义 20. 5.9 

道 态 射 /inverse morphism 定义 19.2.8 

道 自然 变换 /inverse natural transformation 定义 19.5.6 
道 运算 /inverse operation 定义 3.2.9 

递 关系 /inverse relation 定义 3.2.9 


o 


Ore 条 件 /Ore condition ”定理 11.4.4 
EK JU E $ W š / Euclid algorithm 定理 15. 16. 14 
欧 氏 整 环 /Euclid domain 定义 15.16.17 


了 


户 图 /p-graph 定义 10. 1.2 
Pascal 公式 /Pascal formula 公式 8.1.2 
Petersen 图 /Petersen graph 定义 10. 10.1 
Pierce 箭 /Pierce arrow 定义 21. 3.3 
Pólya 定理 /P6lya theorem 定理 9.9.2 

° 596 。 


配对 公理 /axiom of pairs 6.2.1 


平衡 不 完全 区 组 设计 /balanced imcomplete block design 定义 13.3.1 


陪 集 /cuset 定义 14.10.15 

陪 集 头 /leader coset 定义 14. 12. 38 
判决 过 程 /decision procedure 定义 21.6.8 
匹配 /matching 定义 10.9.1 

平行 /parallelism 定义 15. 18. 11 
平行 类 /parallelism class 定义 15. 18. 15 
偏 函 数 /partial function 定义 4.1.3 


偏 序 关系 /partial ordering(partial relation) ”定义 3.5.1( 定 义 18.1.1) 


排列 (置换 )/permutation 8.8,9. 4 
平面 图 /plane graph 定义 11.2.1 

谱 半径 /spetral radius 定义 11.7.4 
平凡 图 /trivial graph 定义 10.1.6 
平凡 子 群 /trivial subgroup 定义 14. 8. 2 


Q 


前 件 /antecedent EX 21.7.22 

区 组 设计 /block design 定义 13.1.1 
桥 /bridge 定义 11.1.3 

W/cycle 定义 10.5.2 

轿 基 /cycle basis Æ X 10. 5.6 
圈 秩 /cycle rank SEX 11.5.7 

圈 矩 阵 /cycle matrix SEX 11.7.3 
E% [8] /cycle space 定义 11.5.6 
转向 量 /cycle vector 定义 10.5.5 
确定 的 /deterministic 定义 14.5.1 
EÑ /distance 定义 10.6.1 
距离 传递 图 /distance transitive graph SEX 11.7.3 
群 /group 定义 14. 12.12 
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群 码 /group code 定义 14. 12. 1 ,定义 14. 12.33 

Ë A /imbedding 定义 15.8.1 

区 间 /interval 定义 3.5.12 

矩阵 表示 /matrix representation ÆX 17.3.9 
奇偶 校 验 码 /parity-check code | 14. 12. 10 

奇偶 校 验 方程 /parity-check equation ”定理 14. 12. 23 
奇偶 校 验 器 /parity-check machine fW 14. 5.3 

奇偶 校 验 矩阵 /parity-check matrix 定义 14. 12. 22 
前 东 范 式 /prenex normal form 定义 22. 5. 25 

全 色 数 /total chromatic number 定义 11. 6. 24 

全 色 数 猜想 /total chromatic number conjecture 猜想 11.6.25 
全 着 色 /total coloring ”定义 11. 6. 24 

全 图 /total graph ”定义 10.1.23 

全 方 阵 环 /total matric ring 定理 15.2.1 

全 序 集 /total order set 定义 3.5. 11, Æ X 18.1.1 
全 排列 /total permutation 8.8 

全 关系 /total relation 定义 3.1.8 

全 集 /universal 2.2 

全 称 闭 包 /universal closure 定义 22.5.23 

全 称 量 词 /universal quantifier 定义 22.1.7 

全 称 推 广 规则 /universal generalization 定义 22. 5. 5 
全 称 特 指 规则 /universal specification 定义 22.5.5 


及 


Ramsey 图 /Ramsey graph 定义 10. 10.4 

Ramsey 数 /Ramsey number 定义 8.17.1 

Ramsey 定理 /Ramsey theorem 定理 10.9.6 

Richard 悖 论 /Richard paradox 6.1.4 

Russell 悖 论 /Russell paradox 6.1.3 

R- 线 性 无 关 /R-linear independence 定义 16.5.1 
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弱 反 对 称 的 /weakly antisymmetric 定义 3.3.1 
人 次 (人 度 )/indegree 定义 10.3.1 


S 


Sheffer 竖 ( 谢 弗 竖 )/Sheffer stroke SEX 21.3.2 

Steiner 三 元 系 大 集 /Steine triple system 13. 4. 4 

Socrates 论断 ( 苏 格 拉 底 论断 )/Socrates argument 例 22.1.1 
Stirling 变换 /Stirling transform 12.3 

Stirling 数 /Stirling number 8.11,8.12 

Sylvester 公式 /Sylvester formula 定理 9.2.3 

三 次 交代 群 /alternating group 定义 14. 10. 16 

双 射 /bijective 定义 4.1.6 

双 模 /bi-mdule 定义 16. 1.2 

色 数 /chromatic number 定义 11.6.3 

系数 /coefficient 定义 15. 10.1 

上 象 /coimage 定义 16.3.4 

上 核 /co-kernal 定义 19. 8. 5 

上 积 /coproduct 定义 19.7.6 

森林 /forest 定义 10.1. 17 

四 色 定 理 (猜想 )/four-color theorem(conjecture) 定理 11.6. 16 
生成 晒 数 /generating function 定义 9.9.3 
生成 过 程 /generating procedure 定义 1.3.1 

生成 子 ( 生 成 元 )/generator 定义 3.4.4 

生成 矩阵 /generator matrix 定义 14. 12. 19 

上 确 界 (最 小 上 界 )/jeast upper bound 定义 3.5.22, 定 义 18.6.1 
数学 结构 /mathematical structure 定义 22. 3.3 

素 域 /prime field 定义 15.11.3 

四 元 数 /quaternion 定义 15.2.5 

商 代数 /quotient algebra 定义 20.3.5 

商 ( 差 ) 代 数 /quotient(difference) algebra 定义 17.1.6 


商 域 ( 分 式 域 ) /quotient field(field of fraction) 定义 15.9.3 

商 群 /quotient group 定义 14. 10. 18 

商 模 /quotient module 定义 16. 2.4 

商 环 ( 差 环 , 同 余 类 环 )/quotient ring ( difference ring, residue ring) 
15.4.5 

商 集 /quotient set 定义 3.4.8 

受 限 命题 形式 /restricted proposition form ”定义 21.5.13 

收缩 /retraction 定义 19. 2. 16 

生成 子 图 /spanning subgraph ”定义 10.4.2 

生成 树 /spanning tree 定义 10.4.2 

时 间 序 列 /timed sequence 定义 14.5.1 

树 /tree 定义 10. 1. 15 

三 元 系 /triple system 定义 13.4.1 

三 倍 重复 码 /triple-repetition code $j 14. 12. 10 

上 (下 ) 界 /upper(lower)bound 定义 18.1.5, 定 义 3.5. 20 

始 端 /initial endpcint 定义 10.2.1 

矢 列 式 /sequent 定义 21.7.22 

系统 上; L. Es, * Esa /system L, s En :Ew cin 定义 23.3.2 

系统 P./system P, 定义 23.3.2 

三 值 命题 逻辑 /3-value proposition logic 23.3 


T 


Turán 图 /Turdn graph 定义 10. 10. 21 
Turán 定理 /Turdn theorem 定理 10.3.7 
Tutte 图 /Tutte graph ÆX 10. 10. 23 
Tutte 定理 /Tutte theorem 定理 11.1.15 
Tutte-coxeter 图 /Tutte-coxete graph 定义 10. 10. 18 
图 的 自 同 构 群 /automorphism group of graph 定义 10. 8.2 
图 的 第 卡 儿 积 /Cartesion product of graph 定义 10.7.4 
图 的 闭 包 /closure of graph 定义 11.3.3 
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定义 


特征 函数 /characteristic function 定义 1.3.4 
特征 多 项 式 /characteristic polynomial ”定义 17.3.3 
图 的 收缩 /contraction of graph 定义 10.7.8 
团 /clique ”定义 10.9.1 
MM clique number Æ X 10.9.2 
图 的 合成 (字典 积 )/composition of graph (lexicographic product) 定义 
10.7.9 
同 余 关系 /congruence relation 定义 20.3.4 
推论 (后 承 )/consequence 定义 21.7.2 
图 的 叉 数 /crossing number of graph 定义 11.3.13 
特 指 真 值 /designated truth value 定义 23. 3.5 
特异 元 /distinguished elemeni 定义 20.1.1 
图 的 特征 值 /eigenvalue of graph 定义 11.7.4 
图 的 群 /group of graph 定义 11.7. 10 
图 /graph 定义 10.1.1 
图 的 同 胚 /homemorphism 定义 10. 8.5 
图 的 同 态 /homomorphism graph ”定义 10.8.4 
图 的 同 构 /isomorphism of graph ”定义 10.8.1 
图 的 交 /intersection of graph 定义 10.7.2 
图 的 联 /join of graph 定义 10.7.3 
图 的 线 群 /line-group 定义 11.7. 11 
同 态 ( 同 态 映射 )/homomorphism 定义 15. 5.1 
同 构 范 畴 /isomorphic category 定义 19.6.1 
同 构 态 射 /isomorphism ”定义 19. 2.8 
态 射 ( 箭 )/morphism(arrow) 定义 19.1.1 
图 的 矫 /power of graph 定义 10.7.7 
推出 /pushout 定义 19.9.5 
替换 定理 /replacement theorem ”定理 21. 5. 12 
推理 规则 /rule of inference 定义 21.7.1 
图 的 谱 /spectra of graph 定义 11.7.4 
图 的 细 分 /subdivison of graph 定义 10.7. 10 
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图 的 并 /union of graph ”定义 10.7.2 

通用 结构 /universal constraction ”定义 19. 12.1 

通用 包 络 代数 /universal enveloping algebra 定义 19.12.2 
通道 /walk 定义 10.5.1 

图 秩 /graph rank 定义 10.5.8 

图 序列 /graph sequence 定义 10.3.4 


U 
Ulam 猜想 /Ulam conjecture 猜想 10. 8. 3 
v 


Vandermonde 公式 /Vandermonde formula 8.5 
Venn 图 /Venn graph 2.2 
Vizing 定理 /Vizing theorem 定理 11.6. 13 


w 


外 延 公 理 /axiom of extensionality 6.2.1 
无 穷 公理 /axiom of infinity 6.2.1 
完全 二 分 图 /complete bipartite graph 定义 10.1. 10 
完全 k- 分 图 /complete k-partite graph 定义 10. 1. 13 
完全 图 /complete graph 定义 10. 1.8 
完全 格 /complete lattice 定义 18. 3.1 
微分 代数 /derivation algebra 定义 17.4.3 
外 代数 /exterior algebra 定义 17. 2. 1 
忘却 函 子 /forgetful functor 定义 19.4.5 
( 腰 ) 力 长 /girth 定义 10.6.3 
无 限 扩 域 /infinite extension 定义 15. 12. 4 
无 限 群 /infinite group 定义 14.6.7 
无 限 ( 穷 ) 集 /infinite se 定义 5.1.2 
外 面 /outer face 定义 11.2.2 
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外 (出 ) 邻 集 /outer neighbour 定义 10.2.3 

外 平面 图 /outerplanar graph 定义 11. 2. 13 
完全 码 /perfect code 定义 14. 12. 5 

完美 图 /perfect graph ”定义 10. 10. 14 

谓词 /predicate 定义 22.1.3, 定 义 22.1.4 

无 向 图 /undirected graph 定义 10.1.3 
唯一 分 解 /unique factorization ”定义 15. 16.8 

唯一 分 解 整 域 /unique factorization domain(Gauss domain) 定义 15. 16. 8 
唯一 kk 着色/uniquely k-colorable graph 定义 11.6.8 
无 标号 图 /unlabeled graph 定义 10.1.3 

无 扭 模 /untorsion 定义 16.7. 17 

五 色 定 理 /five-color theorem 定理 11.6. 18 

五 倍 重 复 码 /five-time-repetition 例 14. 12. 10 


X 


相 邻 (邻接 )/adjacent 定义 10. 2.2 
相伴 元 /associate 定义 15. 16. 2 
选择 公理 /axiom of choice 6.2.1 
相等 公理 /axiom of equality 定义 22. 5. 38 
循环 图 /circulant graph 定义 10. 10. 11 
循环 (轮转 ) 指 标 /cycle index 定义 9.8.1 
循环 群 /cyclic group 定义 14. 9. 20 
循环 半 群 /cyclic semigroup 定义 14.3. 12 
循环 单元 半 群 /cyclic monoid 定义 14. 3. 13 
选 言 三 段 论 /disjunctive syllogism 公式 21. 5. 20 
下 界 /lower bound 定义 3.5.20 
下 确 界 /great lower 定义 3.5.22 
信息 位 /information digits 定义 14. 12.2 
信息 率 /information rate 定义 14. 12.9 
信息 字 /message word 定义 14. 12.2 
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线 图 /line graph 定义 10.1.23 

相互 正 交 拉丁 方 /mutually orthogonal Latin square 定义 15. 18.7 

下 一 个 状态 /next state 14.5.1 

选 排列 /partial permutation 8.8 

序列 的 /sequential 定义 14.5.1 

辖 域 /scope 定义 22.2.5 

斜率 /slope 定义 15.18.17 

小 范畴 /small category 定义 19. 2.4 

项 /term 定义 22.2.1 

限制 /restriction 定义 3.3.11 

相 容 性 (无 矛盾 性 ,协调 性 .一 致 性 ,和 谐 性 )/consistent(non-ccntradiction) 
定义 21.7. 12, 定 义 21.7. 14 


与 或 式 /and-or form 定义 18.7.1 
PE /arboricity 定义 11.5.10 
元 数 /arity 定义 20.1.1 
原子 /atom 定义 18. 5.4 
原子 公式 /atomic formula 定义 22.2.3 
有 界 格 /bounded 定义 18.3.4 
有 补 格 /complemented lattice 定义 18.3.6 
约 东 出 现 /bound occurrence 定义 22.2.6 
约 东 变量 (约束 变 元 )/bound variable 定义 22.2.6 
余 树 /cotree 定义 10.4.2 
圆周 排列 /cyclic permutation 8.8 
译 码 表 /decoding table 3 14. 12. 36 
有 向 图 /digraph 定义 10. 1.3 
因子 /divisor(factor) 定义 15. 16. 1 
因子 分 解 /factorization 定义 11.5.1 
三 变量 ( 哑 变 元 )/dummy variable 22.2 
。 604 + 


元 素 ( 成 员 )/element 1.2 

域 /field 定义 15.1.6 

有 限 域 (Galois 域 ) /finite field(Galois fjeld 定义 15. 14. 1 

有 限 扩 域 /finite extension 定义 15. 12. 4 

有 限 维 可 除 代 数 /finite dimensional associative division algebra 
有 限 ( 穷 ) 集 /finite se 定义 5.1.2 

有 限 生 成 模 /finitely generated module 定义 16. 2.3 
优美 图 /graceful graph 定义 10. 10. 12 

优美 树 猜想 /graceful tree conjecture “猜想 10. 10. 13 

有 标号 图 /labeled graph 9.11 

拟 序 集 /pre-ordered set 定义 20.5.1 

拟 序 关系 /quasi order relation 定义 3.5.2 

元 余 性 原则 /principal of redundancy 14. 12. 2 

元 余 位 /redundant digits 14. 12. 2 

右 伴随 函 子 /right adjoint functor 定义 19. 13.2 

右 可 消 的 /right cancellable 定义 19. 2. 17 

右 因 子 /right factor 定义 20.7.7 

右 零 因子 /right zero divison 定义 15.1.4 

有 单元 的 环 /ring with unity element 定义 15.1.6 

语义 完全 的 ( 弱 完 全 的 )/semantical completeness 定义 21.7.9 
语义 相 容 /semantical consistent 定义 21.7.14 

语法 完全 的 ( 强 完全 的 )/syntactical completeness 定义 21.7. 18 
语法 相 容 /syntactical consistent 定义 .21.7. 13 

一 元 运算 /unary operation 14.6 

一 元 关系 /unary relation ”定义 3.1.8 

余 秩 /corank ÆX 11.7.1 


Z 


ZFC 系统 /ZFC(Zermelo-Fraenkel-Cohen)system 6. 2 
作用 /action 定义 9.7.1 


定义 17.5.1 
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B EJES /automorphism 定义 10. 8.2 
正则 公理 /axiom of regularity 6.2.1 
中 心 /center 10.6.3, 定 义 14. 10. 16 
中 国 邮 递 员 问题 /Chinese postman problem 7.3 
周 长 /circumference 定义 10.6.3 
着 色 /coloring 定义 11.6.1 
着 色 问 题 /coloring problem ”定义 9. 10.1 
组 合 数 /combination number 定义 8.9.1 
正则 合 取 范式 /conjunctive normal form 定义 21.6.5, 
定义 21. 6. 13 
直径 /diameter 定义 10. 6. (2) 
直接 推论 (直接 后 承 )/direct consequence 定义 21.7.1 
正 向 极限 /direct limit 定义 20.5.4 
直 和 /direct sum ”定义 16.6.1 
正则 析 取 范式 /disjunctive normal form 定义 21.6.11 
整除 /divisibility 定义 15. 16.1 
子 除 环 /division subring ”定义 15.3.1 
忠实 (完满 ) 函 子 /faithful(full) functor 定义 19.4.7 
自由 元 /free element 定义 16.7.13 
自由 单元 半 群 /free monoid 定义 14.5.2 
自由 出 现 /free occurrence 定义 22.2.6- 
自由 变 元 /free variable 定义 22.2.6 
自由 Q 代数 /free-Q-algebra 定义 20.7.6 
自由 R- 模 /free R-module 定义 16. 5.4 
最 大 公 因 子 /greatest common factor 定义 15. 16. 13 
最 大 元 ( 素 )/greatest element 定义 3.5.18 ,定义 18.1.6 
直接 先行 /immediate predcessor 定义 3.5.13 
直接 后 继 /immediate successor 定义 3.5.13 
指数 /index 定义 14. 10. 10 
初始 对 象 /initial object 定义 19. 2. 13 
整 环 /integral domain 定义 15.1.6 
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子 整 环 /integral subdomain 定义 15.3.1 
最 小 元 /least element 定义 18.1.3 
左 伴随 函 子 /left adjoint functor 定义 19. 13.2 
左 可 消 的 /left cancellable 定义 19. 2. 17 
左 陪 集 /left coset 定义 14. 10.6 
左 ( 右 ) 模 /left(right) module 定义 16.1.1 
左 ( 右 ) 零 元 /left(right)zero 定义 14.3.9 
左 ( 右 ) 单 位 元 /left(right) identity 定义 14.6.3 
左 ( 右 ) 可 逆 元 /left(right)invertibe element 定义 14.3.19 
左 ( 右 ) 零 因子 /left(right)zero divisor 定义 15.1.4 
最 大 匹配 /maximum matching 定义 11.5.3 
最 小 距离 /minimum distance 定义 14. 12. 13 
自然 同 构 /natural isomorphism 定义 19.5.2 
自然 推理 系统 /natural deduction system 定义 21.7.21 
自然 变换 /natural transformation 定义 19.5.1 
状态 转移 函数 /next state transition function 定义 14.5.1 
正规 形 /normal form 定义 16.7.8 
正规 子 群 (不 变 子 群 )/normal subgroup(invariant subgroup) ”定义 14. 10. 14 
正 交 拉 丁 方 /orthogonal Latin square 定义 13. 2.1, 定 义 15. 18.6 
正 交 表 /orthogonal layout 定义 13. 2. 5 
整数 的 分 拆 数 /partition number of integer 9.6 
置换 群 /permutation group 定义 14.9.7 
准 索 循环 模 /primary cycle module 定义 16.7.20 
主 理想 /principal ideal 定义 15.4.3 
主 理想 整 环 /principal ideal domain 定义 15.16.16 
证 明 ( 演 绎 )/proof(deduction) 定义 21.7.2 
正常 着 色 /proper coloring ”定义 11.6.2 
真正 因子 /proper factor 定义 15. 16.4 
真 滤 子 /proper filter 定义 20.6.2 
真子 群 /proper subgroup 定义 14.8.2 
真 包含 关系 /properly inclusive relation 定义 1.4.2 
° 607 。 


重 构 猜 想 /reconstruction conjecture 猜想 10. 8.3 
自 反 的 /reflexive 定义 3.3.1 

正则 图 /regular graph 定义 10.1. 14 

正则 表 式 /regular representation 定义 17.3.8 
值 域 /range 定义 3.2.8 

秩 /rank 定义 16.5.11 

自 同 态 /endomorphism 定义 14.4.3 

自 同 态 环 /ring of endomorphism EX 16.4.2 

自 补 图 /self-complement graph 定义 9. 11.9, 定 义 10.1.22 
最 小 元 ( 素 )/smallest element 定义 3.5. 18 

子 代数 /subalgebra 定义 17.1.3, ÆX 18.5.1, 定义 20.2.1 
子 范畴 /subcategory 定义 19. 2.1 

子 图 /subgraph ”定义 10.4.1 

子 直 积 /subdirect product 定义 20.4.8 
子 域 /subfield 定义 15.3.1 

子 群 /subgroup ÆX 14.8.1 

子 公式 /subformula 定义 21.5.1 

子 模 /sub-module 定义 16.2.1 

子 关系 /subrelation 定义 3.3.11 

子 环 /subring 定义 15.3.1 

子 半 群 /sub-semigroup 定义 14.3. 22 

子 集 /subset 定义 1.4.1 

重 言 式 ( 永 真 公式 )/tautology 定义 21.5.4 
真 值 表 /truth table 21.2 

真 值 函 数 /truth value function 21.2 

真 值 表 技 术 /technique of truth table ”定义 21.6. 20 
终端 /terminal endpoint 定义 10.2.1 
终结 对 象 /terminal object ”定义 19. 2. 13 

重 ( 权 )/weight 定义 14. 12. 11 

字 /word 定义 14.12.2 
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外 文 一 中 文 名 词 索引 


A 


Abel category/ Abel 范畴 ”定义 19. 11.7 

Abel group (commutative group) / Abel 群 (交换 群 ) 定义 14. 6.6 
Abel semigroup/ Abel 半 群 ”定义 14. 2.2 

accessibility relation/ 可 达 关 系 ”定义 23.2.5 
action/ 作 用 定义 9.7.1 

addition principle/ 加 法 原理 定义 9.1.1 

additive category/ 加 法 范畴 定义 19. 11.1 

adequate set of connectives/ 联 结 词 的 功能 完备 (全 ) 集 定义 21.4.1 
adjacent/ 相 邻 ,邻接 定义 10.2.2 

adjacent matrix/ 邻接 矩阵 定义 10.2.4 

adjugant/ 伴 随 定义 19. 13. 2 

adjunction/ 接 合 ”定义 19. 13.2 

affine plane/ 仿 射 平面 定义 15. 18. 10 

algebraic closed field/ 代 数 闭 域 定义 15.13.1 

algebraic element/ 代 数 元 素 定义 15. 10. 4 

algebraic extension/ 代 数 扩 域 (代数 扩张 ) 定义 15. 12. 1 
algebraic homomorphism/ 代 数 同 态 ”定义 17. 1.7 
almost equivalent/ 几乎 相等 的 ”定义 22.3.8 

alternating group /三 次 交代 群 例 14.10. 16 

and-or formy/ 与 或 式 定义 18.7.1 

annihilator/ 零 化 子 定义 16.3.9 

antecedent/ 前 件 定义 21.7.22 

antirisomorphismy/ 反 同 构 ”定义 15. 5.2 
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antisymmetry/ 反 对 称 性 ”定义 18.1.1 
arboricity/ 荫 度 定义 11.5.10 

arc set/ 弧 集 定义 10.1.1 

arity/ 元 数 定义 20.1.1 

arrangement problem/ 布 置 问题 9.10.2 

associate/ 相 伴 元 定义 15. 16. 2 

associative algebra/ 结 合 代数 ”定义 17.1.1 
associator/ 结 合子 ”定义 17. 4. 10 
asymmetric/ 不 对 称 的 ( 非 对 称 的 ) ”定义 3.3.1 

atom/ 原 子 定义 18.5.4 

atomic formula/ 原 子 公式 ”定义 22.2.3 

augmenting digeon hole principle/ M3R 88 FEAR EW 9. 1. 4 
augmenting path/ 可 增 路 ”定义 11.5.5 

automorphism/ 自 同 构 定义 10.8.2 

automorphism group of graph/ 图 的 自 同 构 群 定义 10. 8.2 
auxiliary symbol/ 辅 助 符号 ”定义 21.7.1 

axiom of choice/ 选 择 公理 6.2.1 

axiom of equality/ 相 等 公理 ”定义 22.5.38 

axiom of extensionality/ 外 延 公 理 6.2.1 

axiom of infinity/ 无 穷 公理 6.2.1 

axiom of pairs/ 配 对 公理 6.2.1 

axiom of regularity/ 正 则 公理 6.2.1 

axiom of replacement for the formula 中 /关于 公式 四 的 替换 公理 6.2.1 
axiom of the empty set/ 空 集 存在 公理 6.2.1 

axiom of union/ 并 集 公理 6.2.1 


balanced incomplete block design/ 平 衡 不 完全 区 组 设计 定义 13.3.1 
barber paradox/ 理 发 师 悖 论 6.1.7 

base/ 基 定义 16. 5.2 

Bell number/Bell 数 定义 8. 13.1 


° 610 ° 


Bernoulli number/Bernoulli 数 定义 8.19.1 

Berry paradox/ Berry 悖 论 6.1.5 

bijective/ 双 射 定义 4.1.6 

bi-module/ 双 模 £ 16.1.2 

binary relation/ 二 元 关系 ”定义 3.1.8 

binary symmetric channel/ 二 进 制 对 称 信道 ”定义 14. 12.1 
binomial coefficient/ 二 项 式 系数 定义 8.1.1 
binomial theorem/ 二 项 式 定理 定理 8.2.1 
binomial transform/ 二 项 式 变换 12.2 

bipartite graph/ 二 分 图 定义 10.1.9 

block/ 块 定义 3.4.7 

block code/ 分 组 码 14. 12.2 

block design/ 区 组 设计 定义 13. 1.1 

Bondy theorem/Bondy 定理 定理 11.4.11 

Boole algebra/Boole (布尔 ) 代 数 ”定义 18.4.1 
Boole function/ Boole (布尔 ) 函 数 ” ”定义 18.6.1 
Boole homomorphism/Boole (布尔 ) 同 态 ”定义 18.5.2 
Boole lattice/Boole (布尔 ) 格 定义 18.3.11 

bound occurrence/ 约束 出 现 定义 22.2.6 

bound variable/ 约束 变量 (约束 变 元 ) 定义 22. 2.6 
bounded lattice/ 有 界 格 定义 18.3.4 

bridge/ 桥 11.1.3 

de Bruijn theorem/ Bruijn 定理 ”定理 9.9.5 
Burali-Forti paradox/Burali-Forti F#i£ 6.1.1 
Burnside lemma/Burnside 引 理 ”定理 9.7.4 


c 


cage/ 笼 ”定义 10.10.18 
Canonical epimorphism/ 标 准 满 态 射 ”定义 17.1.8 
Cantor conjecture/Cantor 猜想 5.3.2 
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Cantor diagonal method/Cantor 对 角 线 法 ”定理 $5.2.8 
Cantor paradox/Cantor 悖 论 6.1.2 
cardinal number/ 基 数 Æ X 5.3.1 
Cartalan number/Catalan 数 定义 8.16.1 
category/ 范 畴 ”定义 19.1.1 
Cartesian product of graph /图 的 笛 卡 儿 积 定义 10.7.4 
Cayley graph/Cayley 定义 10. 10.8 
Cayley theorem/Cayley 定理 ”定理 9.11.4 
center/ 中 心 10.6(3); 例 14. 10. 16 
characteristic function/ 特 征 函 数 定义 1.3.4 
characteristic polynomial/ 特 征 多 项 式 ”定义 17.3.3 
characteristic of ring/ 环 的 特征 ”定义 15.6.3 
check digits/ 校 验 位 14. 12.2 
Chinese postman problem/ 中 国 邮 递 员 问 题 7.3 
chromatic number/ 色 数 定义 11.6.3 
chromatic polynomial/ 色 多项式” 定义 11.6.20 
circuit/ 回路 定义 10.5.2 
circulant graph/ 循 环 图 定义 10. 10.11 
circumference/ 周 长 ”定义 10.6.3 
class/ 类 注 19.1.2 
classical completeness/ 古 典 完全 的 ”定义 21.7. 17 
classical consistent/ 古 典 相 容 的 定义 21.7.12 
clique/ 团 定义 10.9.1 
clique number/ 团 数 定义 10.9.2 
closed term/ 闭 项 例 22.2.2 
closure/ 闭 包 定义 3.3.16 
code/ 码 ”定义 14.12.2 
code element/ 码 元 ”定义 14. 12.2 
code length/ 码 长 ”定义 14.12.2 
code rate/ 码 率 ”定义 14. 12.9 
code word/ 码 字 定义 14.12.2 
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coefficient/ 系 数 定义 15. 10.1 
coimage/ 上 象 ”定理 16.3.4 
co-kernal/ 上 核 定义 19. 8.5 
coloring/ 着 色 ”定义 11.6.1 
coloring problem/ 着 色 问 题 9.10.1 
combination number/ 组 台数 8.9 
combination with repetation/ 可 重组 合 8.9 
common factor/ 公 因子 ”定义 15.16.13 
commutative diagram/ 交 换 图 注 19.1.2 
commutative ring/ 交 换 环 ”定义 15.1.6 
commutative semigroup/ 交 换 半 群 ”定义 14. 2.2 
complement/ 补 图 ,( 子 图 的 ) 余 定义 10.7.5, 定 义 10.7.6 
complement element/ 补 元 ÆX 18.3.5 
complemented lattice/ 有 补 格 定义 18.3.6 
complete bipartite graph/ 完 全 二 分 图 定义 10.1.10 
complete graph/ 完 全 图 定义 10.1.8 
complete lattice/ 完 全 格 定义 18.3.1 
complete k-partite graph/ 完 全 k- 分 图 定义 10.1.13 
composite/ 复 合 ÆX 3.2.14 
composite operation/ 复 合 运算 定义 3.2.14 
composite proposition(molecular proposition)/ 复 合 (分 子 ) 命 题 21.1 
composition of graphs (lexicographic product)/ 图 的 合成 (字典 积 ) 定义 
10.7.9 
concatenation (juxta position) /邻接 运算 ” 例 14.2. 11 
concatenation graph/ 连 通 图 定义 11.1.1 
congruence relation/ 同 余 关系 ”定义 20.3.4 
conjunctive normal form/ 正 则 合 取 范 式 定义 21.6.5 
connected component/ 连 通 分 支 定义 11.1.2 
connective/ 连 接 的 定义 3.3.1 
connetivity/ 连 通 度 定义 11.1.5 
consequence/ 推 论 ( 后 承 ) ÆN 21.7.2 
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consistent (nonr-contradiction)/ 相 容 性 (无 矛盾 性 ) 定义 21.7.12, 
定义 21.7.14 
continuum/ 连 续 统 定理 5.2.6 
contraction of graph/ 图 的 收缩 ”定义 10.7.8 
contradication/ 了 矛盾 式 ( 永 假 式 ) ”定义 21.5.4 
contravariant functor/ 反 变 函 子 ”定义 19.4.2 
coproduct/ 上 积 定义 19.7.6 
corank/ 余 秩 “定理 11.7.1 
correct error/ 纠 正 错误 14. 12.2 
corresponding universal map/ 对 应 的 通用 映射 定义 19.12.1 
coset/ 陪 集 ”定义 14. 10. 15 
cotree/ 余 树 ”定义 10.4.2 
countably infinite set/ 可 列 无 限 集 ( 可 列 集 ) 定义 5.2.1 
covariant functor/( 共 变 ) 函 子 ”定义 19.4.1 
covering/ 3 ”定义 10.9.3, 定 义 3.5.13 
covering number/ W M% 定义 10.9.3 
Coxeter graph/Coxeter Æ 定义 10. 10. 23 
crossing number of group/ 图 的 义 数 ”定义 11.3.13 
cut edge/#Ji GE X 11.1.3 
cut vertex/ 割 点 定义 11.1.3 
cycle/B 定义 10.5.2 
cycle basis/ 轿 基 定义 10.5.6 
cycle index/ 循 环 (轮换 ) 指 标 ”定义 9. 8.1 
cycle matrix/ 圈 和 矩阵 定义 11.7.3 
cycle rank/ 圈 秋 定义 10. 5.7 
cycle space/ 圈 空间 定义 10.5.6 
cycle vector/ 轿 向 量 定义 10.5.5 
cyclic group/ 循 环 群 定义 14.9. 20 
cyclic monoid/ 循 环 单元 半 群 ”定义 14.3.13 
cyclic permutation/ 圆 图 排列 8.8 
cyclic semigroup/ 循 环 半 和 群 “定义 14.3.12 
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D 


decision procedure/ 判 决 过 程 ”算法 21.6.8 

decoding table/ 译 码 表 3 14. 12. 36 

deduction theorem/ 演 绎 定理 ”定理 21.7.7 
degree/ 次 数 , 次 ( 度 ) 定义 15.11. 9, 定 义 10.3.1 
degree sequence/ 度 序列 ”定义 10. 3.4 

DeMorgan law/DeMorgan 律 定义 2.2.3 

derivation algebra/ 微 分 代数 例 17.4.3 

Descartes product/Descartes 积 定义 3.1.1 
designated truth value/ 特 指 真 值 定义 23.3.5 
detect error/ 检 验 错 误 ”14.12. 2 
deterministic/ 确 定 的 14.5.1 

diagonal functor/ H ARAF 例 19.4.3 
diameter/ 直 径 EX 10.6.2 

digraph/ 有 向 图 ÆX 10.1.3 

dilemma/ 二 难 推理 ”公式 21. 5. 20 

Dirac condition/ Dirac 条 件 定理 11.4.2 

direct consequence/ 直接 推论 (直接 后 承 ) 定义 21.7.1 
direct limit/ 正 向 极限 定义 20.5.4 

direct sum/ 直 和 ”定义 16.6.1 

directed by inclusion/ 被 包含 关系 定向 定义 20.2.3 
discrete Fourier transform/ 离 散 Fourier 变换 12.5 
disjunctive normal form/ 正 则 析 取 范式 ”定义 21.6.11 
disjunctive syllogism/ 选 言 三 段 论 公式 21. 5. 20 
distance/ EW X 10.6.1 

distance transitive graph/ 距 离 传递 图 定义 11.7. 13 
distinguished element/ 特 异 元 定义 20.1.1 
distributive lattice/ 分 配 格 定义 18.3.8 
divisibility/ 整 除 定义 15. 16. 1 
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division ring/ 除 环 定义 15.1.6 

division subring/ 子 除 环 ”定义 15.3.1 

divisor(factor)/ f 定义 15. 416.1 

domain/ 定 义 域 定义 3.2.8 

dual category/ 对 偶 范 畴 ”定义 19. 2.6 

dual form/ 对 偶 式 定义 21.5. 14 

dual graph/ 对 偶 图 定义 11.2.9 

dual principle/ 对 偶 原 则 (对 偶 原 理 ) 原理 19.3.3, 定 理 21. 5. 16 
dual statement/ 对 偶 命 题 定义 19.3.1 

dummy variable/ 旺 变量 ( 哑 变 元 ) 22.2 


E 


eccentricity/ 离 心率 定义 10.6.2 
edge chromatic number/ 边 色 数 ”定义 11.6.3 
edge coloring/ 边 着 色 ”定义 11.6.1 
edge connectivity/ 边 连通 度 ”定义 11.1.5 
edge covering/ 边 覆盖 ”定义 10.9.3 
edge covering number/ 边 覆盖 数 ” 定 义 10.9.3 
edge cut/ 边 割 集 EX 11.1.4 
edge set/ 边 集 定义 10.1.3 
edge-independence number/ 边 独立 数 定义 10.9.2 
eigenvalue of graph/ 图 的 特征 值 定义 11.7.4 
element/ 元 素 ( 成 员 ) 定义 1.2.1 
elementary divisor ideal/ 初 等 因子 理想 ”定义 16.7. 26 
elementary product/ 初 等 积 定义 21.6.2 
elementary sum/ 初 等 和 ”定义 21.6.2 
empty graph/ 空 图 定义 10.1.7 
empty relation/ 空 关系 ”定义 3.1.8 
empty set/ 空 集 定义 1.4.6 
endomorphism/ 自 同 态 
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endpoint/ 端 点 定义 10.2.1 

enumeration function/ 计 数 昂 数 ” ”定义 9.9.3 
epimorphism/ 满 态 射 ”定义 19. 2. 17 

equipotent/ 等 势 ” 定 义 5.1.1 

equivalence class/ 等 价 类 定义 3.4.4 

equivalent category/ 等 价 范畴 ”定义 19.6.3 
equivalent matrix/ 等 价 和 矩阵 定义 16.7.6 

equivalent object/ 等 价 对 象 ”定义 19.2.11 

equivalent relation/ 等 价 关 系 ÆN 3.4.1 

error function/ 错 误 函 数 定义 14. 12.9 

error pattern/ 错 误 模 式 ” 定 义 14. 12. 4 

Euclid algorithm/ 欧 几 里 德 算法 ”定理 15. 16. 14 
Euclid domain/ 欧 氏 整 环 定义 15. 16. 17 

Euler characteristic/Euler 特征 11.3.5 

Euler function/ Euler 函数 例 9.2.5 

Euler graph/Euler 图 定义 10. 1. 20 

Euler number/Euler 数 定义 8.19.2 

Euler polyhedron formula/Euler 多 面体 公式 ”定理 11.2.3 
Euler tour/Euler 闭 迹 定义 10.5.3 

Euler trail/Euler 这 定义 10.5.3 

existential generalization/ 存 在 推广 规则 定义 22. 5.5 
existential quantifier/ 存 在 量词 ”定义 22.17 
existential specification/ 存 在 特 指 规则 定义 22.5.5 
extended Fibonacci number/ 广 义 Fibonacci% 定义 8.14.6 
extended Lucas number/ 广 义 Lucas 数 定义 8.15.3 
extension/ 扩 充 ( 扩 张 ) 定义 3.3.13, 定 义 15. 8.1 
extension graph/ 扩 图 定义 10.4.1 

extension field/ 扩 域 定义 15.11.1 

exterior algebra/ 外 代数 定义 17.2.1 


F 


F-reduce product/F- 归 纳 积 定义 20.6.6 
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face/ 面 定义 11.2.2 

factor/ AF ”定义 11.5.1, 例 21.6.3 

factorable/ 可 因子 化 的 ”定义 11.5.2 

factorization/ 因 子 分 解 ” 定 义 11.5.1 

faithful (full) functor/ 忠实 (完满 ) 函 子 定义 19.4.7 

Ferrer graph/Ferrer 图 定义 9.6.4 

Fibonacci number/Fibonacci 数 定义 8.14.1, 例 1.3.3 

field/ 域 定义 15.1.6 

filter/ 滤 子 定义 20.6.1 

finite extension/ 有 限 扩 域 ”定义 15.12.4 

finite field (Galois field)/ 有 限 域 (Galois 域 ) 定义 15. 14.1 

finite dimensional associative division algebra/ 有 限 维 结合 可 除 代 数 
17.5.1 

finite set/ 有 限 ( 穷 ) 集 ”定义 5.1.2 

finitely generated module/ 有 限 生 成 模 定义 16.2.3 

first order theory with equality/ 带 等 号 的 一 阶 系统 定义 22. 5.39 

five-color theorem/ 五 色 定 理 定理 11.6.18 

five-time-repetition code/ 五 倍 重复 码 例 14.12.10 

fixed point/ 不 动 点 ”定义 9.7.3 

forest/ 森 林 定义 10.1.17 

forgetful functor/ 忘 却 函 子 “定义 19.4.5 

four-color theorem (conjecture)/ 四 色 定 理 ( 猜 想 ) 定理 11.6. 16 

free element /自由 元 ”定义 16.7. 13 

free monoid/ 自由 单元 半 群 14.5.2 

free occurrence/ 自 由 出 现 定义 22.2.6 

free R-module/ 自 由 R- 模 定义 16.5.4 

free variable/ 自 由 变 元 ”定义 22. 2.6 

free -Q-algebra/ 自 由 0 代数 ”定义 20.7.6 

function scheme/ 映 射 格式 


G 


Galileo paradox/Galileo ffi 例 5.1.5 
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定义 


Gauss coefficient/Gauss 系数 定义 8.7.1 


GBN (Gödel-Bernays-von Neumann system) /GBN 系统 6.2.2 
generalized Petersen graph/J™ X Petersen 定义 10. 10.2 


generating function/ 生 成 函数 定义 9.9.3 
generating procedure/ 生 成 过 程 定义 1.3.1 
generator/ 生 成 子 (生成 元 ) 定义 3.4.4 
generator matrix/ 生 成 矩阵 ”定义 14. 12. 19 
genus/ 方 格 定义 11.3.4 

girth/( DAK EX 10. 6.3 


golden section number/ 黄 爹 分 割 数 (黄金 分 割 率 ) 定义 8.14.2 


graceful graph/ 优 美 图 ”定义 10. 10. 12 
graceful tree conjecture/ 优 美 树 猜 想 ”猜想 10. 10. 13 
graph/ 图 定义 10.1.1 


graph of first class for edge coloring/ 第 一 类 边 色 图 ”定义 11.6.14 
graph of second class for edge coloring/ 第 二 类 边 色 图 定义 11.6.14 


graph rank/ 图 秩 定义 10.5.8 

graph sequence 图 序列 ”定义 10.3.4 

great lower bound/ 下 确 界 ”定义 3.5.22 

greatest common factor/ 最 大 公 因 子 ”定义 15. 16. 13 
greatest element/ 最 大 元 ( 素 ) 定义 3.5. 18, 定 义 18.1.6 
Grelling paradox/Grelling 悖 论 6.1.6 

Gr6tzsch graph/Grötzsch 图 定义 10. 10. 23 

group/ 群 定义 14.12.12 

group code/ 群 码 定义 14. 12. 1, 定 义 14. 12.33 

group of graph/ 图 的 群 ”定义 11.7.10 


H 


Hajós conjecture/ Hajós 猜想 ”定理 11.6. 12 
Hamilton cycle/ Hamilton IË 定义 10.5.3 
Hamilton graph/ Hamilton 图 定义 10.1.21 
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Hamilton path/ Hamilton 路 定义 10.5.3 
Harary graph/ Harary 图 定理 11.2.6 

Hasse graph/ Hasse 图 例 3.5.14 

Heawood graph/Heawood 图 定义 10. 10. 18 
Herschel graph/Herschel 图 定义 10. 10. 23 
hom functor/hom MF EX 19.10.2 
homemorphism of graph/ 图 的 同 且 ”定义 10.8.5 
homomorphismyV 同 态 , 同 态 映射 ”定义 15. 5.1 
homomorphism graph/ 图 的 同 态 ”定义 10. 8.4 
hyperoctahedron/ 超 八 面体 图 定义 10. 10. 25 
hypothelical syllogism/ 假 言 三 段 论 公式 21. 5.20 
hypothese (premise)/ 假 设 (前 提 ) 定义 21.7.2 


ideal/ 理 想 ”定义 15.4.1 

identity/ 单 位 元 定义 14.2.3 

identity natural transformation/ 伍 等 自然 变换 定义 19.5.5 

imbedding/ik A 定义 15.8.1 

immediate predcessor/ 直 接 先 行 ÆN 3.5.13 

immediate successor/ 直 接 后 继 ”定义 3.5.13 

incidence axiom/ 关 联 公理 ”定义 15. 18. 10 

incident/ 关 联 ”定义 10. 2.2 

incident matrix/ 关 联 矩 阵 定义 10.2.5 

inclusion and exclusion principle/ 包 含 与 排斥 原理 ”原理 9%.2.1 

inclusion relation/ 包 含 关 系 ”定义 1.4.1 

indegree/ 人 次 (人 度 ) 定义 10.3.1 

independence number/ 独 立 数 定义 10.9.2 

independent/ 独 立 的 ”定义 16. 6.4 

independent set/ 独 立 集 定义 10.9.1 

independent transcedental element/ 独 立 超越 元 素 定义 15. 10.8 
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index/ 指数 

individual variable/ 个 体 变 元 ”定义 22.1.3 
induced subgraph/ 导 出 子 图 ”定义 10.4.3 
infinite extension/ 无 限 扩 域 定义 15. 12. 4 
infinite group/ 无 限 群 定义 14.6.7 

infinite set/ 无 限 ( 穷 ) 集 定义 5.1.2 
information digits/ 信 息 位 ”14. 12. 2 
information rate/ 信息 率 ”定义 14. 12.9 

initial endpoint/ 始 端 ”定义 10.2.1 

initial object/ 初 始 对 象 ”定义 19. 2. 13 
injection/ 单 射 定义 8.10.2 

injection functor/ ñ $ AF 例 19.4.3 
injective (one to one mapping)/ 单 射 (内 射 ) 定义 4.1.4 
inner face/ 内 面 定义 11.2.2 

inner neighbour set/ 内 (人 ) 邻 集 定义 10.2.3 
integral domain/ 整 坏 定义 15.1.6 

integral subdomain/ 子 整 环 ” 定义 15.3.1 
internal direct sum/ 内 直 和 ”定义 16.6.3 
intersection/ 交 集 定义 2.1.4 

intersection of graph/ 图 的 交 定义 10.7.2 
intersection operation/ 交 运算 定义 2.1.4 
interval/ 区 间 定义 3.5.12 

invariant factor/ 不 变 因 子 ”定义 16.7.9 
invariant factor ideal/ 不 变 因 子 理想 ”定义 16.7. 26 
inverse limit/ 逆 向 极限 ”定义 20.5.9 

inverse morphism/ 逆 态 射 ”定义 19. 2.8 
inverse natural transformation/ 逆 自然 变换 ”定义 19.5.6 
inverse operation/ 逆 运算 ”定义 3.2.9 

inverse relation/ 逆 关系 ”定义 3.2.9 
inversion/ 反 演 12.1 

isomorphic category/ 同 构 范 畴 定义 19.6.1 


SOZ] < 


isomorphismy/ 同 构 态 射 定义 19.2.8 
isomorphism of graph/ 图 的 同 构 定义 10. 8.1 


J 


j-skew element/ 太 斜 元 例 17.4.3 

join of graph/ 图 的 联 定义 10.7.3 

Jordan algebra/Jordan 代数 ”定义 17.4.5 

Jordan product (anti-commutator)/Jordan 乘积 ( 反 交 换 子 ) 定义 17. 4.5 
Jordan sieve formula/Jordan 得 法 公式 ”公式 9.2.4 
juxtaposition/ 邻 接 乘法 ”定义 20.7.1 


K 


k-chromatic graph/k- 色 图 定义 11.6.4 

k-connected graph/k- 连 通 图 定义 11.1.6 

k-critical graph/k- 色 临界 图 ”定义 11.6.4 

k-edge-chromatic graph/k- 边 色 图 ”定义 11.6.6 

k-edge-connected graph/k- 边 连通 图 ”定义 11.1.6 

k-edge-critical graph/k&- 边 临界 图 ”定义 11.6.6 

kernel/ 核 定义 14. 11.7, 定 义 17.1.9, 定 义 19.8.1 

Kirkman schoolgirl problem/Kirkman 女生 问题 7.9, 例 13. 4.6 
Kuratowski theorem/Kuratowski 定理 定理 11.2.5 


L 


labeled graph/ 有 标号 图 9.11 
Lah number/Lah 数 ” 定义 8.18. 1 
Latin rectangle/Latin 矩形 ÆX 13.1.4 
Latin square/Latin 方 (拉丁 方 ) 定义 13. 1.3, 定 义 15. 18.1 
lattice/ 格 定义 18.1.8 
lattice homomorphism/ 格 同 态 ”定义 18.2.3 
law/ 规 律 ”定义 20.8.1 
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leader coset/ 陪 集 头 ”定义 14. 12. 38 

least element/ 最 小 元 定义 18.1.3 

least upper bound/ 上 确 界 (最 小 上 界 ) 定义 3.5.22,18.6.1 
left adjoint functor/ 左 伴随 沙子 ”定义 19. 13.2 

left cancellable/ 左 可 消 的 ”定义 19.2.17 

left (right) coset/ 左 ( 右 ) 陪 集 定义 14.10.6 

left (right) identity/ 左 ( 右 ) 单 位 元 定义 14.6.3 

left (right) invertible element/ 左 ( 右 ) 可 道 元 定义 14. 3. 19 
left (right) module/ 左 ( 右 ) 模 定义 16.1.1 

left (right) zero/ 左 ( 右 ) 零 元 定义 14.3.9 

left (right) zero divisor/ 左 ( 右 ) 零 因子 ”定义 15.1.4 
lenght/ 长 度 定义 20.7.3 

Lie algebra/Lie 代数 定义 17.4.2 

line graph/ 线 图 定义 10. 1.23 

line-group of graph/ 图 的 线 群 ”定义 11.7.11 

loop/ 环 定义 10.1.4 

lower bound/ 下 界 ÆX 3.85.20 

logically equivanlent/ 逻 辑 等 价 定义 21.5.7 
logically implies/ 逻 辑 蕴 含 ” 定 义 21.5.7 

logically valid/ 逻辑 有 效 的 ( 普 效 的 ) 定义 22. 3. 15 
Lucas number/Lucas 数 定义 8.15.1 


M 


magic square/ 幻 方 7.1 

many valued proposition logic/ 多 值 命题 逻辑 23.3.2 
matching/ 匹 配 定义 10.9.1 

mathematical structure/ 数 学 结构 ”定义 22.3.3 
matrix representation/ 和 矩阵 表示 定义 17.3.9 

max term/ 极 大 项 ÆX 21.6.13 

maximal element/ 极 大 元 定义 20. 4.5 

maximal ideal/ 极 大 理想 ”定义 15.7.1 
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maximal outerplanar graph/ 极 大 外 平面 图 定义 11.2.13 

maximal planar graph/ 极 大 平面 图 定义 11.2.7 

maximum matching/ 最 大 匹配 定义 11.5.3 

maxterm( fundamental disjunctive form)/ 极 大 项 (基本 析 取 式 ) 定义 18.6.9 

maxterm normal form(conjunctive normal form)/ 极 大 项 范式 ( 合 取 范式 ) 
定义 18.6.10 

McGee graph/McGee 图 定义 10. 19.18 

meet/ 交 定义 18.1.11 

Menger theorem/ Menger 定理 定理 11.1.9 

Meredith graph/Meredith 图 定义 10. 10.3 

message word/ 信 息 字 14. 12.2 

mini term/ 极 小 项 ”定义 21.6.11 

minimal polynomial/ 极 小 多 项 式 ” 定 义 15.11.9 

minimally k-connected graph/ 极 小 -连通 图 ”定义 11.1.8 

Minimanoff paradox/Minimanoff +i 6.1.8 

Minkowski sum/Minkowski 和 定义 2.1.12 

minimum distance/ 最 小 距离 ”定义 14. 12. 13 

minterm(fundamental conjunctive form)/ 极 小 项 (基本 合 取 式 ) 定义 18.6.4 

minterm normal form(disjunctive normal form)/ 极 小 项 范式 ( 析 取 范式 ) E 
X 18.6.6 

modal logic/ 模 态 逻 辑 23.2 

model/ 模 型 ”定义 22.3.16 

module homomorphism/ 模 同 态 (R- 同 态 ) 定义 16.3.1 

modus ponens/ 分 离 规 则 ”公式 21. 5. 20 

modus tollens/ 否 定 后 件 式 ”公式 21. 5. 20 

module isomorphism/ 模 同 构 ”定义 16.3.1 

monic morphism/ 单 同 态 ”定义 19.2.17 

monoid/ 单 元 半 群 ”定义 14.2.5 

monomorphism/ 单 态 射 ”定义 14.4.3 

morphism(arrow)/ 态 射 ( 箭 ) 定义 19.1.1 

Möbius function/ Móbius ”函数 ”定义 12.4.1 

. 624 。 


Möbius ladder/ Móbius 梯 ”定义 10. 10. 24 
Möbius transform(inversion) /Móobius 变换 ( 反 演 ) 12.4 
multigraph/ 多 重 图 定义 10.1.2 

multinomial coefficient/ 多 项 式 系数 ”定义 8. 6.1 

multinomial expansion theorem/ 多 项 式 展开 定理 定理 8.6.2 
multiple-error-correcting code/ 纠 多 错 码 例 14.12.39 
multiplication principle/ 乘 法 原理 9.1.2 

mutually orthogonal Latin square/ 相 互 正 交 拉 丁 方 ”定义 1S$.18.7 


N 


n-ary operation/n 元 运算 ”定义 20.1.1 

n-ary product/n 元 积 定义 20.1.1 

n-relation/n 元 关系 ”定义 3.1.8 

natural deduction system/ 自然 推理 系统 定义 21.7.21 
natural isomorphism/ 自然 同 构 定义 19.5.2 

natural transformation/ 自然 变换 ”定义 19. 5.1 

neighbour sst/ 邻 集 定义 10.2.3 

next state/ 下 一 个 状态 14.5.1 

next state transition function/ 状 态 转换 函数 ”定义 14.5.1 
norrassociative algebra/ 非 结合 代数 ”定义 17.4.1 
non-standard logic/ 非 标准 逻辑 23.1 

Norlund formula/Norlund 公式 8.5.2 

normal form/ 正 规 形 定义 16.7.8 

normal model/ 标 准 模型 ”定义 22. 5. 43,23.2.5 

normal subgroup(invariant subgroup) /正规 子 群 (不 变 子 群 ) 定义 14. 10. 14 
null object/ 零 对 象 ”定义 19.2.13 

nullary operation/ 零 元 运算 ”定义 14.6.3 


o 


object/ 对 象 EX 19.1.1 
. 625 。 


orbit/#jË EX 9.7.2 

order/ 阶 定义 10.1.1 

order ideal/ 阶 理想 定义 16.3.9 

Ore condition/Ore 条 件 定理 11. 4.4 
orientation/ 定 向 定义 10. 1.18 

orthogonal Latin square/ 正 交 拉 丁 方 ”定义 13.2.1, 定 义 15. 18.6 
orthogonal layout/ 正 交 表 定义 13.2.5 
outarc/ 出 弧 ”定义 10.2.1 
outdegree/ 出 次 (出 度 ) 定义 10.3.1 

outer face/ 外 面 定义 11.2.2. 

outer neighbour set/ 出 (外 ) 邻 集 定义 10. 2.3 
outerplanar graph/ 外 平面 图 定义 11.2.13 


P 


prgraph/ 记 图 定义 10.1.2 
pancycle graph/ 泛 图 图 定理 11. 4. 10 
parallelism/ 平 行 ”定义 15. 18. 11 
parallelism class/ 平 行 类 ”定义 15.18.15 
parity-check code/ 奇 偶 校 验 码 例 14.12. 10 
parity-check equation/ 奇 偶 校 验方 程 定理 14. 12. 23 
parity-check machine/ 奇 偶 校 验 器 ” 例 14. 5.3 
parity-check matrix/ 奇 偶 校 验 矩阵 ”定义 14. 12, 22 
partial permutation/ 选 排列 8.8 
partial function/ 偏 函数 ”定义 4.1.3 
partial ordering/ 偏 序 关系 ”定义 3.5.1 
partial order relation/ 偏 序 关系 ”定义 18.1.1 
partial order set(poset)/ 偏 序 集 ”定义 18.1.1 
partition/ 划 分 ,分 划 , 分 拆 ”定义 3.4.7, 定 义 9.5.1, 定 义 9.6.1 
partition number of integer/ 整 数 的 分 拆 数 9.6 
partition number of set/ 集 合 的 划分 数 9.5 
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Pascal formula/Pascal 公式 公式 8.1.2 
path/ 路 定义 10.5.1 
perfect code/ 完 全 码 定义 14. 12. 5 
perfect graph/ 完 美 图 定义 10. 10. 14 
perfect t-error-correcting code/ 完 全 纠 t- 错 码 ” 定义 14.12.43 
permutation/ 排 列 , 置 换 8.8,9.4 
permutation group/ 置 换 群 定义 14.9.7 
permutation with repetation/ 可 重 排列 8.8 
Petersen graph /Petersen 图 定义 10. 10.1 
Pierce arrow/Pierce 箭 定义 21.3.3 
pigeonhole principle/ $ FERE 定理 9.1.3 
planar graph/( 可 ) 平 面 图 定义 11.2.1 
plane graph/ 平 面 图 定义 11.2.1 
Pólya theorem/Pólya 定理 定理 9.9.2 
polynomail /多 项 式 ”定义 15.10.1 
polynomail code/ 多项式 码 ”定义 15. 17.2 
polynomail representation/ 多 项 式 表示 法 ”定义 15. 17. 1 
polynomail ring/ 多 项 式 环 ”定义 15. 10.7 
possible world/ 可 能 世界 ”定义 23. 2.5 
power functor/ Æ F 例 19.4.3 
power of graph/Ë 09 3 SEX 10.7.7 
power set/ fE 定义 2.1.16 
pre-ordered set/ 拟 序 集 定义 20.5.1 
predicate/ 谓 词 ”定义 22.1.3,22.1.4 
prenex normal form/ 前 束 范式 定义 22.5. 2S 
primary cycle module/ 准 素 循 环 模 定义 16.7.20 
prime to each other/R. É 定义 15. 16. 15 
prime field/ f 定义 15. 11.3 
primitive connective/ 初 始 联结 词 定义 21.7.1 
primitive element/ 本 原 元 ”定义 15. 14.8 

7/ ie 


primitive polynomial/ 本 原 多 项 式 ”定义 15.14.10 

principal of duality/ 对 偶 原 理 定义 18. 1. 15 

principal ideal/ 主 理想 ”定理 15.4.3 

principal ideal domain/ 主 理想 整 环 定义 15. 16. 16 

principal of redundancy/ 宛 余 性 原则 14. 12.2 

product / 积 定义 19.7.1 

product category/ 积 范畴 ”定义 19. 2.7 

product-sum form/ 积 和 式 定义 18.7.1 

proof(deduction)/ 证 明 ( 演 绎 ) 定义 21.7.2 

proper coloring/ 正 常 着 色 ”定义 11.6.2 

proper factor/ 真正 因子 ”定义 15.16.4 

proper filter/ 真 滤 子 定义 20.6.2 

proper subgroup/ 真 子 群 例 14.8.2 

properly inclusive relation/ 真 包含 关系 ”定义 1.4.2 

proposition/ 命 题 21.1 

propositional constant/ 命 题 常 量 定义 21. 2.6 

propositional formula (well-formed formula, wi) /命题 形式 (合式 公式 ),wff 
定义 21.5.1 

propositional function/ 命 题 函 数 22.1 

propositional variable/ 命 题 变量 (命题 变 元 ) 定义 21. 2.6 

pullback/ 拉 回 ( 回 拖 ) 定义 19.9.1 

pushout/ 推 出 ”定义 19.9.5 


Q 


quantification theory/ 量 词 理 论 22.1 

quantifier/ 量 词 ”定义 22.1.7 

quasi order relation/ 拟 序 关 系 ”定义 3.5.2 

quaternion/ 四 元 数 Æ 15.2.5 

quotient algebra/ 商 代数 ”定义 20.3.5 

quotient (difference)algebra/ 商 ( 差 ) 代 数 定义 17.1.6 
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quotient field( field of fraction)/ 商 域 ( 分 式 域 ) 定义 15.9.3 

quotient group/ 商 群 定义 14. 10. 18 

quotient moduie/ 商 模 定义 16.2.4 

quotient ring (difference ring, residue ring)/ 商 环 ( 差 环 ， 同 余 类 环 ) 
15.4.5 

quotient set/ 商 集 定义 3.4.8 


R 


R-linear independence/R- 线 性 无 关 ”定义 16. 5.1 
Ramsey graph/Ramsey 图 定义 10. 10.4 
Ramsey number/Ramsey 数 定义 8.17.1 
Ramsey theorem/Ramsey 定理 定理 10.9.6 
range/ 值 域 定义 3.2.8 

rank/ 秩 定义 16.5.11 

reconstruction conjecture/ 重 构 猜 想 ”猜想 10. 8.3 
redundant digits/ 元 余 位 14. 12. 2 

reflexive/ 自 反 的 ”定义 3.3.1 

regular graph/ 正 则 图 定义 10.1. 14 

regular representation/ 正 则 表示 定义 17.3.8 
relation matrix/ 关 系 和 矩阵 定义 16.7.4 
replacement theorem/ 蔡 换 定 理 定理 21.s. 12 
representable functor/ 可 表示 函 子 ”定义 19. 10.7 
representation/ 表 示 定义 17.3.7 

restricted proposition form/ 受 限 命 题 形式 ”定义 21. 5. 13 
restriction/ 限 制 ” 定 义 3.3.11 

retraction/ 收 缩 ”定义 19. 2.16 

Richard paradox/Richard Fie: 6.1.4 

right adjoint functor/ 右 伴随 函 子 ”定义 19. 13.2 
right cancellable/ 右 可 消 的 ”定义 19. 2. 17 

right factor/ 右 因子 定义 20.7.7 


定理 
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right zero divisor/ 右 零 因子 SEX 15.1.4 

ring/ 环 ”定义 15.1.1 

ring of endomorphism/ 自 同 态 环 16. 4.2 

ring with unity element/ 有 单元 的 环 ” 定义 15.1.6 
root field/ 根 域 定义 15. 13.5 

rule of inference/ 推 理 规则 定义 21.7.1 

Russell paradox/ Russell 悖 论 定义 6.1.3 


S 


satisfiable/ 可 满足 的 ”定义 22.3. 15 
saturated/ 饱 和 的 ”定义 11.5.4 
scope/ 辖 域 定义 22.2.5 
section/ 截 口 ” 定 义 19. 2. 16 
Steiner triple system/Steiner 三 元 系 大 集 13.4.4,13.4.1 
self-complement graph/ 自 补 图 ”定义 9. 11.9, 定 义 10. 1.22 
semantical completeness/ 语 义 完全 的 ( 弱 完 全 的 ) 定义 21.7.19 
semantical consistent/ 语 义 相 容 ”定义 21.7.14 
semi group/ 半 群 
separable element/ 可 分 元 ”定义 15. 15.1 
separable extension/ 可 分 扩 域 ”定义 15. 15.1 
sequent/ 矢 列 式 ”定义 21.7. 22 
sequential/ 序列 的 ”定义 14.5.1 
Sheffer stroke/Sheffer EC) 定义 21.3.2 
simple algebraic extension/ 单 代数 扩 域 定义 15.10.4 
simple extension/ 单 扩 域 ”定义 15. 11.5 
simple graph/ 简 单 图 定义 10.1.5 
simple proposition(atomic Proposition)/ 简 单 (原子 ) 命 题 21.1 
simple transcental extension/ 单 超越 扩 N ”定义 15.10.4 
simplication/ 简 化 规则 ”公式 21. 5. 20 
slope/ 和 斜率 例 15.18.17 
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small category/ 小 范畴 定义 19.2.4 
smallest element/ 最 小 元 ( 素 ) 定义 3.5.18 
Socrates argument/Socrates 论断 ( 苏 格 拉 底 论断 ) 例 22.1.1 
soundness(validity) theorem/ 可 靠 性 (有 效 性 ) 定 理 ”定理 21.7. 15 
spanning subgraph/ 生 成 子 图 定义 10.4.2 
spanning tree/ 生 成 树 ”定义 10. 4.2 
spectra of graph/ 图 的 谱 ”定义 11.7.4 
spetral radius/ 谱 半径 定义 11.7.4 
splitting field/ 分 裂 域 定义 15. 13.3 
standard model/ 标 准 模 型 ”定义 23.2.5 
standard monomial/ 标 准 单项 式 ”定义 17.2.2 
Stirling m mber/Stirling 数 8.11,8.12 
Stirling transform/Stirling 变换 12.3 
subalgebra/ 子 代数 定义 17.1.3, Æ X 18.5.1, X 20.2.1 
subcategory/ f #ë ÆN 19.2.1 
subdirect product/ 子 直 积 ”定义 20.4.8 
subfield/ 子 域 定义 15.3.1 
subformula/ 子 公式 21, 5.1 
subdivision of graph/ 图 的 细 分 定义 10.7. 10 
subgraph/ 子 图 定义 10. 4.1 
subgroup/ 子 群 定义 14.8.1 
sub-module/ 子 模 ”定义 16. 2.1 
subrelation/ 子 关系 ”定义 3.3.11 
subring/ 子 环 ” 定义 15.3.1 
sub-semigroup/ 子 半 群 ”定义 14.3.22 
subset/ 子 集 ”定义 1.4.1 
substitution theorem/ 代 入 定理 ”定理 21.5.9 
substraction/ 差 集 
substraction operation/ 差 运算 ”定义 2.1.7 
succedent/ 后 件 定义 21.7.22 
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surjection/ 满 射 ”定义 8.10.2 
surjective/ 满 射 定义 4.1.5 

switching-network/ 开 关 网 络 18.8 

Sylvester formula/Sylvester 公式 ”定理 9.2.3 
symmetric/ 对 称 的 ”定义 3.3.1 

symmetric difference/ 对 称 差 ”定义 2.1.12 

symmetric graph/ 对 称 图 定义 11.7.13 

symmetric group/ 对 称 群 ”定义 14. 10.4 

syndrome/ 校 验 子 ”定义 14. 12. 26 

syntactical completeness/ 语 法 完全 的 ( 强 完全 的 ) 定义 21.7. 18 
syntactical consistent/ 语 法 相 容 定义 21.7.13 

system of modal propositional logic/ 模 态 命题 逻辑 系统 ”定义 23.2.1 
system L/ 公 理 系统 L 定义 21.7.1 

system L1/ 公 理 系 统 L1 定义 21.7.26 

system L2/ 公 理 系统 L2 定义 21.7.27 

system L3/ 公 理 系统 L3 定义 21.7. 28 

system L4/ 公 理 系统 L4 定义 21.7.29 

system L5/ 公 理 系统 L5 定义 21.7.31 

system L6/ 公 理 系 统 L6 定义 21.7.32 

system 上 /公理 系统 ”定义 21.7.30 

system L, /公理 系统 土 。 定义 23.3.3 

system P, /公理 系统 Pa 定义 23.3.2 

system S1/ 公 理 系统 Sl 定义 23. 2.1] 

system T(system M)/ 公 理 系统 (系统 M) 定义 23.2.2 


T 


t-error-correcting BCH code/ 纠 t- 错 BCH 码 X 15.17.11 
tautology/ 重 言 式 ( 永 真 公式 ) 定义 21.5.4 
technique of truth table/ 真 值 表 技 术 Ø 21.6.20 
term/ 项 定义 22.2.1 
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terminal endpoint/ 终 端 ”定义 10.2.1 

terminal object/ 终 结对 象 ”定义 19. 2. 13 
theorem(provable formula)/ 定 理 ( 可 证 公式 ) 定义 21.7.2 
thickness/ 厚 度 定义 11.3.11 

timed sequence/ 时 间 序 列 ”定义 14.5.1 
torsion/ 扭 元 ”定义 16.7.13 

torsion module/ 扭 模 定义 16.7.15 

total chromatic number/ 全 色 数 定义 11.6.24 
total chromatic number conjecture/ 全 色 数 猜想 ”猜想 11. 6. 25 
total coloring/ 全 着 色 ”定义 11.6.24 

total graph/ 全 图 定义 10. 1.23 

total matric ring/ 全 方 阵 环 定理 15.2.1 

total order set/ 全 序 集 定义 3.5.11,18.1.1 
total permutation/ 全 排列 8.8 

total relation/ 全 关系 ”定义 3.1.8 
tournament/ 竞 赛 图 ”定义 10.1.9 

trace/ 迹 定义 17.3.3 

trail/ 迹 定义 10.5.1 

transcendental element/ 超 越 元 素 定义 15. 10.4 
transformation group/ 变 换 群 定义 14.9.2 
transitive/ 传 递 的 ”定义 3.3.1 
transposition/ 对 称 

transverse design/ 权 截 设计 定义 13.3.7 
travelling saleman problem/ 旅 行商 问题 7.6 
tree/ 树 定义 10. 1.15 

triple-repetition code/ ZÈ EA Ø 14. 12. 10 
triple system/ 三 元 系 13.4.1 

trivial graph/ 平 凡 图 定义 10.1.6 

trivial subgroup/ 平 凡 子 群 例 14.8.2 

true in an interpretation/ 解 释 真 ”定义 22.3.11 
truth table/ 真 值 表 21.2 
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truth value function/ 真 值 函 数 21.2 

Turán graph/Turdn 图 定义 10. 10.21 

Turán theorem/Turán 定理 定理 10.3.7 

Tutte graph/ Tutte 定义 10. 10. 23 

Tutte theorem/Tutte 定理 定理 11.1.15 
Tutte-Coxeter graph/ Tutte-Coxeter 图 定义 10. 10.18 


U 


Ulam conjecture/Ulam #4 猜想 10.8.3 

ultrafilter/ 超 滤 子 定义 20. 6.3 

ultrapower/#i 3 “E X 20.6.6 

ultraproduct/ 超 积 定义 20.6.6 

unary operation/ 一 元 运算 14.6 

unary relation/ 一 元 关系 ”定义 3.1.8 

underlying graph/ 基础 图 ”定义 10.1.18 

undesignated truth value/ 非 特 指 值 ” 定 义 23.3.5 

undirected graph/ 无 向 图 ”定义 10.1.3 

union/ 并 ,并 集 定义 2.1.1,18.1.10 

union of graph/ 图 的 并 ”定义 10.7.2 

union operation/ 并 运算 ”定义 2.1.1 

unique factorization/ 唯 一 分 解 ŒX 15. 16.8 

unique factorization domain(Gauss domain)/ 了 唯一 分 解 整 域 定义 15. 16.8 

uniquely k-colorable graphy 唯 一 和 着 色 图 ZX 11.6.8 

unit ideal/ 单 位 理想 Øi 15. 4.2 

unity element/ 单 元 ”定义 8.3.2 

universal/ 全 集 2.2 

universal algebra( 0-algebra)/ 泛 代数 (0 代数) 定义 20. 1.3 

universal closure/ 全 称 闭 包 定义 22. 5.23 

universal constraction/ 通 用 结构 ”定义 19. 12.1 

universal enveloping algebra/ 通 用 包 络 代数 ” 例 19. 12.2 
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universal generalization/ 全 称 推广 规则 ”定义 22. 5.5 
universal quantifier/ 全 称 量词 ”定义 22.1.7 
universal specification/ 全 称 特 指 规则 定义 22. 5.5 
universal upper bound/# E 定义 8.3.2 
unlabeled graph/ 无 标号 图 ”定义 10.1.3 

untorsion module/ 无 扭 模 定义 16.7.17 
upper(lower)bound/ 上 (下 ) 界 ”定义 18.1.5,3.5.20 
useful equivalent/ 常 用 等 值 式 ”公式 21.5. 19 
useless code/ 废 码 字 定义 14. 12. 2 


valence/ 价 定义 20.7.4 

valuation/ 赋 值 定义 22.3.7 

Vandermonde formula/ Vandermonde 公式 8.5 
variety/ 入 定义 20.8.2 

Venn graph/ Venn 2.2 

vertex cover/ A W% EX 10.9.3 

vertex set/ 点 割 集 定义 11.1.4 

vertex transitive graph/ 点 传递 图 定义 11.7. 13 
Vizing theorem/ Vizing 定理 定理 11.6. 13 


W 


walk/ 通 道 定义 10.5.1 

weakly antisymmetric/ 弱 反对 称 的 ”定义 3.3.1 

weight/ 重 , 权 定义 14. 12. 11 

weighted form of Burnside lemma/ 带 权 形 式 的 Burnside 引 理 ”定理 9.7.5 
well-formed formula(wff)7 合 式 公 式 ”定义 22.2.4 

word *% 定义 14.12.2 


zero/ 零 元 
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zero division/ 零 因子 ”定义 15.1.4 

zero element/(universal lower bound)/ 零 元 ( 泛 下 界 ) 定义 18.3.2 

ZFC(Zermelo-Fraenkel-Cohen)system/ZFC 系统 6.2 

J-prenex normal form(Skolem normal form)/ 存 在 正则 前 束 范式 (Skolem JE 
则 范式 ) 定义 22. 5. 32 

3-value proposition logic/ 三 值 命题 逻辑 23.3 
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